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i^Cco  alla  luce  il  secondo  Tomo  del  mio  Corso  di  Ma- 
tematica Sublime .  Si  contengono  in  esso  il  Calcolo  Differen- 
ziale j  le  Applicazioni  alla  Geometria,  alla  Meccanica,  ed 
una  porzione  dell'  Integrale . 

Calcando  le  orme  di  La -Grange  Prìncipe  dei  Geometri 
del  Nostro  tempo ,  ne  ho  sbarazzati  i  principi  da  ogni  idea 
d' infinitesimi ,  d*  evanescenti,  di  limiti  e  di  flussioni.  Non 
altre  che  verità  di  definizione  e  di  convenzione  servono  ad 
essi  di  fondamento .  Alla  fine  di  questo  Tomo  ho  posta  un' 
appendice  sopra  le  curve  a  doppia  curvatura ,  e  sopra  le  su** 
perficie ,  onde  non  obbligare  i  miei  Lettori  a  cercare  altrove 
alcune  nozioni  Geometriche ,  delle  quali  ponno  abbisognare. 

Seguendo  poi  quanto  ho  praticato  nel  Calcolo  delle  Dif- 
ferenze finite ,  ho  contrassegnati  con  T  asterisco  (  *  )  quei  Pa- 
ragrafi i  quali  non  debbon  leggersi  da  chi  brama  soltanto  un 
Corso  elementare  di  Calcolo  Differenziale  ed  Integrale . 
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IDiffbrenziali  ideile ,Junziom  ÌU  -una  -sola  Variabile- 

f 
I 

§.  I.    19  Appresentand&:per^(«)  ttùaMjualurique  f^^ 

JLV  ne  di  X  e  di  akre  guarnita  iddìpendenti  'da  es^ 
sa>  pongasi  la  seguente  legge  di  'derivazione. 

,,  Presa  'p{'x)  :per  funzione  Derivatrice»  la  variàbile  4C^  vi 
))  aumenti  di  ^^nna  'qnalanijue  -(a)   quantità  indeienoiinata  u)|  di« 
^j  modochè   si   abbia  *nna  sìmil  fìin:^one  di  x  ^i*Wy*p{x^hì^): 
>i  si  trais'formi  ^questa  "funzione  io  una  serie  ^ordinata  pet  le  po- 
li teuze  della  stessa  ^co  i  ed  ^ottenendo  > 

Il  ^  ( flc H- w)  =  ^  ( a?) -H-jp(o -4-5W*^^-^^  H* -^w^H-  cc.^ 

,1  si  prenda  di  tutta  questa  -serie  il  solo  coefficiente  ^di  to;  » 
questo  'Coéffioiente  p  ^ara  evideiltetóetìte  una  quantità  detivata 
da  (f>  (x)  per  mezzo  di  tale  ^^operaiaone  i  e  se  rappresentiamo 
,per  d  questa  operazione  dì  derivazione  i  e  per  'dp{'x)  il  risul* 
tato  simbolico  'O  indicato  4i  ^nesta  H>per azione  medesima  i  avremo 

f)  Sopra  'questa  ;priffla  'derivata  <^^  («) }  'considerata  xome 
Tom,  Si  -A 


«T' 


^ 


t^^tmmtatm^ma^mxmmmmm^mmmm^mi^^^^mm^t^mim^^mm^^mmm^^^mÈ^^^tm 


(a)  ^oì  «apponiaiDO  che  la  «atnra  della  funzÌDoe  ^(^)  sìa  tale  che 
}a  varìabilhà  di  x  non  sia  soggetta  ad  ulcuna  legge  ^  o  che  la  detta  varili- 
bile  possa  prendere  tatti  gli  avaeutì  possibil)  • 


'.>  - 
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„  una  nuòva  funzione  p  (x)  di  a?,  si  faccia  la  stessa  operazio- 
),  ne  di  derivazione  che  è  stata  fatta  sopra  0(0:),  ed  avremo 
„  una  quantità  dc&' (a?)  derivata  da  <p'{x)i  come  questa  ©.' (47) , 
„.Qyyéro..  c/0.(.a5l  ersk  derivata  da  ^(a?) ,,  ;  t^hWmei^rfHj'adnn- 
que  dp'{x)i  avvero  <id^(a:),  ovvero  (^^{x)  la  derivata  se- 
conda o  di  secQnjdo  ordine  ^  p(x).-  ''  , 

»,  Sopra  questa  derivata-secondk  cT^faS)*,  considerata  co- 
„  me  una  nuova  funzione  ei"{x)  di  Xì  si  ripeta  la  stessa  ope- 
„  razione  di  deriva?;ion^~ctie~abfvianV  fatta  sopra  p{x)  e  sopra 
„  d<p  {x) ,.  (;d.,  a.xr^iAa  u;i  ^, simile  j.  ri^^ultato,  •dp"->{'-K  ) ,  ovvero- 
,,  d'(p{x)  Chc'satà'iti  ticrìvìihi  "tbi-zu  d'  ài" terzo' ordihe  di  ©(a?), 

Avieaio  ia  qiie«ra.  guisa  nna  serie  cTi  quantità  ottenute  tnt-- 

te  pf *\:j,^^  ,1^^^^*4?Ì?^^^:  ^^}^"-  "^4*^^?  \  ot?t-rij:&ione>,  :  e-  simbolica- 
mente rappresentate  da 

ia)qùesta  serie  di  qii&«RtÌfu',  •-^(»)- è'^kv-fufizfone' derivatrice  ;  le 
altre  sono  snccessiva^fi^nte' la  dàriv^ittt  prirtia  rJ*cH)mlaS' terza  ec.  ^ 
cvtmtLi-^ ali  liei  ^tèr^uini  i^Hfìeiidotio  ift'^'  Oorlstegiiéfaz^^^  .iiiio  dn'ir  al- 
ivo  piBrsffueHa-operàzfo«i[5-dr  defivàKlptlb^t^he  !i>»Ie*^  ftv  dit'co»^ 
sì '-iusienVc.  .o) -.-*'.  '-^  'j^I'''^    ^i   '''J'!^"    ^■•'•'  ^  •  ^ '^'    •"      '^    '  ■  ' '•  '♦ 

„  di  una  <|auntità  i-ndetennitiata*  twlkv^ViJu'p^ó  dtP -^^  termino 
„  an-ecedente  y^  qmHiclo.  la^  .variabile  ,cb  e  qnesa>  stesso  ..anteceder;- 
5,  te  contieiier  aumenta  di  quella^  indeterminata    medesima.  Co- 

y\  sì  a  ^j(jV.)  9.  eguale^,*!,  coefficiente  ohe  a{vrrebbe  J'a  p^ima  po-+ 

,'i  %nkj<  di '(«r  neffo  sviluppo:  di'  à  .      '<pix)x  qirandb  x  vi  divie-, 

,,  ne  d7H-  W.    ■  ,      :^^        ■..:'.      ^   .  ..: 

•  •  •  rhif]do*pt)ì  a  0*(.tV^'1^^^^'^ì  valóri  particidari  si 'Tianno  Mi- 
verse  espressioni  per  esprimere  le  derivate  che    vi  . <^flft:^issìfcndo''i;. 


.w  ■        .  -   -        -       ^       „.  , 


(acH-w)    =ar  -+ mx        wh — ^-;; — x        00   -i.ec,,e   perciò 
secondo  la  legge  qui  sopra  prescritta  ,  sarà  .    , 

.    ;  i    ,     .    ì;  j    ,  •••.  I  >^)     ..-  i  :.  •  a    '.  -  •       .......  <    '  -       ni.)         ,  «  / 

rf.?)(a^V=i--tfeA^'"^=wl»;'"'"',"  cioè'' boucle   al  We/ncf^lirè"  di' ,^' 
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Per  avere  la  derivata  secpndar,  convita  trattare  mx         co- 


me abbiamo  trattato 


0?   ,  cioè  prendere,  il  coefficiente  di  co  (JcIIq 


sviluppo  di  7a(5CH*w)        ,  cioè  della 'serie 


mx^      ^m{m  —  i)x        «-^ ec i  avremo  allora 


T 
■   - »'  •     à  * 


;Im     *    -       '      -    -  •    ^ 


d{mx        )  =  dd{x  )  =  (d*(a?  )  =  m{m — i)^        i  «guai- 
TÈGtìte  troveremo  ' 


-3 


;rf^(ae   )  =  TO.(m  —  ^ JC»»  —  fl)a?        »  e  coffll  di  seguito: 
dunque  ponendo  per  • 

Derivatnce  x   >  avremo  per  la  ' 


.1 


Derivata  prima  mx        ,  per  la 

—  a 


r    ^ 

«      «     I       *  .  .  X 


Dei;iya,tìL  seconda  .nt(,fflT-'i  )  a?.,  .,.>  pe.r  1» 
Derivata  teraa  jfi{m^r^i){-mf^{i)x       '> 

Poniamo  ora  p{x)=^a  ;  per  avere   la  ^^^r^yat^  .pnm.a   di 

a:  9  cioè  il  valore  di  da  >  fa^ciacpayi  ìt -f  w  invece  di   a>,   ed 

avremo  a         =a  a  :  ora  la  Teoria' dello   sviluppo-  delle   fun- 
zioni in  serie  oi  <ih  i  disFtftfirìmi^  tecmim-deilaisérie  che  esprime 

a  y  e  questi  sonò  ih- w7o^«j 'dunque  i  due  aprimi  termini  del- 


**,  e  questi  sonc 


lo  sviluppo   di  o  saranno   a   ^a  log a^ ;    dunque  da 


•  ^ 


•  *  '  *       '  .    '     •      e         r .  f  >       ,  .  ^  t  ^      r,    '• 


'  »  I     ^'V  .'         •     •    .'    .  'f.  '^' 


a  log  a, 

Jiì  qui  si  rica/vexanno  le^  derìvjite  degli  '  ordini'  superiori 

X  X  X  X        '     •    •     '    H     *"    i  ■  '  if    '  •  ■      -  '  '    '  -      •  *    > 

da  =^  a  Ioga;  d^a  =a  (Zo^'a)*;  a'tì  ==a  (^qg;ay  ec. 
lia  ^  (  0?)  =  IqgXy  e  si  avrà 


^!.i 


.^ 

^K 


4  MAX  8  JfclLTI  QA.  J I?  IX  l'M  E 


-r)  =  T  —  S  -^^ec.;,  dunque: 


»  \  M  C0* 


X 


d  logx.  =  -j  »  e.  quindi 

d7o^a;  =  4(4-)  ==  ~  Ji';  izqg-*  =  (Ì(  ^ i )  =  J  ea 


Facendo  ^  ( x)  =  ^e/z a;  v  abbiamo  ^{  a?  -4*  w  ).=  sen  (  a? 
w)  =isenx coSi(3ò  '-inserii}}  cqs X :  la  Teorìa:  delle  serie  dandoci 

cos  w  =  I:  —  —  -i- éc.  ,>e;i^w  =  (p  -^  — :  •+»  ec.  v  sarà,  sen  Cx 


•        « 


2  '  a.3 

w  C05  a^  H-  ec^  J  dunque 
d  sen'Xr=cosx. 

Egualmente:  se  ^ («.)?=  cos».,;  "bi  ha.'^(*M-Xo3  ==:  C(D«(a? 


01 


ec.  )  se«a?=  cos«; — w  se/2«.-4-ec.,.  dunqa« 


a.3 

dcosx  =  —  sènxj^ 

Conoscendo-  lie  dérirate  prime  di  senxy,  cosxf  avremo^  le 
derivate  degli;  ordini;  superiori 

d*se/2  X  35=  d  <»«<«;,c= --r- .^tìn.»  j:  d'<Jo«  «  == -i- cos  «;   . 

ec  .  ^  W'-    *^  - \      \^ 

Le   funzioni  di   nnai  90&*  variflUiJe-  a?   ,«  v  fó^a?,.  ^e/zJ^». 
co^a,  si  chiamano  funzioni  semplioii,.  perdili  è  di  queste  «i  <5an- 
side«rot»xompósttrì  ttìttol Jej  «terc^;  gj&MSffftrdiiWBfcteré?  sótto,  òcchio 
le  derivata  prime  qui  s(^r?  trjovate      v. 

do?    =  mx 
da  =:  a  log  a 


'i 


»   '  ^-^ 
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d.sen  x.= cos  X: 

d.cos  X,  :=.  —  sen  x  • . 

§.  ft.  Riprendiamo^ la  considerazione:  gcausniXe:  del.  sistema  di 
derivate,  rappresentato,  dalla,  nostra,  serie. 

(i) (f>ix)>  d(p{x)^:d'<f>ix)t,€p(f>(x)t d'p{x) 

e  dimostriamo  nn  Teorema  che  è  il  fondamento  di.  tutte  le.  pro- 
prietà, appartenenti,  a,  questo,  sistema.: 

T   E   O.  R   E.  M   A. 


t . 


>v  BàppfRs^tando.pjaL  <SL(»)>i^lWH^9W*H*-^w*-^-  -sw* 
„,  ec.  lo.  sviluppo  in  serie  dii  una.  qualunque;  fiinzione  ^(  op. 

M,  w.)  di.  acj.HrW»  è  sempre. 

y   P=3=  d^{x)        '  ' 

„    5 _. 


»  r 


» 


s 


a. 

«^  3.. 


a-3..4.  .•■>:• 

ec.     ec.     ec... 

„  di;  modo,  che.  abbiamo^ 

„  ^(a?.--hw)/=^-^  (  V  )  '^  d<f>{x).  (i)i*j..£^LlJ  co*  H--^^^«? 

•    2  *'3. 

„  £t?ifli(o?  H-,e.c  |,  qualunque  sia.  d*altr' onde.  ^(ac). 

„.  Cioè  le  diverse  derivate  della  funzione  ^(ap.)  ottenute 
}),  con  la  le^e  di.  derivazione  qui.  sopra,  stabilita.»  e  divise  per 
V  i  prodotti  flei.  numeri  naturali  i.v3>3)4  ec.  fino,  air  ordine 
)v  della  derivata.»  sono  i.  coefQciènti;  delle  diverse,  potenze  di  (o 
»  nello  sviluppo  di  f(aF-HT  w),,  di  modo,  che  in.  questo,  svilup- 

»,  pO  il  coefficiènte,  di  w"  è  sempre^      dfptx)^  t  ^     -    . 

Dalla:  legge,  stessa,  di  derivazione  si  hd.  p=dp{x)i  Per 
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dimostrare  che  rjr  =: -1^1^)  rappresentiamo  (i  per  ?>"(W)  ,vjed  ìw 
vremo  .  . ,;/, 

Ora  se  iu  qiiesta  eijuazione- gi  spstkuisce  a:  h*  ^  ioyece  di 
wT  ,  x^^^^'^^  ^^1  secónde)  -ineiiìbro  iarsi*  quésta  jsostituzioiue  ^ri  4up, 
iiianierc,  o  ponendovi  2Ù)  invece  dì  co,  ovvero  sostituendo  ef^ 
letti  va  aieiitie  ji^h?  w.p^r-j^à  ii'éiie  "quantità  <p  (a;) ,  rf^  (oc) ,  ''  (ap)  éc.;i 
i  risultati  di  queste  due  sostituzioni  dovranno  esspre  identici ,  e 
perciò  i  coefficienti  delle  potenze  deir  indeterminata ,  «<)  in  up 
risultato  ;  dovranno  essere  eguali  ai  coefficiènti  delle  simili  pò-' 
tenze  neir  altro .       ^      ,       ^^     -. 

Facendo  la  sostituzione'  helk  prima  maniera,  avremo 

e  facendola  nella' secónda  ,  .  . 

^(a7H- *'«))=  ^(a?  H-  w)  -H-  cff  (»  H-  w  )  .  (9  -f-  ^"(a;.Hr 
w  ) .  (ri*  H-  ec.  ^       .    . 

ma   ^  (a?-hC())  =  ^(t»)-l-<i<p(*)w-h^"(*)w'H-ec. 

c£^  (  a? -t- w  )  =  <^^  («)H-fl[*^  (a?) .  w  H^  ec 

^" (  flp -4- w  )  =  ^"  ( oc)  H- ec.  j 
dunque  questo  secondo  sviluppo  diverrà 


il  quale  paragonato  cou  il  primo 
.^'(jc'-4-»w)==?>(A?)H-2c£^(a(?)  WH^4<^  (a:).w" ->  ec, 

ci  dà  4^*"X'à?)=='2^''(«)H-<2V(it)j  ^riqaè 


Per  .dimostrare  ahe  r  =5:  <^Ì2^^ 'rappresentiamo  r  per  ^'"(w)V 

eà, avremo';..    '  ,  ;  ^  .    _    ...._,    ^.   .     -  .•  :.  ., 

Ora.pouendQ  in  quest'ultima  equazione  «-i-w  per  a:,  e 
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iaceado  la  sostituzione  nelle  doe  maniere  sopra  indicate ,  avremo 

m 

^(  a?  H- aoa  )  =  ^  (  as  ) -i^  a  t£^  (a?) .  ca -{- 4  — — w* -h  g^'"  («) .  w*H- e# 

2 

(p{x  H-  200)  =:^(3c  H-  ^)  H-  dp{x  ^  (o).  (0  H"  ^*^[* ':^ ""^ ^1  ^ 

*  -•  .      •       ^  • 

^"' (a? -H^tó )  =  ^"' ( a? )  H*  ec. 

dunque  il  secondo  sviluppò  diviene  i  facendovi  le  oppprtijne  sok 
stituzioni 

^  •"• .    •     •     ^    ■    ■  M  -r        ^ 

^(ap H- aw)  =  p( ar ) H-acfp (a? ) .  w H-  3^V ( *)  •  w*H-  ■r2iV'"'(a?) 

•^        .  .  »  »       ■•        ' 

cbe  paragonato  col  primo  ci  dà 

04)    (ap)=rrf^^(a?);  dunque  (|>'"(af) 

nella  medesima  maniera  si  dimostrereLbe  che  *  '  ' 

•  ■, 

f  =  --— — ,  .ed  in  generale  che- il  coeflTciènte  dì'  co*  uellq  •  sVilup^. 
pò  di  ^(a;H-w),  e  =i--^£l-:-,  copie  richiedeva  il  Tèoreraa: 

^  2.3.4.. .,1.',.    .1  .......  «V       ^ 

Innzione  2^ 

za  di  miii  ÌBderermin^ti  ui/iielJ©  3i[ilja4)p0iikilla.  stes«  t^uatiri 
secondo  le  potenze  di  co,  quando  x  vi  diviene  a?H*w-cJra  sic* 
come  la  fnn-zione  z  può  contenerla  olq^e  la  Xr^altce  quantità  vs^- 
riabili  y  ^u  ec,  rapiiorto  a:fle"*i^ijalr  pjptfèbbe  "farsi  la  stessa  d-* 
perazioae  di  derivazione  che^.  abbiama  fatt^  riapporto  ad  x  »  per- 
ciò è  necessario  che  nell'  indicare  Ip  derivate ,  abbiasi  k  trao 
eia  di  quella  quantità  rapporta  alla  quale  è  stato .  operato .  Noi 
otterremo  T  intento  sé  dovendo  pi^ndere  la  derivata  prima  del- 
la, fttnzione-  a  rapporta  ad:  %y  iaicfeèe  di  a0rivere,'*.cii>,  scriverei 


t 

.♦  « 

n 

jk. 

• 

•f: 

Noi  abbìamty  indicato  per  'dz  h.  derivata  pripn?  della 
:^>  vale  a  dire  il   coefficiente  che  ha  la  prima  potéri- 
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mo  dSy  ponendo  la  variabile  -x  in  laogo  di  divisore  *  ma  per 

aon  confonderla  con  esso,  separandola  eoa  una  lineetta  recuiw 
va  che  rivolti  la  sua  convessità  in  basso:  ^egualmente  per  la  de- 

rivàta  n  '     ^invece  di  scrivere  ci*»,  scriveremo  fd"^^  dando  .al- 

la  V  un  esponente  eguale  all' indice  della  derivata . 

Rappresentando  adunque  per  .z  >  ciò  xhe  diviene  2  quando 
«  vi  diventa  »  --h  w,  avremo 

z  =aH-a^  M-h-rd  ^  -t-  -^ <i»  w  H- ec. 

egnàlmente  se  u  fosse  una  tfanziooe  di  y  e  di  altre  qnantifà  la* 
dipendenti  da  essa  e  s' indicaisse  per  :u  ?  ciò  rche  ^diviene  u  quan- 
do jf  diventa  j> -t- w,  avremmo 

liT  s=i«  .|.u<tw^_cC  -;-{•  —  a-rH-ec. 

^       -t      f*       3.3     y 

queste  fanzioaiderìyatrice  re  derivate 


z  9  d  ^,^4^  *;  f  d^  ^,  ec.,  sono  .chiamate  da  La -Grange  Tanzio- 
ni  Analitiche  :  T2  *  è  chiamata  funzione  'pfiniitiva  ;  d  ^  funzione 
prima  di  2;  d^  ^  funzione  ^secondai '6  così  delle  altre. 

Tali  coefficienti  di/«  uéllo  sviluppo  ili  ^  (  «  h*  u)  'souo  quan» 
titk  finite  e  determinate  funzioni  di  x  dipendenti  da  p{x)  per 
mezzo  dell:  operazione  che  àbbiam  fatta  per  ottenerli . 
'r§.  4.  JR^iprendiamo  la  formula 

mentre  1»  è  1'  auménto  ideila  variabile  :x  >  sarà  (  scrivendo  ,p 
per  <p{x))' 

r  àumétifo  cfie  riceve  la  funzione  p  in  ronsegneuza  del?  aumcn* 
"to  ;dd>a  «:  si  dia, a  questi  -aumenti  il  ;  nome  idi  ;difFerenze ,  si 
chiami /cioè  (o  differenza  ^ella  varirlbile  .0^9  ^e  si  chiami 

^  -t  .w  «^  (2*  •^;  .^  H-  «c.  difieienza  ddla  famuoae.d..  Ai  diver- 
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SÌ  tcroìini  clw  cprapongono  questa  differenzR  ^  astraendo  dai  divi- 
sori numerici  che  essi  hanno.,  si  dà  il  Jiomie  particolare  di  diffe* 

renziali  .di  cp  :  il  primo  termine  d  ^ .  co  si  chiama  4]ifFerei>KÌale 
primo  •  11  secondo  (T  S  .  ìjù^  differenziale  secondo  ,  ed  in  gene- 

rale  il  termine  ,n  \    c2*  -J^ .  oo*  si  chiama  il  differenziale  n       di  (p. 

• 

,9  Dunque  11  differenziale  n  di  una  funzione  qualunque  ^ 
,9  è  eguale  alla  sua  derivata  dello  stesso  ordine  moltiplicata  per 
9,  una  simil  potenza  dell'aumento  indeterminato  di  x ,  cioè  per  w" ,, . 

Oltre  a  dare  un  nome  particolare  ai  termini  che  compongo- 
no la  differenza  di  una  funzione  (f>{x)y  quando  x  aumenta  di  (o^ 
è  fitatto  '.aQOora  fissato  un  algoritmo  particolare  per  scriverli .  S' in- 
dica per  il  semplice  d  j  posto  avanti  alla  funzione  ^ ,  il  di  lei  dif- 
ferenziale primo  >  e  i  differenziali  degli  ordini  superiori  s' indicano 
.con  lo  stesso  d  dotato  d'  un  indice  eguale  air  ordine  del  diffeen- 
,ziale  :  vcosì  scrivendo  con  questo  nuovo  algoritmo ,  avremo 

.rf  JJ.   w  =:,d^  =s  Diffeienzialé  primo  '     '* 

=^*^  =  Differenziale  secando 
=:.cZ^^= Differenziale  terzo 

<CC-         •  "te. 

=  d^'p  =  Differenziale  /z  '     ;  e  lo  sviluppo  di  ?)  ( a?  -h  w ) 
prenderà  la  forma 

P  (  *H-^  )  =  ^  H-  d(p  H-  —  -+  ~  -*•  ce. 

La  differenza  adunque  di  una  qualumpie  funzione  p  sarà  = 
dp.^£±^élP^tc. 

^2  a. 3. 

Cioè  9>  la  differenza  di  una  qualunque  funzione  <p  della  va- 
r,  riabile  a;,  ovvero  T aumento  che  questa  funzione  riceve  quando 
,,  X  diviene  a?  h-  w ,  è  eguale  al  differenziale  primo  di  p  ^  \\ìxi  la 
3,  metà  del  di  lei  differenziale  secondo;  piii  la  sesta  parte  del  di 

Tom.  IL  B 
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r  aumento  adunque  indeterminato  della  ^  è  il^  dilferenaiale  pri- 
mo medesimo  di  x  ;  per  questo  motivo  rappresenteremo  d'  ora. 
in  avanti  per  dx  V  aumento  indeterminato  dclk  vsuriabile  x:  sa*^ 
rà  pertanto 

d'v?^  .w''=  cf  s5  .dx""  =^d?<f>^\  e  di^  (juì  si  deduce- 

A»  2,   ''"®  • 

Ci(jè  iy  la-  derivata  n;        di  qj  pei'  rapporto-  ad  a?:  è  egai^  aliar. 

99  sua  dil9brenziale  h         presa  parimente  per  rapporto  ad  a?^  o< 
n  considerando  sola  x  variabile ,  e  divisa  per  do?"  ^ . 
Avremo  adunque  (  ^  è  Io  stesso  cBe  p{x )•) 

#>(a:-K dar)  =  ^  H^  :s  ^^^  Ji^  •  "T  ^Z^i  •  r"..-*-  e<^  • 


die  J*'        SI  J;r»      2.3: 

ora  avvertendo  che  i  coefficienti  delle  diverse  potenze  delFau^ 
mento  indeterminata  dx^  cioè  ^»^  ec,  sono  espressioni  sim- 
boliche ,  nelle  quali  eseguendo  1*  operazioni'  per  ottenere  i  di^ 
ferenzialiy  e  dividendo  quindi  per  dx^dx^  ec. ,  svanisce  affatto 
r  aumento  dxj  si  comprenderà  facilmente  che  quei  coefficienti 
sono  funzioni  di  x  totalmente  indipendenti  da  dxì  essi  rimangono 
adunque  i  medesimi  qualunque  sia  dx ,  e  perciò,  potranno  questi 

essere  rappresentati  dalie  medesime  espressioni  ^  ,  ^  eo ,  ancora 

che  si  prenda  per  dx  un'  altra  quantità^  qualunque  6  :  dùnque  se 
nello  sviluppo  superiore-  si  &  di?  =  0,  avremo 


d»  dx^      a  d»^     3,4 

Qnesta  formula  contiene  il  Celebre  Teorema  di  TajlorGhe 
è  neir  Analisi  Sublime  di  un  uso  così  esteso  1  come  nell'Alge- 
bra Elementare  il  Binomio  di  Neuton. 

§.  6.  Noi  abbiamo  detto  che  dp  il  quale  esprime  la  differen- 


r. 
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ziale  prima  ili  ^ ,  è  eguale  z  d^  .dx^  vate  a  tlire ,  alla  derivata 
«prima  di  p  presa  per  rapporto  ad  x^  e  moltiplicata  per  cfa;;  ab- 
biamo anche  veduto  al  §.  antecedente  che  d^  =  —;  sarà  dun- 

X  dx 

xpe dp^=  —  .dx:  sarà  cioè  la  stessa  cosa  -scrivere  d((> ,  ovvero 
^.dx. 

^x 

Il  differenziale  /adunque  del  primo  orcKne  tli  una  fìinzk>ne  (p 
sarà  espresso  da  —  .  da? .  Scrivendo  un  tal  diiFerenziale  in  questa 
guisa^  abbiamo  il  vantaggio  di  vedere  rapporto  a  qual  variabile 

/rando  z  come  unji  funzione  di  y  ^  ci  indica  il  differenziale  del 
primo  ordine  preso  per  rapporto  ad  y ,  cioè  il  primo  termine  del- 
la serie  datoci  dallo  sviluppo  della  funzione  z-i  quando  y  vi  divie- 
ne y  ^  dy  y  indicando  per  ^y  un  aumento  indeterminato  ed  in* 
dipendente  da  ^^  come  era  dx  rapporto  -ad  a?;  atizi  per  non  con- 
fondere ^  che  è  puramente  una  espressione  simbolica^  col  rap- 
porto  di  d(p:dx^  abbiam  fissato  di  scrivei%  (^)  ponendolo  fra  due 

ptire^tesii  così  (  j^  )  significa  che  j,  riguardato  come  funzione  di  iz, 

e  difFerenziatò  rapporto  a  questa  variabile,  è  stato  diviso  per  du^ 
onde  averne  il  coefficiente  -di  *du  «elio  sviluppo  di  y^  il  tjuale 

coefficiente  è  lo  stesso  (  -r  )  • 

Nella  stessa  maniera  invece  di  scrivere   d*Py  (  il  quale  ci 

> 

iuiSca  in  vero  il  diiferenziale  n  di  ^ ,  ma  non  si  conosce  rap* 
porto  a  qual  variabile  si  deve  fare  la  differenziazione  )>  scrive- 
remo (j^)^%  se  la  differenziazione  dee  farsi  rapporto  ad  x. 

Questa  maniera  di  scrivere  i  differenziali  non  è  necessaria 
quando  le  funzioni  contengono  una  sola  variabile . 

§.  7.  L' espressione  (  0  )  significa ,  come  abbiam  detto  ^  la 
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esims. 


»  "^ 


differenziale  n        ài  p  presa  per  ra{»poito.  ad  or,  e  divisa  per 

,  esima    ..     _        .  ,  .  '.,     , 

Ja  |X)tenza  n  ai  dx\  in  nna  tale  espressione:  il  denoraihatòre 
h  due  veci:  prima  ci  indica  quale  è  la- variabile  rapporto  acni 
deve  differenziarsi ,  e  il  numero  delle  volte  che  1*  operazione  de- 
ve essere  ripetuta:  poi  egli  è  divisore  del  risultato  ottenuto-  per 
mezzo  della  differenziazione:  egli  adunque  è  destinato»  svanire  dal 

• 

calcolo  ad  operazione  eseguita.  Così  T  effettiva  espressione  (^) 
non  contiene  e  deve  rigaardarsi  coiue  non  contenente  il  Sx  . 
„   Dunque  le  quantità  (~),(~-Z)  ec.  sono  tante  funzioni 

,,  della  variabile  a;  ìndijpendenti  affatto  da  doc,  e  non  lo  con- 
,,  tengono  in  moda  alcuno-;  rjtìalbnqub  operazione  adunque  4or 
93  vesse  farsi  sopra  di  esse»  non  può  riguardare  ì\  dx  „.. 

Ma  in  che  consiste  questa,  operazione  di  differenziazione  ? 

Essendo  (4-?) dàc'==  d* w  . dx'  si  vede  che ,r^per.  avere  ildifferen- 

,)  zialè  n         di  una  funzitme  ^  bisogna^  prendere  la:  derivata» 

j,  n         della  detta  funzione  y  e  ùiorriplioarla.  per.  una  potfenza 

•  _ 

„  n        deir autòento  della  x r  da  nói^  indicato^  per  tfir:  y%. 

Trovate  in  conseguenza  le  derivate  prime  e  moltiplicate  per 
dx  ottengonsi  i  differenziali  primi  :  le  derivate  seconde  nioltipli*- 
cate  per  dx^  ci  daranno  i  diiS&renzìali  secondile  cosi  di  seguito. 

Questa  regola  per  avere  i  differenziali*  di  una  funzione ,  si 
riduce  anche  alla  seguente  che  ci  sarà  più  utile  nella  pratica  di. 
differenziare. 

„  Per  avere  il  differenziale  primo^  d(^  di"  ^funzione  di  x 
„  poniamovi  a;  H*  ^*^- invece  di  ap  r  quindi  sviluppata  là  quanti- 
„  th  p  secondo  le  potenze  dì  dac  r  se  ne  prèkida  il  termine  ove 
,,  dx  è  alla  prima  potenza  >  il  quale  avrà  la  farmi  Vdx^  fi  sa- 
„  ^rà  dp  —  Vdx  .  ^ 

^,  Per  avere  il  differenziale  secondo ,  non  facendo  alcuna 
yi  operazione  sopra  dx  che  noi  supponiamo  aumento  indetermi- 
,9  nato  indipendente  da  àc  y  si  prenda  il  differenziale  primo  del 
,,  coefficiente  P,  cioè  sostituendo  x  ^  dx  per  x  nella  funzio- 
„  ne  P ,  e  sviluppando  secondo  le  potenze  di  dxy  si  prenda  il 
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>,  termine  Qdx  ove  dx  è-  alla  pricria  potenza,  ed  avremo  rfP  =^ 
,,  Qdxy  e  perciò  d^ p=  dV .  dx  =  Qdx^  j  ^  cosi  di  seguito  „. 

Osserviamo  cHe- essendo  {^^)  il  risultato,  il.  quale  ottenia- 
mo di  fFérenziando- cj)  diie  volte,  e  dividendo^  successivamente  per 

dxi  ^sso  sajrà:2£r( — 7^)»  dunque*  dovendo*  difibrenziare  (^) 

non  faremo  alcuna  operazione  sopra  d&c,  e  solo  prenderemo  il 
differenziale  dìd^.  Non  deve  farsi>  alcuna,  operazione  sopra  il 

da?  cHe  è  in  (j^),  poiché  effettivamente  questOvrisul tato  (  ^  )  de- 

* 

ve  rigtiardarsi  come  non  contenente  il  cfcr.  Vale  lo  stesso  per 
i  differenziali  degli  ordini:  superiori . 

^.  8;  Da  ciò.  che.  è  detto^  neir  antecedente  €.,  e  nel  S.  i.  si 

vedecbe  le  differenziali  delle  cinque  funzioni^  semplici  x   ^  a  ^ 
log  Jcy  èen  x i  tro^*  x  f  saranno  le  seguetiti  ^ 


•^ 


dx 


d*(a;")  =  (^^)rf«*  =  »r(»r— iOf«      'dar*' 

ce»  ec«  '  ec*'. 

•  "  '  * 

ec.  ec.  ec. 


dco$x::=  (  ~ii^  )  da;.=r  —  sea  a?  dàc 

{i*5e/2  a?  i=-  (  £41"^^^  >)  dx*  =  <f  cos  a?  do?  =c  —  «en  a?  <fo* 

d^senx=:{^J^)dx^is=i-^dsenxdx*  =  —:COSxdx^ 

eu>  ec*  ec* 


r 
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rf'  cos  X  =  (Ìl~^)dx'  =  —  dsenxdx  =  —  cosxdx* 
d^cosxrsz .(  iliìLl  )  da?'  =  —  d.cos  x  da?' = *£?«  x  c?a?' 

ce*  *€C«  iCC* 

Queste  cinque  funzioni  eeniplici  possono  considerarsi  come 
componenti  qualunque  detta  funzione  per  complicata  die  sia,  e  le 
loro  difierenziali  ci  servia'auno  ^er  ritrovar  quelle  delle  funzio- 
ni composte  . 

§.  9.  Rappresentiamo  per  p  j-^  >r  ^c- ,  delle  funzioni  «em- 
piici di  X  :  le  differenziali  prime  di  ^se  saranno  (  j^ )  dxy  {^)dxj 
(^)da?  ec. 

Indichiamo  ora  per  y  una  funzione  qualonque  composta  ^ 
p  yq  jT  ec,  €  vogliasi  £1  differenziale  primo  di  y^  cioè  (^)dx^ 

Quando  x  diviene  x^dx^  la  funzione  y  diviene  ^5) 

e  le  funzioni  p^q^r  ec.,  sdivengono  nello  stesso  tempo 


f  I 


k  » 


/ 


(éi\dx^(^^  —  '*'('^^  — 


ce. 


ec.  ec  £c. 

Dunque  basterà  sostituire  queste  espressioni  di  p  ,  5  ,  r  ce. 
nelLa  funzione  y ,  sviluppata  secondo  le  potenze  di  dir,  ed  allo- 
ra il  termine  di  quello  sviluppo  ove  il  dx  si  trova  alla  prima 

potenza ,  sarà  il  valore  di  (  ^  )  <&?  :  così  se  y  =  ap -^  hq  Hr  cr 

ec. ,  a  ,  6  ,  e  ec. ,  essendo  dei  •coefficienti  costami ,  avremo  sa- 
bito 

(g)d.'C  =  a(g)(ra?H-A(g)dà?^c(£)di«?-fec. 


»  ■ 
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Se  y  =  apq  y  a  essendo,  una  quantità  costante  >  la  quantità 
pq-  diventa 

jp(^)ì.  dx-^ec-.y  e  quindi 


dx 

Se  j'  =  apqr  troveremo  egualmente 

Ì^)dx^=^aqr{^)dx^apr(^)dx^ÌTapq{^)dxy  e  così  di 

seguita .. 

Se  y  =  ^t  la  qpamìtà  J^ ,  ^ando  a;  diventa.  X'-^dxt  si 
cangia  ia 

ora  sviluppando  il:  denominatore  in.  sene  per  le  regole  conosciu* 
te ,  abbiamo^ 


{pH^(g)da.H.ec.}  d  -  (.£).frH.<5C.} 


7  "^  {7  •  ^£^  "^  P  •  ^^^}  ^^  -^^ ^^-  '  dunque 


(^Jd*. 


'^(%)^'-M'£U- 


4x  '  ^  f* 

Facciamo'  un  qualche  esempio.  Si-  ricerchi 


I^  Quale  è  il  differenziale  di  ox^'^cb'^esenx'^hhygx} 
Chiamando  y,  questa  espressione,  avremo 


dy  =  i^)dxz=d{ax»  H-cfi'Hr  esenx  -f-  hlogx). 


dx 

m 


Ora  facendo  p  =  x'  ,  q  =  6',  r=zsenxy  s=logXt  sarà 
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y  =  ap^cq.^.er-:^JtSi  e  siccome  (j§.  8)  è 


m  —  n 


{  ~^)  dx  =  dx co.s X i  {—)  dx  z=: i^l  dunque 

m  —  n 

(^)dx  =  ~ax   *    dx^closb.b'dx^ecosxdx*^'^:^. 

2^  Quale  è  il  differenziale  di  y  =z  sen2x}  .siccome 
sen  2x  =  2sen  x  pos  x ,  facendo 
p  =  senxj  q  z=:=:  cósxj  sarà 
y  =  2pq  :  ora  dal  citato  §.  si  ha 

(^)jdx=:^dx cosx i  {^)dx  =  . —  sèn x dx ;  dunque  . 
{y')dx  =  acosxdxcosx  —  2senxsenxdx  .=:  2C0S  x^  dx 

mX 

2S€nx^dxj  che  può  ridursi  a  2C0S2xdx. 
3*.  Quale  è  il  differenziale  di  y  =  tangx: 

siccome  tangx  =  — — ,  però  facendo 

'  XOS  X 

p  =  sen x'f  q  =  cos x ,  s*  avrà 

/  ^  \  j  ^  ^dx'  '  ^  ^'f  ___  ■■f  •/  *  »x  •+  te»  «*  dx  ^     /Ix 

^  d»  1*  ,cos  X*  '       /■•*  **  ' 

4^  Quale  è  il  differenziale  di  ^=  seco?? 

■ 

Dalla  Trigonom.etria  secx  =  — L^  ;  dunque 

^  .Fa  Sia  ora  J^=^(p%  indicando  per  .^(p)   una  fun- 
zione qualunque  di  p ,  essendo  Ja  stessa  p  ^na  funzione  di  a; , 

e  si  voglia  il  yalore  di  (éì)  dx  ^    cioè   del  diflfcrjenziale   primo 

di  <p( p)  preso  per  rapporto  ad  » .  (  Si  scrive   indistintamente 
<l>  per  0(i?)). 


*  w^ 
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Essendo  p  come  abbiam  ^detto^  nina  funzione  di  x  9  quando 
X  diviene  x^dxy  p  diverrà 


P  H.  (?J^*  H-  (S; )  --^^H-  (2)  •  f->^c-  e  la  ^'^«^oae  ^(p) 


si  cangierà  in 

p{p^{—)d^^  (??  )  •  — ^^  ®c.  )  :  tralasciamo  in  questa  ultinja 


dx  '  ^,dx 

«spressione  i  termini  >  nei  quali  il  <ix  -è  ad  una  potenza  maggio^ 
re  deir  unità.,  poiché  non  ;av^ndo  noi  bisogno  nello  sviluppo  ch« 
del  termine  ove  il  dx  è  elevato  tiUa  prima  ppt^usa*)  ;si  xeiido* 

mo  inutili  i  termini  (  ^  )  ^  ea  >  «d  avremo 

'^(j'H-(f)c£*). 

kOrii  <5onsiderando  la  quantità  (^)  Ja?  «ojnc  Taument»  che 
Ticeve  la  j9 1  e  che  noi  possiamo  indicare  per  iìp ,  av3:'emo 


ove  (^)  ,  (  J^)  ec. ,  sono  le  differenziali  prima,  seconda  ce. , 

di  4)  prendendo  per  variabile  p ,  ovvero  differenziando  rappor- 
to ad  essa  ,  divise  per  dpydp^  ^o.\  esse  -sono  funzioni  di  p  che 
non  ^contengono  tcfp  .  * 

Poniamo  nel  secondo  membro  di  quest'ultima  equazione 

{^)dx  invece  dell' aumento  dp^  ed  avremo 

«(p-^(*)&p)=^cp)H-(|).{^^)<teH-(0).(£r'f  H- 

ec. risarà  dunque  il  differenziale  primo  di  <f>{p)^  cioè 

^,  Dunque  per  avere' la' -diAfereniìàle!  prima  dì  una  funzio- 
^>  ne  qualuoque  ^.(p)  di  p^  essendo  anche  p  una  funzione  di 
^  x^  bisogna  prendere  la  differenziale  prima  di  p{p)  rapporto 

9)  a  p>  e  dividerla  per  dp  per  avere  C^^)»  quindi  moltiplicare 
Tom. 
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^,  questa  trovata  espressione  per  il  differenziale  primo  di  p  \  cioè 

Sìa  y  =^  (p.(pyq)  essendo  (p(pyq)  una  funzione  qualunque- 
delle  due  quantità  pyq   che  sono  considerate  funzioni  di  a7'>  • 

vogliasi  il  differenziale  primo  (  ^  )  dx\ 

Siccome  le  due  quantità  p ,  q  sono  riguardate  indfpendenti 
fra  loro  ,  giacché  per  quanto  siano  ambedue  funzioni  della  stes- 
sa X,  pure,  non  è.  stabilita  alcuna  relazione  fra  es.«e,  cosìèchia*- 
ro  che  deve  aversi  lo  stesso-  risultato,  sia  che  si  sostituisca  x^{^ 
dx  invece  di  x  nello  stesso  tempo  ia  jp  e  g ,  sia  che  queste  so- 
stituzioni si  facciano  successivamente.  Sostituendo  pritna  a?. H^ dar 
per  X  nella  funzione  p ,  poi  x  ^  dx  per  x  nella  funzione  5^ 
la  funzione  ^('p,  7)  considerata  come  soja.  funzione  di  p  ^  di- 
verrà .  •. 

Poniamo  adesso  in  questa  serie  x^^dx  per  x  nella  fun- 
zione 9;  il  termine  p{pyq)^  diverrà         .  /  ^   /     ',  . 

^(P'?)H-(g)(g)d«fH-ee.;  "  . 

quanto  al  termine  {~){^)  dx  è  chiaro  cBe  eer  noi  lo'  rappre- 

sentiamo  per  Vdx^  diverrà  in  virtù  di  quella,  sostituzione  .^    • 
(P^(lP)(^)da;H-ec.)d»,  ovvero 


Vdx  -^  {— ) (.Ù ) dx* -^  ec  :  ^liraqne  la  proposta  funzione  <p{pìq} 

m 
« 

quando  x  vi  diviene  x  ^^  dx^  diventerà  , 

*'{/'.SJ-*-{(0)(g)^(f;Kg))<te->-ep-=^   "      ■ 

dunque  (fj<f«=(i')(g)rf»-^(g)(gj<f«.     .  :\.  ; 

Nella  stessa  maniera  se  fosse  ^  =  ^(/?,5,r),  rappresentan- 
do per  PipìQ^r)  una  Tjualunque  funzione  di  p,5,r,  ed  essendo 
Pì^ìT  tante  funzioni  dia?,  avranno  '.-    v     • 
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e  così  di  seguito . 

E  di  qui  si  deduce  un  importantissimo  Teorema  Generale  . 

,,  Il  differenziale  primo  di  una  funzione  composta  di  diffe- 
^j  renti  funzioni  particolari ,  è  la  somma  dei  differenziali  primi 
^y  relativi  a  ciascuna  di  queste  funzioni  medesime  considerate  se* 
,,  paratamente  ed  indipendentemente  V  una  dall*  altra  ,, . 

Questo  principio  combinato  con  i  precedenti  serve  a  trova- 
re le  differenziali  prime  di  qualunque  finzione  9  egualmente  che 
le  differenziali  degli  ordini  t»uperiori . 

Le  espressioni  formate  da  p^g  ec.>  (^)  1  (^)  ce,  si  soglio- 
no chiamare  Funzioni  Differenziali  del  primo  Ordine;  se  di 
più  si  trova  in  esse  (??)>(??)  ec.,  Funzioni  Differenziali  del 

secondo^  e  così  di  seguito  • 

§.  II.  La  j^gola  generale,  qui  sopra  dimostrata,  per  diffe- 
renziare una  funzione  comunque  composta  di  altre  funzioni ,  ci 
dà  le  seguenti  regole  particolari  ch^  appartengono  a  certe  funzio- 
ni di  natura  determinata  . 

Indicando  perp,5,r  ec.  tante  funzioni  composte  di  a?,  e  fa- 
cendo y  =:  (f>[pyqjr  ec.  )  =  Ap  H*  Bqr  —  Cr  h*  ec,  essendo 
A,B,C  ec.  quantità  costanti,  avremo  (§10.)  il  diffèi^nziale  di 
y ,  così  espresso^ 

{ÌL)dx:=^A{^)dx^B{p)dx  —  C{^)dx^ec. 

w 

i\  „  Dunque  per  differenziare  una  somma  composta  di  ter- 
„  mini  positivi  e  negativi,  prendete  la  differenza  di  ciascun  ter- 
„  mine  conservandovi  i  medesimi  segni,  e  formatane  così  un'altra 
„  espressione  ,  essa  sarà  la  differenziale  cercata  „ . 

Facendo  j^  =  ^ (p)  ==  Ap^  si  ha  (  §.  io  ) 

2*.  -^^  Dunque  qualunque  sia  V  esponente  772  intero  0  rotto , 
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„  positivo  o  negativo ,  la  diflferenzial©  di  una.  potenza  p*  dì  una 
„  qualunque  funzione  p  della  variabile  xy  si  ha- moltiplicando  la 

„  potenza  di  p  inferiore  di  una  unità,  della  proposta ,  cioè  p"  ""  *  » 
,)  per  r  esponentp^  m  e  per  il  differenziale  medesimo  di  p ,  cioè; 

Facendo  y  =  <p{ptqrr)=pqrr  si  ha  (§*.  io); 
C^Jdx==qr{fjdx^rp{'£)dx^pq{fjdx. 

3'-  ,,  Dunque  la  differenziale  di  nn  prodotto  di  moire-  fan- 
,^  zioni  pjq  ec.  comunque  composte  della.  variabile"a?^  è  la  som- 
,,  ma  dei  prodotti  della  differenziale  di  ciascun  fattore*  raoltipM- 
„  cata  per  il  prodotta  degli  altri  fattori  ,, . 

Da  queste  due  ultime  regole  se  ne  ricava  una  quarta  :.  se*  si 


—  I- 


fa  y  =:iZy  abbiamo  y  =^pq      %  e  quindi 

fél)dx==-^ lliilZ. 

4*.  „  Dunque  per  differenziar&  tma'  qualtraque  frazione  -i^  con- 

,)  viene  prendere  il  differenziale  del  numeratore  e  moltiplicarlo 
>,  per. il  denominatore:  sottrarne  la  differenziale  del  denominato- 
„  re  moltiplicata  per  il  numeratore  «  e  dividere  per  il  quadrato 
„  del  denominatore  „. 

Facendo  y  =  p{p)^=logpi  si  ha  (§  io) 

5*.  9)  Dunque  il  differenziale  di  una  quaTunque'  quantità  lo- 
„  garitmica  è  eguale  al  differenziale  della  funzione  poita  sotta 
59  il  segno  logaritmico  diviso  per  la  quantità  nredesima  i, . 

Noi  tralasciamo  di  dare  altre  regole  particolari  di  diflferen^ 
ziare ,  poiché  quella  data  al  §.  antecedente  9  da  cui  queste  di- 
pendono 9  serve  per  la  differenziazione  in   tutti  i  casi  possibili  * 

Sarà  utile  esercitarsi  adesso  sopra  alcuni  eselnpj . 


Quale  è  il  differenziale  d^ j^  =  (  a  •<- 6a?    ^^c^logx) 


e  )  ? 
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Facendosi  p=  a Hr 6».  ^c{logx)  H-^  ,S'avràj'=p  i 
&  perciò,  per  la  regpla  a*.  ». 

Ora  la  regola.  1'.  ci  dà  {^)dx=mbx        dx 


c/z(Zo^a?)       n— ^{^ e  dxi. dunque 


(^)c£x  =  fi(a-h6«  -tc^o^a?)  H-e  l**      -{mbx^      dx   -j. 


.«(/.ir*r     'rf*    .  ^>^^y 


X 


Quale   è  il  differenziale  di  y  =  log{a  -t»  6:c  h*  c»*  •+• 

Facenda  a  h-  ^*  H-  cai"*+*  ex?  **-  ea  =  p  si  ha  j^  =  Zog'p , 
e (laindi  per  la  regola  5'.  (^).£fa?  =  JL.(^)d3c.  Ma  (^)da?  = 

(^6  -K  acoc  Hr  3cx'  -i*  ea  )  dx ,  dunque 

I 

Quale  è  il  diflferenziale  di  jj?  =  y  (  a  -4-  &*  H-  ca?'  h- 
««' H-^  ec.  )*\. 

n 

Facendo  a  -4-  5a? h-  cjc*  h* ea?^ H*  ec.  =p »  s' avrà y  =p  ^  ; 


IP 
Quindi  (£)  da  =r  ^  p  «  "  (  g  )  (£».  „  ed  infine 

(f^)dix:=s—y(^a^bx^cx^^hex^^éc.)'^''*^\  (ò  ^  2cx  h- 

360?*  -h  ec.  )  £?ac . 

§1  I  fi.  I  differenziali  delle*  fctnsioni  esponenziali  e  circolari  9 
si  ottengono  eoa  la  medesima  facilità.  Rappresentando  perp,g 
due  funzioni  complesse    in  x  y  quale  sarà   il   difièrenzìale  di 

y  =rp  ? 

Alla  fine  del  §.  ip.  abbiamo  dimostrato  che  èssendo 
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y  =  <PÌP^q).hifjdx  =  {pif^)dxMp{'£)dxi  dunque, 
facendo  ^  =  p  ,  avremo 

(j^)=p  ^og"/),  e  fatte  le  opportune  sostituzioni 

{%)dx  =  qp'-'\f^)dx^phogp{'±)dx. 

m 

Per  avere  il  differenziale  di  ^=p    >  essendo  anche  r  una 
funzione  complessa  in  ocy  facciasi  j  =^Zy  ed  avremo 
y  :s=p  :  dunque 

Ora  (Yx^dx  =  rq^^^{j^)doc^^'^logq{^)dxì  dunque 

Cjii)dx='    f'       -yp'\logp.r^'''\U)dx^p'\ugpX 
a  logq{^)dx:  ovvero 

r    ^  rhgp  .{^-^^dx 

(g)da?  =  p    q  {logp.logq^f^dx-^- 


dx 

■      1 


•     •     •      » 


(?.)'- 


> 


Facciamo  y  ■=€  y  {  essendo  e  il  numero  il  cui  logaritmo 
iperbolico  è  V  unità  );  allora  p  =  c,2  =  e>  r;=ap,  logp  =^  i 
logq  =  I , 

(g)d*  =  o,(g)Ja?==o,  e  perciò 

(*!  ){ia?  =  e    e  do?. 

Rapporto  alle  funzioni  circolari  abbiamo  (§-8,9)  trovato 
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{Al'^;^^)dx^dxcùsx 


dc0sx 


(^^'r.l-)dx=.  —  dxsenx 


dx 

dxr 


{—:!~)dx 


dx         '  CQS  X 


X 


f  dsecx    NT     tan^xix         rtnxdx  r     ^ 

Cerchiamo  ora  i  diiFereaziali  di  altre  funzioni  circolari. 
Sia  y  =  cut  X .   Per  aveie  il  suo  differenziale ,  io  osservo 

che  cotx  =  '^,  e  perciò  y=z^:  sarà  pertanto 

( ^  )  f/.-r  =  (  if^ll.  Wv.  —  -  (**«  **  -<•  w  **  )  J* /*• 

Sìa  y  z=  cosec X .  Siccome  cosce x  =  -l-.,  avrema 


se$^x 


(^)dx  =  i'-^J^)dx=:-^l^^dx^dxcotxcosecx. 
Sia  j?  =  .se/2 1;* .  Siccome  senvx=  i  — cosa;'^  avremo 

{%)dx=:(^I^)dx=:dxsenx,      ' 

* 

§.  f3  Passiamo  a  cercare  i  differenziali  delle  funzioni  che 
8ono  le  inverse  .di  quelle  già  differenziate. 

Sìa  yz=Ascnx.  Siccome  si  sa  dall'  introdozione  ali* Ana- 
lisi sublime  che  sopposto  il  raggia  =  1 , 

Ase/2x  =  -l-^^(v'(  t  —  x^)^xv{-^i))y  così  il  differen- 
ziale di  Asenx,  sarà  eguale  al  differenziale  di 
frT]^(v^(  f  —  **)  -t-acV' (—  I  ));  poniamo  dunque 


V 

r 


^=V(^'^^^'~**^***'^^C~-0)>'ed  avrema  per  ciò  che 

« 

è  detto>  al  §11 


I       r     —  *4* 

(él^dx^ 


Vi 


Ir      —  *dx  .  V 


rfx(xy(-,)-4.y(i-»»))      ^  __^iL__  .  dunque 

{v'(i--*»)-<-*Vl-i))v'(i-«*)        VII-**)'  ""°^"*' 
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d  \  ten  X  \  j  4x 


Egualmente  se  fosse  ^  =  A  senp  ,  essendo  jp  una  funzione 
di  x^  ricaveremo  e  da  ciò  .che  jb  .detto  guì  sopra,,  .e  dalla  Tego- 
la generale  del  §.  io. 

Sia  j/ =  Aco^a;:  .essendo  a;  il  coseno  rdéir  arco  y.^  .*sarà 
y/{i — a?')  il  suo  seno^,  adunque  j^  sarà  ancora  .eguale  .all' ^aico 
che  ha  per  seno  y-(;i-— -::9;^)>  cioè 

y  —  Aseny/{%  —:x) .  Facendo  ora  p  =  y  (.1  — a?* ) ,  ravremo 

.Svày=:Atangx.  JSssendo.»  la:taagente  tdéir;arco^i  ài  ìsqo 
seno  «ara        l^;,»)  »  dunque 

^  =  A  sen--^^-^^ ,  e  guindi  '^ 


ISTella  stessa  .maniera  yedueoio  ^lie  essendo 
y  ::=^AiCotx,  si  la  (^)dx=.{^^^^^)dx^.    -^^  -s 

•^  Vjt''  ^        dx        ^  1-4- Jt' 

A^eca?, .  .  .  .  {^)dx^(^"-^)dx;=  /j  \ ; 
y^Acosecfl:,.  . .  ( ^ ) cfa?  =  ( ^^^^g^ ).cfa;  ==  ^"^^  ,  : 
j.  =  A^e/zi^a;,'.  .  .  {'^)dx=.iiàL'^)dx  ^* 


7%\9 


dx'  "^      ,dx       ^  V(ii4P— ^*) 


i.l  ■> 


sé  questi  trascendenti  invece  di  contenere  :x  ^  x^ontenestìe»  una 
quantità  ^  funzioxie  di  ^  ^  .allora  nei  differenziali  >dovijeau)it#  poc* 

re  (p  per/r^  le  ^2^)c£a?  per  ^ac;  e  se  poi  vogliamo  i  «differenziali 

dei  medesimi  trasceadeuti  quando  il  faggio  è  s=  a  >  allora  eoa- 
siderando  .che 
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A  se/2  a?  per  il  raggio  =  t2,  è  eguale  ad  a.Asen-^  per  il  raggio 
=  I ,  moltiplicheremo  per  a  ì  diiferenziali  trovati  >  quindi  inve- 
ce di   zt  e  di  ^0?  porremo  in   essi   iH,  e  — .  E'  inutile  f^me 

qualche  esempio . 

§.  14.  Abbiamo  detto  (§7^8)  che  per  .Inezzo  della  diffe- 
renziazione dei  diiferenziali  prìmi  t^ttevgotia  ^  di^srenziali  se- 
condi^ cbc  i  terzi  s*  t)ttengono  per  la  differenziazione  dei  secon- 
di j  e  così  di  seguito .  Per  quanto  tutto  questo  non  iQ)bia  diffi-* 
coltà^  pure  non  sarà  inutile  ùltuc  alcuni  esempj  che  serviranno 
a  renderci  familiare  1'  operazione  xii  diffei^zia4;€  • 

Sia  y  =  — ^ —  e  si  tJimandino  i  tii  Iqi  diffeECnzìali  primo  • 
secondo  ec. 


Avremo  (^)dx  =-=l^,cf« 


"CO.  ec. 


Sia  y  =  -77— — r^  ed  avremo 


«     •« 


(i-#«r 

(I-**)* 
^£L±^dx' 

(I  -  *x  )• 


»•      •        • 


(^•)^ 


iè)'^ 


ec.  ea 

Sia  y  =  logx  )  ed  avremo 


Tom.  IL  D 


«   * 
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ec.  eo. 

■ 

Sia  ^  s=  e    )  ed  avrema 


•     ^ 


ec.  ec. 

Sia  y  =  AsenXi  ed  avremot 

f-^Wa:  = dxi 


(1-**)* 


•  * 


♦  •  .  «  '     ,1 


(I— *«) 

(I— «») 

(1-**)* 

ec.  €C. 

Sia  infine  y  =  tó/ig-*  ==.1^,  ed  avrem© 


,  r 
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^  d»^  ces  X* 

ec.  €0. 

Non  agginngiamo  altri  cseinp)^  ma  TaGOoroandiamo -ai  nostri 
Leggitori  d'  esercitarsi  nella  differenziazione  delle  iìinzioni  che 
essi  medi&simi  avranno  la'  cura  di  proporsi  . 

Un'  osservazione  importante  nella  difFerenziazione  delle  fun- 
zioni è  la  seguente. 

Il  dif&renzìale  primo  di  una  funzione  pub  fai^  svanire  n- 
na  quantità  costante  dalla  funzione  nìedesima  i  il  didFerenziale  se- 
condo può  farne  svanire  due;  il  terzo  tre^  e  cosi  di  seguito. 

Sia  infatti  da  diffej*enzfarsi 

• 

essendo  (p{x)  una  funzione  di  xi  a^ò^c  ec.^  quantità  costanti- 
Avremo  allora 

(^) do?  =  (^  ) (£a?-+  b H-  2C^H- S^x"* ^  Afx^  H^  wi. , differenziale 
primo  che  non  contien  piiì  la*  costante  !a; 

(^  )  cfoc'  =  (  ~  )  eia?*  H-  2C-+  óea?-^-  iafa?*-hec  jdifTereoziale  se- 


\ 


dx^  ^  ^  dx' 

condo  clie  non  contien  più  le  costanti  a  >  ò ,  «  così  di  seguito  • 
§.  JS-  Siano  ora  jr ,  i^ ,  (0  ec  »  tante  quantità  variabili ,  fun- 
zioni determifìate  o  indeternjMiate'  di  a?,  e  tìipendenti  in  conse- 
guenza dalla  stessa  x  y  per  «quanto  lion  sia  stabilita  cosa  alcuna 
sopra  questa  dipendenza  •  • 

Il  differenziale  primo  di  una  funzione  qualunque  ^{x^y^ 
u  ec.  ) 9  delle  yariabilf  x ^y  iU  ec. ,  è  (  §.  io ) . 

d^  =  (*)d«H.(*)(i:)<i»H-(g)(t-)d«H-ec.- 

ovvero  feceado  p  =  (*)  M- {^')(g) -Kg)(g) -e  ec, 

dp  =  ^dx  :  questo  di^erenziale  primo  esatto  ^dx  ha  9  come  si 
vede  )  per  /3  una  forma  determinata  . 
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Proponiamoci  dunque  il  ProbJeina,. 

„  Essendo  k  quantità  ^  di  questa  forma. 

„  OT  -h.  «  (  ^  )  H-  ^  (  ^  )  -t^  eo.  1  quali  sona  le-  eoadizioni  cui  deb- 


„  bono  soddisfare  le  quantità  ra  ,  e ,  Z  eo. ,.  acciocché  ^dx  sia  il  dif- 
„  ferenziale  esatto,  di  una  funzione  ^  (  a? , j/ ,  m  ec.  )  delle  varia- 

„  bili  Xtyyuect  ovverà  acciocché  m.  possa,  esser  preso  per  (  —  )  ;. 

„  /z  per  (^^);  Z  per  (g)  ec.  „ 

Siano  due  sole  le  variabili  >  oc  cioè  ed  y  ^  e-  sl  dimandino^ 
Je  condizioni  che  debbono  avere  i  coefficienti  ttz  %«  ^  acciocché  mda: 

n{^)dx  sia  un  differenziate  esatto^  ovverei. acciocché  irt  possa. 

esser  preso  per  (  ^ )  s.  n  per  (j).. 

Supponiamo  per  un  momento  che  x  ed  y  siano*  due  varia- 
bili indipendenti  :  è  allora  manifesto^  che 

<p{x^dx^y}  — •  ^(oc^jK)v  trascuranda  nello*  sviluppo^  le-  poten-- 

ze  di  dx  superiori  alla  prima ,  è  il  differenziale  di.  p ,.  quando» 

si  considera  x  variabile i.  cioè  h  =:  {^)dx.  Egualrac;nte,  ponen- 
do in  quest*  ultima  espressaone^*i*d[y  per  j,  la  quantità  ^( a? h*- 
dxyy^dy)—  p{x,y  h-  dy)  — -  (f>{x  ^\^dx  yy:)  ^{r  (p{xry)  y 
{  se  si  trascurano  nello  sviluppo  le  potenze  di  dy  superiori  alle 

|)rimé  )>  è  il  differenziale  di  [^)dx  considerando  ji»  variabile. 

Dunque  p{x^dx^y^{-dyy  —  (f){x^y^dy)—(i>{yrX^ 
rfjc)H*^(^»J')t;:trascurandovi  le  potenze  di  dx  e  di  dy  supe- 
riori alle  prime  ,  è  il  differenziale  secondo  di  ^ ,  presa  prima 
per  rapporto  ad  a;^  poi  per  rapporto  ad  y.  Indichiamo  questo 


differenziale  secondo  per  (  j^  )  dxdy .  ' 

Nella 'iiifede'srma  gpisa  se  -prendiamb  jjrima  il  <3iffercflziale 
rapporto  ad  j-^  pd.  rapporto  ad  x ,  avremo  la  stessa  funzione 
per  esprimere  il  diiferenzialc  secondo  di  'p  p»so  prima  rappor- 

to  ad  ^  ,  poi  rapporto  ad  x ,  che  noi  indidùamó  p«r  { -^  )  dydx  » 
sarà  dunque 
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Ora  (^^)  è  la.  differenziale  rapporto  ad  oc  di  (^)  divisa 
per  da:;  e  (-^)  è  la  differenziale  rapporto- ad  y  di  (^)  divi- 
sa per  dy-y.  dunque  dovendo  essere  7»=(^),  «  =  (^),  sarà 

(-^)  la  differenziale:  di  72  rapporto  ad  x  divisa  per   d^c,  cioè 

sarà. 

(^*?_)  =(^);  e  (j^~)  la   diiFérenziaW  di  to  rapporto  ed  j^  e 

divisa  per  dy,  cioè  sarà 

(<  iX)  :=3  (ST)  ;  dunque*  apciocchè  im  ed  /z  possano  essere  presi ,  il 

priino  per  (  ~  )  ed  il  secondo  per  (^) »  dovrà  essere 

( ^')  ==  (  -li ) ;  cioè  sarà:  sempre-  mdx^n  {^)dx  una  difFeren- 

ziale  esatta  y.  se  la:  difFérenzialè'  di  m  preso  per  rapporto  ad  ^  e 
diviso  per  dy  y  sffrà:  eguale  alla.  difTereozialè  di  n  preso  per  rap- 
porto»  ad  X  e  diviso-  per  dx . 

Se  le  variabili  sono  tre  y  se  si  dimandano  cioè  le  condi- 
zioni >  perchè'  mdx  ^i^n(^J^)dx  ^i^l  i^)dx  rappresenti  la  difFe- 

renzialè  esatta  di  una  funzione  ^(^>jr^)r  è  facile  vedere  che 
le  detta  condizioni  saranno-  espressa  da  queste  tre  equazioni 

infatti  la'  proposta:  espressione-  sarà  una  differefiziale  esatta,  quan- 
do'  ciascuna!  dèlie  tre-  combinazioni  binarie 


«      • 


mdx:  ^  /2  (^  )  dx ,    . 
mdx ^  l(^)dx 


dx^  ^dx 
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che  possono  farsi  con  i  tre  termini  di  essa  ,  è  anche  una  diffe- 
renziale esatta  >  ed  ia  conseguenza  quando  lianno  luogo  le  tre 
equazioni  suddette  . 

§•  i6.  Ma  generalizziamo  il  problema-,  e  proponiamoci  di 
trovare  le  condizioni  the  debbono  aver  luogo ,  perchè  una  funzio- 
ne d*  un  ordine  qualunque  comprendendo  un  aumero  qualunque 
di  variabili  >  «ia  una  .dìfferen;EÌale  esatta  • 

Siano  questo  variabili  x^y^u  ec  >  e  sia 

'  ec.  ^c. 

Indicando  per  p  una  funzione  di  x ^y  ^u  ^c^  p  ^qy 

t  yp  yq'y t'  supponiamo  che  fidx  firn  la  dinerenziale  di 

una  funzione  z  deir  ordine  immediatamente  inferiore  9  ed  avremo 
^dx  =.dz  *(  per  dz  noi  vogliamo  intendere  la  dif&renzìale  del- 
la z  presa  rapporto  a  tutte  le  quantità  che  essa  contiene  ;  cosi 
in  generale  se  M  è  una  funzione  delle  quantità  x^y^u  ec.^  pGr 
dM  indichiamo  la  differenziale 

{^)dx -+  (~^)  {j^)d<K  -^  ec.  )  ;  e  perchè  z  non  contiene  t , 
t'  ec.  y  sarà 

p<ix  =  <l')d«H.(g)(4)d»:H-(f)(g.)&.-h....^-(-J^)(^)d« 

ec. 

e  quindi 


it^v'-^r^H-^ -*-(^r)'' 


ec. 


Io  faccio 


> 
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<f^  =  Mda?-f-N(g)da:H'P(g-)d*H-  .... bT  i£)dx 

ec. 
ed  è  chiaro  che  sarà  (  avvertendo  che  (J^)=:(J1^)) 

d*%  \^^    .    e  d^%  \  w     .  .    f  d^z 


(^)p--^^^)i-^--^^w^ 


■(f)={S). 

Si  troverà  nella  medesima  maniera^ 


N'=^.<f(f:),F=(g)H.i<r(^),<r={|)-«.i<r(^).... 

T'  =  (*)ec.i 

se  |3  non  è  funzione  che  di  jf  >  or  >  p  >  p  non  entrerà  in  z  ^  ed  a 
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cagione  di 

N=l.d{p)y±dP=:l.d(^)ìs*  avrà 
lSi-.±dP  =  o. 

dx 

Supponiamo  f3  funzione  dìyjXyp^qì^  non  «ntrerà  allora 
in  2,  ed  a  cagione  di 


dx  ^^  4M*        ^  .  ^ 

In  generale  p  .essendo  una  funzione  di  nn  ordine  qualunque 
e  comprendendo  nn  numero  qualudque  di  variabili ,  come  abbia- 
mo supposto  in  principio,  avremo 

N  -  i  dP  ^  jlj  d-Q  -  i;  d'R  H^  ;ì,  d^  -  ec  =  o 


dm  •  W«*      *        Àx*  'Me* 

dx  jrf^*      ^        4x^^  Jx^ 

;    ibè.  fia 

£  vi  saAnno  tante  di  qneste  equazioni  di  condizione  quan- 
te sono  le  variabili  meno  una  >  che  è  quella  della  quale  si  con- 
siderano funzioni  tutte  le  altre ,  e  rapporto  alla  quaje  si  fanno  le 
differenziazioni . 

Questo  bel  Teorema  è  d' Eulero.  Gondorcet  ne  ha  dato  il 
primo  la  dimostrazione  diretta  nel  suo  Calcolo  Integrale,  e  ne 
tira  le  conseguenze  jsegaenti. 

§.  17.  Se  ^dv*  è  la  dì&renziale  d'  una  funzione  z'  d'un 
ordine  iàfòriore  di  due  jmìtk ,  a  cilene  di  zdx  ==  dz  >  s*  avrà 

^dy^         dx      ^dff^^é**       ^H' 

ora  è  facile  vedere  che 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  CAP.  L 


33 


(-)  = 

=:P- 

• 

^   ^  d-R.  —  ; ,  d'S  H-  ce 

= 

Q- 

-  »  oTR  -i-  -L  rf»S  H- ec. 

4x                    dx 

(-)  = 

= 

1   . 

■  R         J  dS  H-ec. 

dx 

«c.  co. 

Dunque  sostituendo  questi  valori  nell'  equazione  ]>receden- 
te>  otterremo 

dx      ^         d**  ci** 

Sìa  fidx^  la  dìfTerenziale  d' un  ordine  inferiore  di  tre  nnitk  ; 
sarà  allora  zdx*  la  difièrenziale  d'  un  ordine  ii^eriore  lii  due 
unità)  6  perciò 

^df^         dx     ^dq^         dx*       ^dr' 

# 

sostimendo  per  ( ^ )  >  (^ )  ce.  i  loro  vatori  >  s*  omene  l' eqna*^ 

zione  di  condizione 

Q  —  #-<fRH-— .<^'S  — ec.  =  o. 


ec«  •.  '  ec»  ' 


Continuando  Io  stesso  andamento  >  vedremo  che  se  ^do?'  è 
la  differenziale  di  una  funzione  d'  un  ordine  inferiore  di  un  nu- 
mero n  d*  unità ,  s'  avrà  per  la  variabile  .^  (  è  lo  stesso  per  le 
variabili  z^  ec.  )  9  questo  numera  d^  equazioni  di  condizione 

(A)....N_-ljrfP-r3Ì<rQ-5L,<PR^irf'S-ea  =  o 


P-  ^  ««3  ■+  hd'^-é.d'S-*-t>>. 


dx      ^      '    dJf*  dx^ 


ec. 


R  —  -^  dS  -f»  ec.  =  o 

I  coeflìcienti  delle  equazioni  (  B  )  sono  ;  nella  prima  i  nu- 
meri naturali  ;  nella  seconda  i  numeri  triangolari  ;  nella  terza  i 

Tom  II  E 
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numeri  piramidali;  e  così  di  seguito.  Ci  sarà  Tjjjilissimo  schiari- 
re tatta  questa  Teorìa  per  mezzo  d'  alcuni  esempi . 

§.  18.  Sia  primieramente  la  funziona  del  primo  ordine 


dr 


72  (  j^  )  c£x  «4-  mdi}c ,  ed  avremo  ^  ==  Tip  >fi  iti  ,  e  per  conseguenza, 
N  =  Cf)  =  (g)PH^(f)»P=^(^)=^'?>.  sostituendo  questi 
valori  in  N  — i  ciP  ==  0  »  si  otterrà  . 

dìt 

biam  trovato  al  §.  (15). 

I9  prendo  per  secondo  esempia  U  funziooo^  del  seconda 


'      < 


^*  ^  ^     •    f  dm  \      xì 'fdn\^    s   f  dm 


Q  =  72  ;  ed  in  conseguenzst 

J_dQ=(*)H-i>(^-)-1.s(*). 

ora  sostituendo  Qde^i  valori  nell'equazione 
N  — i(iP^-h^d*0  =  o,  troviamo 

(g)s^{^)-(f;)(g)-9Ìd(f;)-id($)-»-i^.x 

cZ*/2  =  O. 
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Eseguendo  le  differenziazioni  indicate  >  e  rìdacendo  quest'  e- 
quazione,  diviene 


Ha  le  funzioni  m  ed  ;z  non  dovendo  contenere  q  >  quésta 
'eqnasiooe  Boa  può  essere  identica,  senza  clie  il  coefficiente  di 
q  vada  a  zero  da  se  medesimo  :  questa  equazione  dovrà  dunque 
necessaiìamente  dividersi  in  due  altre  ^  le  quali  saranno 

(a) . . . .  »(^)-(S=)-^.(|^)-^P(;^)  =  o  ,  , 


W-    ■    (^)-(^)-i'(;^)-^(J?)H-»i.(if,)-*- 

Se  la  /unzipne^del  'secondo  ordine  è  la  tlifferenziale  dt  ipa 

Cuuzìoue  di  j^  e  di  »,  allora  a  cagione  tJi  P  — —dq^^=o^  sarà 
di  pili 

j^.  19.  Nei  differenziali  'esatti  di  una  funzione  omogenea  > 
ha  luogo  una  proprietà  che  è  ad  esse  propria  e  particolare. 

Si  chiama  funzione  t)mogei;iea  quella,  nella  quale  la  som- 
ma delle  dimensioni  delle  tjuautità  variabili  è  la  medesima  in 
tutti  i  termini .  JLia  funzione  intera  rc'H*taa?j/H-i^j'S  (  ^  ^  ^'^'^ 
funzione  indeterminata  di  x  ;  egualmenta  lo  sono  le  altre  varia- 
bili che  abbiamo  in  questo  §•  )  è  omogenea  ,  ed  il  numero  del- 
le dimensioni  essendo  3,  essa  è  della  terza  dimensione-  La  fun- 
zione ^^  ^^  ^*V  ^  h^  v^( *  ^9^)  è  ancora  omogenea  ,  ed  il  numero 

delle  dimensioni  è  2,  ii  quale  si  ottiene  togliendo  il  numero  del- 
le dimeiisioai  del  denominatore  dal  numero  delle  dimensioni  del 
nnineratore.  Allorché  il  numero  delle  dimensioni  del  numerato- 
re ,  è  eguale  al  numero  delle  dimensioni  del  denominatore ,  la 
funzione,  si  dice,  essere  di  una  dimensione  nulla,  come  per  es. 
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fx^ ^hxy    gg  il  numerò  delle  dimensioni  del  numeratore  è  minore 

xy  -+  oy 

del  numero  delle  dimensiooi  del  denominatore,  lai  dimensione  del* 

*    .    / 

la  funzione  è  allora  negativa  :  ^OJ^f^^  è  una  funzione  omogenea 

la  cui  dimensione  è  —  — -^  '  .  '  " 

2 

Una  proposizione,  Ta  cui  sohi  esposizione  Basta  per  farla 
comprendere,  è  la  seguente:  se  in  una  funzione  omogenea  di 
due   variabili  ^  ed  a:,  (ti  una  dimensione  qualttnque  ;s ,.  faccia- 

•  * 

ino  ^  =  ^.,   essa  cangi  crassi  in  una  funzione  di  questa   forma 

QjK?",  Q  essendo  una  finzione  di  5  e  di  costanti,  le  quali  en- 
trano nellar  proposta .  Per  mezzo  di  questa  sostituzione ,  le  quat- 
tro  funzioni  omogenee  che  abbiam  prese  per  esempj,  si  cangie - 
raqno  in  queste  quì^ 


Ciò  postala  differenziale  3yr(^  )cfa7H.Nc&c  essendo  quel- 

* 

]a  di  nna  funzione  omogenea,  z  di  due  variabili  y  ed  a?  di  cui 
la  dimensione  è  «,  immaginiamo  che  la  Sostituzione  di  qx  per 
y  cangi  M  ed  N  in  M',N';  per  questa  stessa  sostituzione  z  si. 
cangierà  in  Qac'i  e 

(^  ) c?a?  in  qdx -f-  «(^) da?:  dunque 

dx  ,»* 

M'(5cf»H-«(^*)c^a^)H-N'da^=d(Qa?"),  ovvero 

( Mg H- N' ) da?  -{-  M'a? C^) <^  =  «^ ( Q*')  •-  **''*  ®  chiaro  che 

(i\l5H-N')da7  è  il  differenziale  di  Qa?'  per  rapporto  ad  a:  so- 
lamente; dunque 

M'gr  H-  N'  =  nQa?        j  poniamo  ora  in   quest*  ultima  equazio- 
ne —  per  5 ,  ed  avremo 
3Ty  H-  Na?  =  «2 ,  ovvero'  (  ponendo  per  M  ed  N  i  loro  valori 
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Qaesta  proprietà  delle  funzioni  omogenee  è  generale  ;  imperocché 
supponendo  che  z  contenga  y^x^u  ec.^  e  che  il  numero  delle 

dimensioni  sia  sempre  riy  &cendo  j3^  =  5 ,  —  =  r  ec. ,  z  diverrà 

di  questa  form*  Va?*  >  per  V  io  intendo  una  fònzione  di  5 ,  r 
ec.  rse  dunque  noi  chiamiamo  M',N%P  ec,  ciò  che  divengono 

C  —  )A—)j(  —  )  ec.  per   causa  delle  stesse  sostituzioni >  avremo 
M'(2c£a?H-a?(?)da7l-hN'da?H-F(r<£x?Hrx(^)cfjc)-f.ec.= 

d.{yx'\,  e  perciò  M'g -h  N' -h  Fr H- ce.  ==  «Va?* "" \.  Rimet- 
tendo ia  quest'  ultima  equazione  -^  per  9  ».  -^  per  ree.)  sarà 

Se,  z  fosse  stata  di  dimensione  nulla  9  avremmo  avuto 

dz\     .    ^fd^\      .    ^^fdt 


La  funzione  omogenea        j't'^   >    ^^  *^°^   ^   dimensione  è 

—  — ,  ha  per  differenziale 

.*  *     . 

rl55L±É?M  da?  ~   ^f?,"t'^*'\  •  {t^)^x  :  deve  dunque  essere  — 
(J2L±Ì>;nf!^5f2:±^f?lk  =  —  li  ,  -yuyy .  Riducendo  infatti  si 

trova  iiOG^y  ^  1  ia?y  =  1  lay  .  (« H- J^)- 

Quest*  altra  funzione  omogenea  ^—yr  ^^^  ^  di  dimensio- 
ne nulla,  ha  per  differenziale 

,^ . ; if ;    deve    dunque 

essere 

(  g^y  -+  '^àgpcy^  Ht  bhy'  )x  —  (  gpc^^^fbgx^y  H*  Òhxy^  )  j^  =  o , 

come  è  effettivamente . 
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CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE 

c    A    p.     n 

-- -  -«^^-^" — '         1  -f 

Differenziali  delle  Equazioni  f 
e  delle  funzioni  a  più  variabili . 

1^.  £0.  ^^lA  y  ìinà  ifìinzione  implìcita  di  x  ^  abbiasi  cioè 

'k3  fra  xr  ed  y.  mi"  equazione  F(x5^)  =  o  dalk  ri- 

solfizione  ideila  quale  dipenda  il  valore  di  y  dato  per  a;  ^  e  si 

•  * 

dimandi  quale  sarà  il  diìTerenziale  {^)dx  della  funzione  y . 

La  dipendenza  che  regna  fra  à;  ed  y  h  determinata  dall'  e- 
qnazione  F  {x^y)  ='0;  e  considerando  j^  funzione  di  x^  questa 
equazione  «deve  aver  luogo  qualunque  sia  ix  :  la  variabile  x  è 
dunque  arbitraria  >  e  per  ogni  valore  dato  ad  'x  ne  corrisponde 
uno  per.y . 

Se  noi  Vivessimo  soltanto  F(a?,^),  le  due  variabili  x^y  sa- 
rebbero Indipendenti  >  e  considerando  y  oome  una  funzione  di  Xy 
sarebbe  questa  una  funzione  ìndeiermiuata  di  x .  Ora  se  x  di- 
viene X  ^h  dxy  la  funzione  diverrà 

F(a?>j^)H-P^*H-'Q^a;*^H- ec.  ;  e  siccome  l?dx  e  il  differen- 
ziale di  F(ap^j^)  rapporto  ad  *,  sarà  (  §.  io  ) 

'Pdx  =i{^)dx^{^)(^)dxy  onde  quella  serie  diverrà 

ux  dy       dx 

r(^>J')-*-{(g)M.(f)(g)>^a;H-^c. 

Ma  per  la  dipendenza  che  regna  fra  *,^,  la  funzione  F(a7, 
j')^eve  sempre  essere  ^=o»  qualunque  sia  x\  dunque  il  valo- 
re ài  l^{xyy)y  quando  x  diviene  x^^-dx^  sarà  nullo;  dunque 


F(*,^)-*-{(^)H-(^^).(g)}da;H.ec.  =  o. 
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Acciocché  qnest'oltico»  equazione,  gussistÈ^  qualunque  sia  dx^  con- 
viene che  i  termini,  i  quali  contengono  Jq  diverse  potenze  di 
dx  j  siano  ^^rp  da  SQ  piedesimiì  dunque 

(^)da?H-(^)(^)d»  =  o,  da  cui  si  ricava 


(1) 


dx 


prendendo   il   dìfTerenzi^le.  primo  dell'  espressione  trovata  per 
(^)c?<Cj  pe  avremo,  il  differenziai^  secondo 

(pf^)4x*i  e  così  se  iie  avrà  U  differenziale  terzo,  qnarto  ec. 

§.  21.  jL*  equazione  'F{x,jf)  =  Q  qi  conduce  ad  nn*  altra 
equsLZÌone 


r^)dx'i-i^)(^)dx=r:o,  ovvero 

(j?)-4'(^)(1^)  =  o,  che  sussiste  insieme  eoa  essa;  ed  indi- 

cando  per  più,  semplicità,  per  F  =  o ,  dF  =  o  quelle  due  equa- 
zioni 9  sussistendo,  r  eqna^ziione  F  =:?  q  ,  Itia  luogo  anche  la  di  lei 
equazione  difieren^siale  prima  (2F  ==  o  . 

„  Dunque  T  operazione  della  difTerenzìazione  non  altera 
>,  r  equazione  sopra  la  quale  si  eseguisce  >  in  modo  che  non 
^y  abbia  pili  luogo  T  eguaglianza  fra  i  snoi  mèmbri  ,^ .. 

Prendendo  adesso  il  di£^enziale  deU*'  equazione  dF  =  o  » 
s'  avrà  un"  equazione  c/*F  =  o ,  che  per  la  stessa  ragione  sussi- 
sterà nel  medesimo  tempo  che  dF  =  o  :  così  da  d^F  si  dedurrà 
no*  altra  equazione  c?'F  =  p  >  che  sussisterà  insieme  con  lei ,  e 
cosi  di  seguito. 

Dunque  sussittendo  T  equazione  F  =  o ,  sussisteranno  anche 
ed  avranno  luogo  insieme  con  essa  1*  equazioni 

dF  ==  Q  diflerenziale  del  primo  ordine 

d^F  =  o del  secondo  .  .  , 
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d'T  i==  o   .  .  ; del  terzo 

(VP  =  0 del  quarto  .... 

ec.  ec. 

dal  che  si  ricava  questo  Teorema  importantissimo  * 

yj  Allorché  sussiste  fra  due  variabili  una  qualunque  equa- 
,>  zione  F  =  o,  sussistono  ancora  ed  hanno  luogo  insieme  con 
„  lei  tutte  r  equazioni  differenziali  di  qualunque  ordine  che  da 
yy  essa  (lossono  dedursi  ;  e  queste  ^equazioni  appartengono  in  con- 
9,  seguenza  alla  stessa  relazione  di  variabili  ,, . 

Si  travede  fino  di  qui  il  gran  vantaggio  che  potrà  ricavar- 
si dal  Calcolo  Differenziale  nella  soluzione  dei  Problemi.' Se  in- 
fatti la  soluzione  di  un.  Problema. dipenda  da  un'equazione  fra 
due  variabili  x yy  si  possono  avere  per  mezzo  di  questo  Teo- 
rema infinite  altre  .equa^doni  sussidiarie  derivate  ^a  quella  ^  e 
che  abbiano  luogo  insieme  con  èssa  9  e  delle  quali  ciascuna  con- 
tiene la  soluzione  del  Problema. 

Per  incominciare  a  far  sentire  di  quanta  risorga  sia  il  Gai- 
colo  Differenziale  nelle  ricerche  d'  analisi  proponiamoci  di  svol- 
gere in  serie  la  quantità  (i  H-^)*  qualunque  sia  T  esponente  n 
intero  o  fratto,  positivo  o  negativo^ 

Facciamo  per  questo 

(  I  H-a?)*  =  4  -h  Aa;  -h  Bx*  h-  Eo?'  h-  Fx^  H-  ec. 

essendo  A  ,  B  ,  E  ec  ,  quantità  costanti  da  determinarsi  .Se  51 
prendano  i  logaritmi  da  ambe  le  parti  avremo 

7zZ(i  H-5c)==r(i  H- Aa?H-Bx*H-Ea?r-f.F»^H-ec.)i 
questa  equazione  differenziata  diviene 

n       _  A  "^ÌBx  H-  sEx*  H-  4Fjp^  h-  ce. 

ì-^x  ""**  1  -♦•  Ax  -+  Bjc*  -h  Ejp'  -f  Fjp*  H-  ec.  ^ 

la  quale  ordinata  secondo  le  potenze  della  x  >  ed  eguagliando  a 
zero  i  coefficienti  delle  medesime  secondo  il  Metodo  dei  Coef- 
ficienti Indeterminati y  ci  dà  queste  equazioni  fra  A,B,Eec^ 

A  =  72 

2BH-A    ==  n  A  ;  da  cui  B  =  ll^!:::!!^ 
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3E  M-  aB  =  «B  i  da  cui  E 


3.3 


4F H-  3E  =  72E;  da  cui  F  =  ^'"-'^<"--'^^'^:l> 

lec  ce. 

Dunque 

(  I  H-*)-  =  1  H-  /z^  -h  !ti^:=l}x'^tl^tIlllL!^llx'  H-  ec. 

^  -^  2  2.3 

che  è  la  conosciuta  fornitila  del  Binomio  di  Neuton. 

Se  poi  r  equazione  F  =^  o  fosse  un'  equazione  identica  in 
X  soltanto ,  come  per  esempio 

a?*  —  (x  —  a  )  (  jc  H-  a  )  H-  ^*  =  o  >  allora  «ssendo  quest'  equa- 
zione vera  per  qualunque  valore  di  Xj  giacché  gli  x  si  distrug- 
gono da  se  mediesimi ,  sussisterà  anche  quando  «i  pone  a:  --h  co 
invece  di  x  :  sarà  dunque  ancora 

FH-Cg)w^(g-!)^H-ec.  =  o,  e. perciò 

(  ^  )  ==  o ,  (  ^  )  =  o  ec. ,  e  queste  equazioni  tliiferenziali  saran- 
no altrettante  eauazioni  identiche. 

§.  22.  Abbiasi  ora  una  equazione  F  =  o  fra  due  variabili 
^  ^y^  ^  quante  sì  vogliono  costanti  a^b  ^  e  ec. 

Noi  abbiamo  dimostrato  al  §.  antecedente  che  sussistono  ed 
hanno  luogo  insieme  con  questa  equazione  tutte  le  di  lei  equa- 
zioni differenziali  di  qualunque  ordine  esse  siano >  che,  cioè,  nel 
medesimo  tempo  abbiamo 

dP  =t  o^  d^F  =  o>ci'F  =  o  ec.  Ora  è  chiaro  che  qualunque 

combinazione  di  queste  equazioni 

F  =  o ,  dF  =  o ,  (tF  =0  ec.  >  darà  una  nuova  equazione  che 

sussìsterà  nello  stesso  tempo  che  Y  equazione  F  =  o  ;  apparterrà 
in  conseguenza  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  ed  allo  stesso. 
Problema  cui  apparteneva  F  7=  o  :  a  tutte  le  equazioni  che  ri- 
sultano da  queste  combinazioni  si  dà  anche,  il  nome  d'  Equazio- 
7ii  Differenziali  del  primo  Ordine  quando  contengono  i  dif- 
ferenziali primi,  o  risultano  da  una  combinazione  di  F  =  o,  e 

Tom.  IL  F 
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di  dP  =  o;  del  secondo y  quaedo  contengono  i  differenziali  se- 
condi, 0  risultano  da  F=ro,  dF==o,  d!T=o;  e  così  di  sc^ 
guito-  L'equazioni  diifcren^ziali  poi  dF=Oy  d'F  =  o  ec. ,  si 
chiamano  anche  Differenziali  Esatte  >  perchè  riisultano  da  una 
semplice  operazione  di  differenziazione.  ^ 

Tutte  queste  combmazioni  possono  essere  infinite  di  nume- 
ro ,  ma  noi  non  considereremo  che  quelle  le  quali  hanno^  rappor- 
to all'  eliminazione  delie*  costanti. . 

It  equazione  dF  =  a,,  ovvero  ( ^ )dx H* ( j^ ) ( ^ ) cZo?  ==  o^ 

sussiste  nello  stesso  tempo  che  Y  equazione  F  =  o  ;  dunque  se- 
per  mezzo  di  esse  eliminiamo  una  delle  costanti  a^byC  ec,  a 
per  esempio ,  avremo^  con  questa  combinazione  una  ns^ova  equa- 
zione, fra  x ,  ^ ,  f^)ye  le  costanti  &,.c  ee.  ^,  la  qpale  avrà  luo- 

go .  insieme  con  F  =  o ,  e   conterrà  una  costante  di   meno  di 

essa . 

„  Dunque  un'equazione  F=o  può»  sempre  contenere  u- 

yy  na  costarne  di  più  d' un' equazione  differenziale  del  primo  or- 
19  dine  che  da  essa  dipenda  )>  • 

Nella  stessa  guisa  eliminando  due  costanti*  a ,  b  per  mezz« 
delle  tre  equazioni  simultanee  P  =  Oy  dF  =  o,  d*F  =  o,  ot- 
terremo un'equazione  i°  ^  ^^^  (^)>  (^)  ^  ^^  costanti  e  ec.  r 

la  quale  avrà  luogo  insieme  con  F  =  o-,  e  conterrà  due  castana 
ti  di  meno  di  essa . 

,,  Dunque  un'  equazione  F  ==  o  può  sempre  contenere  due 
„  costanti  dì  piiì  d' un*  equazione  differenziale  del  secondo  ordir 
9,  ne  y  la  quale  da  essa  dipenda  ^ . 

Continuando  lo  stesso  ragionamento  vedremo  che  da  una  equa- 
zione  fra   due   variabili  e  quante   si  vogliono  costanti  F  =  o  > 

può  sempre  dedursi  un*  equazione  differ-enziale  dell' ordine.  ;i  > 
che  abbia  luogo  insieme  con  essa,  e  che  contenga  un  numero  n 
di  costanti  di  meno  . 

,,  Dunque  una  equazione  F=  o  può*  sempre  contenere  un 
jy  numero   n   di  costanti  d'i   piiì   di  un'  equazione   differenziale 

„  dell'ordine  n        ,  che  da  essa  dipenda  ^. 
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equazioni  diflferenziali  ottenute  per  mezzo  d'  eliminazio- 
ne 4ÌBlle  costanti  t  sono  molto  più  generali  delle  equazioni ,  da 
cui  sono  dedotte  :  esse  infatti  esprimono  le  stesse  relazioni  di 
quelle  >  e  non  contenendo  le  costanti  sono  indipeuilenti  dai  loro 

valori . 

L'  equazione  per  esempio  {x  —  af  h-  (y  — òf  =  r%  è 
quella  di  un  circolo  9  le  cui  coordinate  del  centro  sono  a^b  ^ 
ed  il  cui  raggio  è  r,  e  non  soddisfa  ad  altri  circoli  che  non  ab- 
biano raggio  e  centro  comune  con  quello . 

La  cH  lei  equazione  differenziale  del  primo  ordine 

^(x  —  a)cfa7H-a(j^  —  b){^)dx'=Oy  non  contenendo  il  rag- 

gio  r^  soddisfa  a  tutti  i  circoli  di  qualunque  raggio  essi  siano  ^ 
purché  abbiano  il  centro  nel  punto  corrispondente  alle  coordi- 
nate a  9  ò . 

La  di  lei  equazione  differenziale  del  secondo  ordine 

i^a;'H-{J^  —  &)(^)c^^*•^(^^^*=o  soddisfa  a  tatti  i  cir- 
coli di  qualunque  raggio  essi  siano  ^  purché  abbiano  il  centro  in 
una  linea  parallela  all'  asse  degli  x  >  e  distante  da  esso  della 
quantità  è . 

ivisa  questa  ultima  equazione  per  dx^  ^  diviene 


1  ^  (^  —  *) ( T^. )  H-  (  j^)*  =  o,  la  quale  differenziata ^  e  divi- 


dx*  '         ^  dx 

sa  per  dx^  ci  da 

(^-4)(g)-^3(g){S)  =  o^  ' 

eliminando  per  mezzo  di   queste  due  equazioni  là  costante  ò> 
s'  avrà  T  equazione  differenziale  del  terzo  ordine 

la  quale  soddisfarà  a  qualunque  circolo  posto  nel  piano  degli  x  9 
e  degli  y , 

Vedremo  poi  nelle  applicazioni  del  Calcolo  Differenziale  al- 
la Geometria,  quali  proprietà  siano  espresse  dalle  suddette  equa- 
zioni differenziali.  E  qui  non  sarà  inutile  osservare  che  non  so- 
lo per  mezzo  dell'  equazioni  differenziali  possono  eliminarsi  le 
costanti ,  ma  ancora  le  quantità  variabili  :  per  esempio  sia  T  e- 
qnazioue 
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aX'^y  sen  jc  =  o  e  vogliasi  ottenere  un'  equazione  che  la  rap- 
presenti ,  ma  che  non  contenga  seri  x  y  differenziando,  avremo 

a  H-  (  ^  ì  sen  oc  ^ycos  a?  =:  o ,  ovvero 

a  H*  (  —'  )  sen  x  ^y^  (  i  —  sen  a:*  )  =^  0 ,  la  quale  fecendo.  sen  x  = 


dx 


ax 


— ,  diverrà 
y 

^H-  —  (^)'-H^V'(i— ^)=^Q>;  equazione  priva:  del  trasceu:^ 
dente  senx. 

m 

Sia  r  equazione  (  b  h*  clx ) •  H^^y  =  a  r  e  vogliasi  elimina^ 
i:e  r  irrazionale ,  ed  il  trascendente:  differenziando,  avremo. 


m 
n 


HL .  ll*.rtf^  ^  y  ^  a«y  (  ^)  =  ala ,  e  ponendovi   (  h  -h 


in 


axY^  =  a*  —  xy^ ,  s'  avrà. 

Differenziando  quest*  ultima,  equazione  ,  s'  avrà  un'  equazio- 
ne del  secondo  ordine  la  quale  conterrà  a'  ;.  ed  allora  per  mez- 
zo di  quelle  due  equazioni  che  contengono  a'  y  lo  elimineremo  9 
ed  avremo  un'  equazione  del  secondo  ordine  senza  trascendenti  e 
irrazionali . 

Così  volendo  eliminare  x  dall' equazione  a?*H*y=^*i  se 

ne  prenderebbe  la  differenziale  aa?H-2v  (^)=  o,.  dalla  quale 

dx. 

trovato  07  =  — j(^),  si  sostituirebbe  nella  proposta,,  e  s*a- 

vrebbe  /  (*')'  h- J''  ==a\ 

Nella  stessa  guisa  potremo  eliminare  da  una  equazione  i 
trascendenti  delle  stesse  quantità  differenziali  ;  abbiasi  per  esem- 
pio r  equazione 
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e        ^  xy  =^  a^-ho  seri  (  y  ) . 

FaccianiQ  in  qnesto.  caso  p  =  (  ^  ) ,  ed  avremo 

P  t 

Diffei  cnziamo  quesf  equazione ,,  ed  avremo 
e'd?) H- «?( ^)  H-JK ::^bcosp,{^^^r  ovvero 


/(^j  H-  «(^)  -t-  >'  =  &co5p.(0)}.  G  siccome,  e' 
bsenp  —  ajy ,  dunque 

(g) 
quest*  ultima  equazione-,  non  contiene:  più  la  trascendente  e    '  ; 

per  mezzo  di  una  nuova  difTérenziazione  si  potrà  eliminare  l'al- 
tra trascendente  sen  (  ^  ) ,  ied  ottenere  un*  equazione  libera  af- 

fatta  dai  trascendeati .. 

In  generale  si  devono  fare  tante  difFércnziazioni  ,  quante 
sono,  le  quantità  da  eliminarsi . 

§.  2 3.  Rappresentiamo,  ora  per  P  (  a:  >^  >  a ,  6  ec.  )  =  o  un'  e- 
qna^one  fra  le  variabili  x  ^  y  e  quante  si  vogliono  costanti  a  9 
b  ec.  Rappresjentiamo  per  F'  (  ^ ,  jk  5  a ,  6  ec  )  =::  o ,  F"  (  a; ,  j/ ,  a  , 
b  ec.  ):  =r  o  r  le  equazioni  differenziali  esatte  del  primo  e  secon- 
do ordine^  e  indichiamo  per  pia  semplicità  queste  tre  equazioni 
per  F  =  o,  F  =  o,.  F"  =  q  • 

Per  mezzo  delle  due  equazioni  F  =  o ,  F'  =  o  possiamo 
dimiiiiire  la  costante  a ,  ovvero  la  costante  b  9  ed  otterremo  in 

questa  guisa  due  equazioni  in  ^,^  ^  (  j^)>  ^^®  rappresenteremo 

per  ^(o?,^,  (^),  &  ec.  )=  o,,  ovvero  per  ^  =  0,  e  per  T(a:, 

>  ^  (  ^  )  r  ^  ^c.  )  =  o  ,  ovvero,  per  y  =  o  >  la  prima  delle  quali 

non  conterrà  la  costante  à ,  la  seconda  non  conterrà  la  costante  b . 
Queste  due  equazioni  ^  =  o  >  y  =  o  avranno  luogo  insie- 
me con  r  equazione  F  =  o  ;  se  si  prendono  adesso  i  differenziali 
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primi  di  quelle  due  equazioni ^  e  s' indicano  per  ?>'(^>j'>(^%6)l 
=  0,  'f'{xjy^{^)j.a)=pj  ovvero  semplicemente  per  ?>'  =  o, 

Y'  =  o ,  è  evidente  che  per  mezzo  delle  due  equazioni  ^  =  o , 
p"  =  0  si  potrà  eliminare  la  costante  è ,  e  s'  avrà  un'  equazione 

differenziale  P  =3=  o  -del  -secondo  ordine  in  ^jj'j  (^ )>(—,) ^  la 

quale  avrà  luogo  insieme  con  la  proposta  F  ==  o  e  con  k  ^  =  o  • 
Questa  equazione  del  secondo  ordine  P  =  o  conterrà  due  co- 
stanti di  meno  di  F  =  p  ^ 

Se  egualmente  per  mezzo  delle  due  equazioni  ^  =  0,  Y'=  o 
eliminiamo  la  costante  a ,  avremo  un*  altra  equazione  Q  =  o 
difFeren «ale  dpi  secondo  ardine  ,  cioè  un*  equazione  fra  a? ,  > , 

ij^)^ij^)ì  la  quale  avrà  luogo  insieme  con  la  proposta  F  =  o, 

e  con  la  y  =r  o ,  e  conterrà  due  costanti  di  meno  di  F  =  o ,  ed 
una  costante  di  meno  di  y=re- 

Orsi  è  facile  vedere  che  le  due  equazioni  differenziali  del 
secondo  ordine  P  =  o  ,  Q  =  o  debbono  coincidere  tra  loro ,  e 
con  r  equazione  differenziale  del  secondo  ordine  chje  potrebbe 
ottenersi  dall' eliminazione  simultanea  delle  due  costanti  a^b  per 
mezzo  delle  tre  equazioni  F  =  o ,  F'  =  o  >  F"  ==  o  :  il  valore 

infatti  di  (  jt)  che  ci  danno  quelle  equazioni  del  secondo  prdi- 

ne  P  =  o,  Q  =  o  espresso  in  x^y^  e  (^)  senza  a  e  senza  6, 

non  può  essere  che  il  medesimo  in  qualunque  maniera  sia  dedot- 
to dair  equazione  F  ==  o  . 

y^  Dunque  un'  equazione  differenziale  del  secondo  ordine  può 
)9  essere  dedotta  da  due  equazioni  differenti  del  primo  j  ciascuna 
jy  delle  quali  contenga  una  costante  di  piii  di  essa  n- 

Lo  stesso  ragionamento  ei  proverà  che  un'  equazione  diffe- 
renziale del  terzo  ordine  potrà  essere  dedotta  da  tre  diverse  e- 
quazioni  differenziali  del  secondo  ordine  >  contenendo  ciascuna 
di  queste  una  postante  di  più  di  essa;  ed  in  generale 


esimo 


,)  Un*  equazione  differenziale  dell'  ordine  n         può  essere 
,9  dedotta   da  un   numero  n   di   diverse   equazioni   differenziali 
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•      _ 

,,  deir  ordine  (72  —  i  )  *      ,  contenendo  ciascuna  una  costante 
„  indeterminata  di  piii  ,, . 

Per  farne  uii  esempio?  sia  F=ro=jr — ^^  —  &»*>  ed  avremo 

F  =  a=  (g)  —  a  —  aiBa;,.F'  =  0  =  (0)  —  a5:  egualmente 
sarà  ^  =  o  =jf —  (t  )^  ^  ^^^*^ 


dx 

Q  =  o=r.2y  —  {^)x  —  (£)^^  C^J^*»  ^  ^«  ^^  equazioni 

P  e  Q ,  sono  la  stessa  cosa  . 

Potrebbesi  trovare  la  stessa  equazione  del  secondò  ordine 
eliminando  subito  le  due  costanti  a^b  per  mezzo  delle  tre  equa- 
zioni P  =  o ,  F  =  o,  P"  =  o^ 

>        §.  24.  Passiamo  adesso  a  trattare  dei  differenziali  delle  fun- 
zioni a  più  variabili . 

Sia  F{xyy)  una  funzione  qualunque  di  due  variabili  x^  ed 
y  indipendenti  fra  di  loro,  o  tali  che  il  cangiamenta di  una  non 
conduca  il  cangiamento  dell'  altra  :  egli  è  chiaro  che  da  questa 
funzione  si  potranno-  derivare  sdtre  funzioni  seconda  la>  legge  prer 
scritta  al  §  I  ,  sia  rapporto  ad  x,  sia  rapporto  ad  j^,  sia  rapporto 
ad  ^  ed  j^ .  Se  rappresentiamo  per  z  quella  funzione  di  a?  e  di  j^ , 
le  derivate  rapporto  ad  x  s'  in(ficheranno ,  secondo  ciò  che  è  det- 
to- di  sopra,  per 

U  intervento  della  y  non  altera  i  risultati  che  si  ottengono 
per  esprimere  queste  derivate ,  poiché  essa  vi  è  considerata  co- 
me costante  in  tutte  quelle  operazioni  di  dei'ivazione .  Le  deri- 
vate rapportò  ad  j/  saranno  indicate  egualmente  per 

ÉZy.>  d'p^y  d}ji  , d'ji. 

Ora  la  derivata  del  primo  ordine  dw  rapporto  ad  Xy  è  una 

fauzfotie  di  x   e  di  y  :  indichiamola  per  it .  Se  di  questa  funzio- 
ne u   considerata  come  derivatricc ,  si  prende  la   derivata  pri- 
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ma  rapporto  ad  y ,  avremo  d^  ^=  dw  =  d*^  indicando  per  <£* 

^  y  y 

la  doppia  operazione  che  si  fa  sopra  z  >  prima  per  rapporto  ad 
X ,  poi  per  rapporto  ad  y  :  questa  derivata  chiamasi  ancora  es- 
sa Derivata  Seconda  o  del  Secondo  Ordine  della  funzione  z . 

Nella  medesima  guisa  indicheremo  p«r  d       w  la  derivata 

.  x'y 

• 

prima  rapporto  ad  y  della  derivata  n         rapporto  ad  x ,  cioè^ 

d%w^,  vale  a  dire  il  risultato  dì  tzh-i  derivazioni,  tlelle  quali 
le  prime  n  sono  rapporto  ad  a;^  e  T. altra  rapporto  ad  y . 

In  generale  la  ^derivata  ,ot         rapporto  ad  y  della  deriva- 

ta  d^^y  n  '      rapporto  ^ad  :Xj  ccioè  d"^--^  ,    sarà    indicata   per 


,f»-t-» 


s 


^nym 


Questa  ultima  (espressione  che  si  chiama  derivata  (  m 


ettma 


n)  ^  rappresenta  il  risultato  di  m h- /^  operazioni >  delle  qua- 
li n  riguardano  oc  >  ed  ztz  riguardano  y . 

Se  la  :derivata  prima  dy  >  presa  per  rapporto  ad  jy>  si  con- 
sidera come  runa  nuova  derivatrice ,  e  se  ne  prende  la  derivata 
prima  rapporto  ad  x ,  questa  derivata  di  dy   sarà  indicata  per 

d^^ ,  la  quale  espressione  ci  dice  che  dobbiamo  fare  "sopra  z 

prima  un'  operazione  di  derivazione  rapporto  ad  y  ^  poi  rappor- 
to ad  ot; . 

Ora  è  facile  dimostrare  che  si  ha  lo  istesso  risultato  pren- 
dendo la  derivata  seconda  di  una  funzione  col  fare  sopra  di  es- 
sa r  operazione  di  derivazione  prima  rapporto  ad  x^  poi  rappor- 
to ad  jy  >  o  viceversa  . 

Siano  infatti  w  ,  fl  le  due  indeterminate  delle  quali  si  sup- 
pone che  aumentino  le  variabili  x^y  in  F(a;,jy)>  ed  avremo 
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'F{x^w,y^=^Vix,y)^dl.<,^^l^^^d^l.^^^ec. 


*•     3 


*'     2,3 


Tacendo  ora  nei  due  memljri  dì  xjuesta  «quazione  aumenta- 
re IsLj  di  (1 ,  8*  avrà 


JP(*-H-^,J-J-fl)=I'<*,>)H-cZ^.xo^d*^..^H^d'3.,^ 


dl.ì 

X 


%  V    to.e^ 


y    a  »y*     2 


d'^  '«' 


liO  stesso  Teorema  ci  dà 


p*   a. 3 


eo. 


ec. 


ec 


ec. 


r»T    «' 


nlP    è» 


tJ  quindi 

X  yx  y»  2 

»»    a  >*•  a 

f3  P  w' 


ec. 


ea 


eo. 


d'*^. — H-ec. 
*•  a  .3 


S*. avverta  che  f  tiene  luogo  di  P(>)c,j;). 

Ma  questi  due  sviloppi  debbono  essere  identici;  dunque 


F 


d*>-^ .  Si  ricava  di  qui 

yx  * 


'ì, 


r4  F. 


3t^a 


xyx 
F 


«•>• 


-I-»  F 


«£**—'=;=  ec.»  ed  in  generale 


,IW-f  » 


F 


ec. 


—  f 


x^y 


Tom.  IL 
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Se  cioè  si  deve  fare  un  certa  numero  di  volte  un*  opera- 
zione di  derivazione  rapporto  a  più  variabili,  è  indifferente  T or- 
dine che  deve  tenersi  nel  fare  queste  operazioni  .•^  si  può  inco- 
minciare dal  fare  le  derivaj^iooi  rapporto  ad  una  variabile  per  un 
certo  numero  di  volte ,  poi  passare  alle  derivazioni  rapporto  air 
altra  variabile ,  quindi  tornare^  a  derivare^  rapporta  alla  prima  >  a 
viceversa  in  queir  ordiae  che  più  ci  piace  • 

Per  esempio  X  sia  «.=;=  ^x^y — y^  ^  407' ,  ed  avremo* 
cV-i"  derivando  rapporto  ad  ^  il  valore  di  d*jp.  Ora 

d*;ji  ==  6y  ^  240?;  dunque  à?^  =  6\, 

Nella  stessa-  guisa  dovendo  essere  cT^  =  d'^ ,  prendiamo 
la  seconda  derivata  rapporto  ad  x  di 

^^r  =  3^*  —  z/  ">  ^^  avremo  d'^  =^6,:  ciò  die- verifica  quauì- 

to  il  Teorema  stabilisce  • 

Per  poco  che  si-  ponga  nwnte  ai  due  sviluppi  superiori ,  ve- 
di'jsmo  che  essendo  z  una  funzione  di  due  variabili  ^  essa  ha- due 

derivate  del  primo  ordine,  cioè  éL^^  dj;  tre  del  secondo,  cioè^ 

d'^^j  d'^j  d^i  quattro  del  terza,  d'^,  ^^^^  ^']^*  ^'ÌT*  •  ®°* 

sì  di  seguito . 

§.  15.  Secondo  gli  stessi  princìpi'  adoprati  al  §.  4,  tuttala 
serie  superiore  che  ci  dà  il  vaiare  di  F(5C  h- co,j^H-Ò)»  eccet- 
tuatone il  primo  termine ,  è  Y  aumento  che  riceve  la  funzione 
F(a?,j^)  in  virtù  dei  due  aumenti  co  e  ft  indipendenti  fra  di  lo- 
ro ,  ed  appartenenti  alle  due  variabili  x  jy . 

Questo  aumento  si  chiama  la  Differenza  di  V{x^y\y  ed 
i  termini  che  compongono  questa  differenza,  astraendo  dai  divi- 
sori numerici ,  chiamansi  Differenziali  Parziali  di  queir  ordi- 
ne ,  indicato  dal  rango  che  occupano  nella  differenza  medesima  ; 

F  F 

così  d^  u} ,  dy  fl  sono  due  differenziali  parziali  del  primo  ordine  : 

F  F  F      •» 

d*;jiw*,  {f*j^.(o9,  d'^p.f'  sono  tre  differenziali  parziali  del  secon- 
do ordine  ,  e  così  di  seguito .  . 
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Scrivendo  ora  questi  termini  oon  V  algoritmo  differenziale , 
cioè  ponendo  dx  per  w  ,  e  dy  per  B  ^  €  cangiando  la  caratteri- 
stica delle  derivate  nella  caratteristica  dei  differenziali ,   avremo 

rappresentati  da  (^)dx^  {~)dy 

i  due  differenziali  parziali  del  primo  ordine: 

i  tre  dii&renziali  parziali  del  secondo  ordine,  e  così  dì  seguito. 

Sia  per  esempio  2  =  -y/  (  ^*  —  ^*  — ^'  )  >  ^  avrenw  i  due  dif- 
iereoziali  parziali  del  primo  ordine 

i  tre  di^renziali  parziali  del  seconcto 


■ 

c  così  di  seguito . 

Avvertiamo  anche  una  volta  che   nelle  espressioni  òome 

[^^)j  il  divisore  dxdy  non  solo  ci  indica  che  il  differenziale 

secondo  di  z  deve  esser  diviso  per  il  prodotto  dxdy  i  ma  an- 
cora che  questo  stesso  differenziale  secondo  deve  esser  preso 
differenziando  una  volta  rapporto  ad  ^,  ed  una  rapporto  «ad  y. 

Data  adunque  una  funzione  z  delle  due  variabili  x  ^y  in- 
dipendenti fra  di  Joro  9  facendo  aumentare  x  della  quantità  dx  ^ 
ed  y  della  quantità  d[y,  avremo 
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^^^dx^  ^  dx*  ^      a       ^^^  J«»    -^  2.3.         ^   rf**   ''si.3.4 


ec. 


^~d3~ii~^,^^-dn^y-i~^'^^^' 

^  -(?*  ''2.3.4" 

.  -^      §.  ad  Noi  abbiamo  detto,  che^  i  termini:  (^)c?ai?r(— )4>'  4 

chiafuana  ì?  difFèrenziali  parziali  di  z  del  prima  ordine  >.  il  primo, 
rapportoi  ad  a?  >,  ed.  il  secondo,  rapporto,  ad  y  :  alla  somma  dei: 
due  diflfèrenziali  parziali  del  primo,  ordine  si  dà.  il  nome  di  Dif- 
ferenziale^ totale^  del  primo  ordine  >  e  s*  indica,  semplicemente; 


per  da;,  di  moda  che  si  hi  d[2t===(^)tìfarH^(j^)c?y. 

n  Dunque  per  avere  il  differenziale  totale  del  primo  ordi- 
»  ne  di  una  quantità  Zy  funzione  di  due  variabili  indipendenti, 
5>  converrà  prendere  i  differenziali-  parziali  del  primo,  ordine  del- 
9>  Ja  stessa  Zy  ^  sommarli-  ,, .. 

Se  la  differenziale  totale  del  prima  ordine-  della  quantità  z:- 
si  differenzia  prima  per  rapporta  ad  x,  poi  per  rapporto  ad  y  > 
e  se  si  sommana  i  due  diffèrenziali  parziali  della  stessa  dzy  s'a- 
vrà la  differenziale  totale  del  ptima  ordine  di  dz  che  s' indiche- 
rà per  ddzy  avvero  per  d^z  ;  e  questa  sarà,  la  differenziate  tol- 
tale del  «^ondo  ordine  della  quantità,  z  - 

La  differenziale  totale  del  secondo,  ordine  sarà,  dunque  co^ 
sì  espressa 

Egualmente  troverema  il  diflerenziatfr  totale-  del  terzo:  or- 
dine : 

d'z  =  (^,)dx'^3(^)dx'dy^3ll£^,)dxdy'Mpdy': 
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ed  in,  generale  il  differenziale- totare:  dell'  ordine  m         sarà 


Dopa  tutto  questo  è  facile-  vedere  che- potremo-  mettere  lo 
sviluppo,  superiore  (  §•  25  )  sotta  questa,  forma,  più.  semplice 

a-i-d^-fc-— H-—  H--^  -hecó 

latendendo-  per  dz ,  d^z ,  d^z.  ec. ,  'i  diiFérenzialii  totali  del  primo  t 
secondo  y  terzo  ec;  ordine .. 

SL  riconosce  ora  la.  necessità:  del  simbolo?  (^)'  per  indicare 
it  diiFérenzialie^  di'  z  preso,  solamente*  rapporto*  ad  a?  jt  e  diviso  per 
dx  ;  senza:  quelle  due-  parentesi  ^  ^^'  avremmo^  confuso:  col  rap- 
porto* de!  differenziale  totale  di  z%,  all'  anmento^  indeterminato  di 


Od r  dt  modo  che-  essendo  dz.  =  {^rl\ dixi ^.{^^\ dy y  si  ha 

Jji  =JlIl!—Jl^yll  ^  (^±)^.(^),^,  ove^dfy  :  dx  è  il  rappor- 

4x  dx:  ^dx/         ^dy/   dx.  ^  *•*• 

to  dei:  due  aumenti  indeterminati  dell&  variabili  x.  ed  y . 

Le  due  espressioni  (7^')  »  r  ^^^^  adunque*  diversissime  fra 

lora  :  la  seconda  esprìme  *  il  vero  rapporto  irà  le  due  quantità 
dz  e  dx  i  mentre  la  prima  è  una  espressione  simbolica  la  quale 
non  contiene  in  sost4anza  dx  >  poiché  questi,  è  destinato  a  svani- 
re ad  operazione^  eseguita .  . 

Riprendendo  V  esempio  del  §.  antecedente  nel  quale  abbiam 
fatto»  j&.  =r  ^  (  a*  —  X*  —  y^)j  s' avrà  il  differenziale  totale  del  pri- 
nioi  ordino: 

quello  del  secondo 
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et  Z  —  —7- — . r rTT  """^  "77    r~^ — s         ìTT  •t*  '~ — r r TTT^  ^   COSÌ  Si 

troverebbe  il  differenziale  totale  terzo  ee. 

§.    27.    Da  ciò    che   abbiam   dimostrato  al  §.   124 ,  risulta 

(— -)=/-^);  vale  a  dire  la  differenziale  parziale  di  z  pre- 

^  dxdy  ^         ^  dydx  ^  . 

sa  prima  per  rapporto  ad  x^  poi  per  rapporto  ad  j/,  è  la  me- 
desima cosa  che  la  differenziale  parziale  presa  prima  per  rappor- 
to ad  j^,  poi  per.  rapporto  ad  jc;  e  che  in  generale 

\  ,  m  ,  n  J         \     .  n  .  m  J  \  .  n^^ì,  m,    ' 

dx   dy  Jy  dx  dy         dx   dy 

„  Vale  a  dire  che  per  avere  il  dii&renziale  parziale  (  m 


.4$tmo 


„  n)  della  funzione  z^  preso  m  volte  rapporto  ad  x^  ed  « 
,,  rapporto  ad  y  >  possiam  seguire  queir  ordine  che  pm  ci  pia- 
,,  ce;  possiara  differenziare  un  certo  numero  di  volt«  rapportp 
,,  ad  a?)  quindi  un  certo  numero  di  volte  rapporto  ad^;  torna- 
,,  r€  poi  a  differenziare  rapporto  ad  a?  >  in  quell'  ordine  che  a 
5,  noi  piace  ,  purché  alla  fine  le  differenziazioni  rapporto  ad  a; 
,,  siano  di  numero  ot,  e  quelle  rapporto  ad  j^  di  numero  /z  ,,. 


d  z 


Rammentiamo  che  le  espressioni  come  f— — ^  ^  sono  espres- 

dx    dy  ^ 

sioni  simboliche  >  le  quali  rappresentano  delle  funzioni  di  jc  e  di 
y^  e  debbono  riguardarsi  come  non  contenenti  in  modo  alcuno 
dx  e  dy  i  così  qualunque  operazione  che  debba  farsi  sopra  di 
esse  i  non  può  riguardare  quei  due  aumenti  indeterminati  dx 
e  dy  . 

Siccome  tanto  (p)  differenziato  rapporto  ad  ^  e  diviso  per 
dy ,  che  (  ^  )  differenziato  rapporto  ad  a?  «  diviso  per  dx  porta- 

no  allo  stesso  risultato,  poiché  (j-j-)  ^^(tt")'  qi^indi  è  che  se 
indicando  per  P  e  Q  due  funzioni  di  07  e  di  ^ ,  debb'  essere 

P  =  (^),eQ  =  (^),  fra  P  e  Q  sussisterà  questa  relaziona 
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i^)=:(^),In  gerrerale,  siccome  tanto  (^ ? "j differenziato  p 

volte  rapporto-  ad  5C ,  q  volte  rapporto  ad  y  e  diviso  per 


dx  dy  ,che(^ — -\  diflferenziata  ro  volte  rapporto  ad  a? ,  n  voi- 


te  rapporto  ad  y  e  diviso  per 

il* 

dx^dy    portano  lo  stesso  risultata,  poiché 


(^ ^\  =  {— -*\:  quindi  è  cte  indicando  per 


P  e  Q  due  firazioai  di  x  e  di  j,  se  debb*^ essere  V^=(— — -\ 

d»   dy 

c^  ^=  {^ ^ì,  sussfsterà  fra  F  e  Q  questa  relazione 

dx  dy 


Acciò  dunque  una  espressione  Vdx  H-  Qdy  possa  esser  pre- 
sa per  una  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  una  funzio- 
ne z ,  cioè  possa  esser  presa  per 


<fe  \  J-^     .    /•  dz 


{^) dx -^  {j^) dyy  converrà  che  fira. P  e  Q sia  q^aesta  relazione 

^dy^~^dxJ' 

acciò  una  espressione  Vdx^  -+•  QcCrcfy  h-  P^J'*'  possa  essere  pre- 
sa per  una  differenziale  totale  del  secondò  ordine  di  una  quan- 
tità ;&.,  cioè  per 

(27*)^^''^^Ì7Sz)^dy^i^Jdy%  converrà  che  fra  P,Q, 


B.  vi  siano  le  relazioni  espresse  da  queste  equazioni 

^  dy  ^  -i^  dx' 
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Se  poi  volessero  trovarsi  le  relazioni  affinchè 

Vdx^  -(-  Q<fa?o^  H-  K  cTy*  fosse  una  differenziale  esatta  di  una  fun- 
zione differenziale  del  primo  ordine,  ecco  come  faremo . 

'  Sia  Mdix?  -+•  ^dy  la  funzione  differenziale  ;dél  primo  ordine 
di  cui  ¥dx^  ^Qdocdy  ^^dy"  àttitì  essQxe  la  differenziale,;  il 
differenziale  totale  di  Mdx  -{-  NJy  è 


{'-^)dx'^  {(^)  ^  (^)}d-a;dyH^  (^)flr/:  .dovrà  .dunque 
essère  T  =  (^),  Q  =  (^),  R  =  (^)  -h  (f  ); «  siccome 

^</>»  -'        ^.rfxrfy'*'^,rfi*  ''       "^dydx^f*   ^  dxdy'         \dydxdy'  '"^*  ^.dx^dyr 

sarà  dunque  (  7?)  -f-  (??)^='(  r-^)  1*  «quazion  di  <<condizìone  , 

la  quale  deve  sossistcìje  ttra  i  coefficienti  P/Q^H . 

Nella  stessa  raaniew  si  potrebbero  trovare  le  relazioni  che 
debbono  aver  luogo  ^fra  iP.,  Q  ,  R  ,  S,  acciò  la  funzione sdifferen- 
zialc  Vdx^  H*  ^ìihc'idy^^  Rda7C?y*  h*  Sdy^  sia  una  differenziale 
totale  del  .terzo  ordine  di  una  quantità  jz  9  ovverò  acciò  possa 
quest'  espi;essÌQne  fprendersi  per 

(  ^!  )  d»^-r^  3  {^;)S^-Sy^Z  (  ^)  d/ax^  (0  )dy\ 

e  eoa  di  seguito  - 

Per  esempio  1' .espressione 

J^J?l_-djc»^ ^jm ^^x3y^ 5^1=^^ cfy' 

V (**-*•->•>*         ^^V( il* -*'->•)'  u*u/--r  ^(^•_jp.  _^.  y  ^J 

è  una  dìfFerenziale  totale  del  secondo  ordine  ^  poiché  ponendo 
^        .^^  —  à^  r\ ^i T3  , jp*  —  g* ^ 

stano  soddisfatte  le  suddette  equazioni  Ai  tcondizìonè^  rcome  è  fa- 
cile convincersi  facendo  il  calcolo . 

§  28.  Sia  z  una  funzione  delle  variabili  rx^y  indipendenti 
fra  loro ,  data  per  una  equazione.  V  =  o,  essendo  V  una  funzio- 
ne in  Xy  y  e  z.  Noi  abbiamo  veduto  (  §.  ao  )  che  sussistendo 
r  equazione  V  =  o ,  sussiste  insieme  con  essa  1'  equazione  dif- 
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dV 


(,)....  (fi)d» 


(^)(??)«& 


dz 
dx/  '    ^  àz  ^^dx 

la  quale  si  ottiene  differenziando  la  proposta  nella  Supposizione 
di  ^  costante,  supposizione  legittima  poiché  oc?  ed  j^  essendo  in- 
dipendenti ,  una  non  risente  la  variazione  dell'  altra  :  questa  e- 
qnazìone  si  chiama  il  differ-enziale  parziale  dell*  equazion^fV  isr  gn 
preso  riguardo  ad  a?-  r  ti 

Egualmente  V  =  o  dà  origine  all'altra  equazione  ditferen- 
ziale  parziale  del  primo  ordine  riguardiS  ad  ^,  cioè 


(»). 


•  -  (^5*- 


■i 


dV 


J» 


Hp^y 


o: 


naono  admiqae  luogo  o  ^sassistono  nello  stesso  itempo  queste  tre 
equazioni 

V  =  t) 

sussisterà  dunque  ancora  una  combinazione  tpialu&que  delle  m** 
desime  equazioni . 

Sommando  la  seconda  «  la  terza  eqtazioi^i  s*  uvxk 

(i)-h<a)  =  o,  cioè 

<(S)H-(£)(f:)><r«-*.{{^)H.(S)(f; 

che  h  r  equazione  diflferenzìale  totale  di  V.=  o>  cioè  ifV  =  o. 

Di  qui  si  ricava  questo  Teorema, 

jy  Data  r  equazione  V  =  o  fra  tre  variabili  <x:^y^z  di  cui 
una,  per  esempio  Zy  è  considerata  funzione  delle  altre  dtie>  es- 
sendo queste  indipendenti  fra  loro,  se  prendiamo  la  differen- 
ziale parziale  di  V  facendo  variare  x  ^  e  Y  eguagliamo  a  ze- 
ro y  se  prendiamo  la  difllbrenziale  facendo  variare  jf  >  e  T  e* 
guagliamo  a  2ero,  ed  in  fine  sommiamo  le  differenziali  par* 
ziali  che  equivale  a  dire^  prendiamo  la  differenziale  totale 
facendo  tutto  variare  e  Y  eguagliamo  a  zero  9  avremo  tre  e- 
qaazioni 


{(^)-^(S)cf:)>'^^=<' 


Tom-  II. 


H 


\ 
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r  «  * 


^ 


f  ' 


n  le  qmiK  sussisteranno  ed  ^vratma  luogo*  ip^ieme:  oon  la  data 

Siccome  poi  z  è  nna  funzione  di  a?  e  di  jr,  il  sna  diflferen- 
ziale  totale  sarà  (  §.  as  ): 

Jz  =  (  ^  )  (far  -i-  (  ^  )  d[y.,  e  facendo,  qtiesta  sosfitazioqe.  pqir  «- 

quo zioae  qui  ^pra  trovata 
(  r  )  H- ( 2^)  =  o,  s'  avrà 


•       * 


così  la  differenziale  totale  dell'  equazione  V  =  a,  è  come-  si  .ve-^ 
de,  la  somma  dei  differenziali  parziali  di  Y  per  rapporto  ad  o?^ 
'Ad  yj  e  a  z ,  (  considerate  queste  variabili  come  indipendenti  fra 
lord  )  eguagliata  a:  zeit). 

Se  si  dimanda  il  differenziale  totale  dell^  equaziime  alla  sfè^ 

ra  ( jc  — i'à*y  H-(^  -^  5)*H^  (55  —  e-)*  —  r*=  o ,.  si  fiità  V  =: 

(x — a)*H-(j'  —  è)*H*(2i  —  e)*  —  r%  quindi  '  ^  ■ 


(^)cf*W2(x-.a)cEte       ■ 

« 

e   la  somma  di   queste  difiefeezialii  parziali  3(0^  —  fi)  dar 
3  (^  •-,-  6)dy-4-s^(jz;  —  e)dz=^o  y  sarà  Ja  ricercata  differenzia- 
le totale 

§.  29  Tutte  le  equazioini  chti  .possono-  ottenersi  cambinan^ 
do  in  qualunque  sianiera  le  tre  equazioni 
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uA^i     /-fJVs/dz 


sì  chiamano  equazioni  a  Differenziaiì  Ptirg^iaìi  del  Primo  Or- 
dine; eo6Ì2i  qfi^l«nqiie  equazione  proposta^  la  quale  contenga 

(^)>(^)»  si  4à  il  Bome  d'equazione  a  difFereiJziali  parziali,  poi- 

che  può  considerarsi  come  risultante  dalla  oomLi nazione  di  quel*  * 
3e  tre^  ^ 

Le  combiftaziooi  che'  possono  fàra^con  le  suddette  tre  equa- 
zioni sono  infinite  di  numero  j  noi  però^  ©Itne  quella  chi  ci  ha 
dati  i  difFerenziali  totali^  non  ne  considereremo  che  due. 

1*.  Se  r  equazione  V  =  o  contiene  ^ue  costanti  qualunque 
a>6  potremo  sqmpre  per  mezzo  di  essa .  e  dell' equazioni  (i)^ 
(a)  da  essa  dedotte,  eliminare  Jò  dette ^costanti^ 'ed  ottenere  un* 
equazione  ai  differenziali  parziali  che  non  contenga  alcuna  tràc- 
cia di  quelle  costanti  medesime. 

Per  esempio  T  equazione 

ci  dà  ,. 


i% 


{:r~a)^{2-.c)(^J 


àx 


ed  eliminando  per  mezzo  della,  «econda  e»  4^Ua  terza  *  —  e ,  a- 
vremo  (a^  — «)(^)^  (j'--^)(g)  —  o  che  è  una  equazione 

del  primo  ordine  ai  diiFerenziali  parziali^  nella  quale  non  si  tro- 
vano più  le  costanti  e  ^r. 

Q"6st'  ultima  equazione  è  molto  più  generale  fh^Vx.—* 
^y^(y  —  ày^{Z'—cy'-'r*=Ot  poiché  questa  dipende  dai 
valori  di  e  e  di  r,  mentre  V  altra  ne  è  indipendente. 

a*.  Se  l'equazione  V==o  contiene  oltre  le  variabili  a?,^, 
z  una  funzione  p{p)  determinata  o  indeterminata  della  quanti- 
tà p  ancora  essa  funzione  di  XyjfyZt  si  potranfto  sempre  per  mez- 
zo di  V  :=  0 ,  e  delle  eqaazioni 


(S)-^-(f  Kg)-»-  {(g)(£)H.(i^)>(  g).(^) = <» 

(  (f>  tiene  luogo  di  ^jpt  )  ^  la,  prima  delle  quali  è  il  difFerenzia* 
le  parziale  di  V  =  o  rapporto  ad,  x  e  diviso  per  dxy  e  la  se* 
conda  è  il  differenziale  parziale  rapporto  ad  jt  e  diviso  per  dyx 

si  pQtranna  eliminare  le  due  quantità  <p(p)  e  (■^)t  e  si  ottet- 

*f  > 

rà  un*  equazione  ai  differenziali  parziali  del  primo  ordine-  y  la 
quale  non  conterrà  più  traccia..  alcau%  della,  fonzswe ,,  e:  sarà  per-^ 
ciò  indipendente  da  essa  • 

Per  esempia):  onde- eliminare  dall' eqoazìonct 

z  — '  y.^{x*  -f^y)>H-  »y  =  o  la  funzione  ^(*^-+y)>-  *e  ne 
prendano  i  differenziali  parziali  primi ,,  dd  avremo,  quest'  altre, 
due  equazioni  (  »  pone  p,  per  oò*^y*) 

per  mezzO/  della  quali  e.  della  proposta  9;  otterremo^ 

in  cui  non  si  trova  più  la  funzione^:  ^  (  j:?*  •f-y  )  . 

§.  30.  Noi  abbiamo^  detto  al  §;  a8  che  sussistendo)  fra  le  tre 
variabili  es  ^y'^z  Tina  equazione  qualunque-  V"=30,,  hanno  luo- 
go e  sussistono  insieme-  con  essa  le  due  equazioni    . 


(»).-(f)-i-(^,)(^')-o- 

Ora  ciascuna  di  queste  due  equazioni  può.  differenziarsi  e. 
rapporta  ad  ap  e  rapporta  ad  y  i  cosi  avendo  luogo  o.  sussisten- 
do r  equazioni  (  1  )  >  (  a)  >»  sussigteranna  anche  le  quattro^  equazio- 
ni cbti  si  potrebbero  da  esse  ottenere:  queste  quattro  equazioni 
sono  ; 
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!*•  Il  differenziale  parziale  della  prima  equazione  rapporto 
ad  X  :  2*.  il  differenziale  parziale  delta  medesima  equazione  rap- 
porto ad  y  i  5\  il  differenziale  parziale  della  seconda  equazione 
rapporto  ad  a?  r  4'.  il  differenzisde  parziale  della  medesima  rap- 
porto ad  jr .  Di  queste  quattro  equazioni  la  a*,  e  la  3*.  sono  iden- 
ticamente la  stessa  cosa  %  poiché  ciascuna  di  esse  è  il  differenzia- 
le secondo»  di  V  =  a  presa  una  volta  per  rapporto  ad  a;  ^  ed 
una  per  rapporto  ad  ji'  ?  la  i  *.  è  il  differenziale  del  secondo  or- 
dine di  Y=  o  preso  due  volte  rapportp  ad  a;  j  e  la  4*-  è  il  dif- 
ferenziale del  secondo,  ordine  della  stessa  V  ===  o  preso  due  vol- 
te rapporto  ad  j .. 

Dunque  sussistendo  fra  le  variabili  oc  ^y  ^z  una  equazione 
V  =  o  V  sussisteranno  anche  nel  medesimo  tempo  le  due  equa- 
zioni che  esprimona  i  suoi  differenziali  parziali  del  primo  ordi- 
ne, e  le  tre  equazioni  che  esprimona  i  suoi  differenziali  par- 
ziali del  secondo  ordine . 

Il  medesimo,  ragionamento,  ci  conduce  a  questo  Teorema 
Generale .. 

,9  Sussistendo  fra  tre  variabili  XyyjS^  una  qualunque  equa- 
)»  zione  V  =  o ,.  sussisterà  ed  avrà  luogo  iusieme  con  essa  un 

^  di  lei  diffèrenzialie  parziale  qualunque  dell'ordine  (oth-^) 
yx  preso  m  volte  rapporto  ad  a?  ed  /z  volte  rapporto  ad  j/  „  . 

Tutte  queste  equazioni  a  differenziali  parziali ,  le  quali  sus- 
sìstonOi  insieme  eoa  V  equazione  V  =  q  da  cui  dipendono  ,  ap- 
partengono iut  conseguenza  alla  medesima  relazione  di  variabi- 
li,.  e  possono*  nella  soluzione  dei  Probliemi  tenere  il  di  lei  luogo  . 

Le  combinazioni  ancora  che  possona  farsi  eoa  queste  equa- 
zioni (  e  che  si  chiamano  Equazioni  a  Differenze  Parziali  del 

primo  Ordine  se  contengono  (~),  ovvero  (  —  );  deZ  5*eco>2(io  se 

contengMO  (^),, ovvero  (^^),;  ovvero  (^)r  e  così  di  segui- 

to«  );  sonO'  equazioni  che:  sussistono  ancora  esse  nello  stesso  tem- 
po che  sussiste  Y  =  o  .. 

E'  facile  concepire  che  qneste  combinazioni  sono  infinite  di 
numero,  secondo  V  arbitrio  del  Geometra  :  ma  non  se  ne  consi- 
derano ordinariamente  che  di  tre  sorte:  cioè  quelle  che  ci  dan- 
no le  equazioni  differenziali  totali  :  quelle  che  ci  danno  Y  elimi- 
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nazione  delle  costanti  ;  ,e  quelle  che  ci  danno  Y  eliminazione  del- 
le funzioni  ;  anzi  soltanto  Ja  consideKizioue  di  queste  ultinjc .  è 
di  qualche  vantaggio.,  Y  altra  essendo  piuttosto  una  sterile  com- 
binazione analitica  e  niente  piiì . 

Riprenderemo  questa  Teoria  nel  Calcolo  Integrale ,  nel  qua- 
le principalmente  essa  lia  la  sua  applicazione . 

§.31.  Dopo  ciò  che  noi  abbiamo  detto  sopra,  le  funzioni 
di  due  variabili ,  sarà  facile  trattare  delle  funzioni  di  qualunque 
numero  di  variabili. 

Sia  dunque  z  una  funzione  di  quante  si  vogliono  variabili 
X  ^y  yUjt  ec. ,  indipendenti  fra  lóro  :  è  chiaro  che  essa  potrà 

differenziarsi  rapporto  a  ciascuna  di  queste  variabili;  che  (— )d.T^ 

{j)dyy  {■j^)du^  ( ^ ) d^  ^c.  j  saranno  i  diflferenziali  parziali  pri- 
mi di  essa;  e  che 

(f:)rf«H-(f:)<ir-KS)<?«-t-(S)'?*-K>c., 


dy 

aggregato  dei  diflfeienziali  primi,  sarà  il  difieretiziale  totale  del- 
la stessa  z  che  npi  indicheremo  per  dz ,  ed  avremo 

Per  esempio ,  facendo  a  =  \/  (  »*  H-^*  -+^  w*  )  »  avremo 


rf«^^^ —  »à»  ./<'«\^« —  yày 


r^.)d«  =  .,...lZ^^.'Cé)dy 


(^)du  — -"^ i- .  e  quindi 


dn  \  ^-. udu 

y 

Ora  siccome  le  variabili  x^y^u^t  ep.^  sono  indipenden- 
ti,  e  la  variazione  di  una  non  influisce  sopra  le  altre  ,  quindi 
è  che  si  potranno  considerare  variabili  quelle  che  ci  piace,  ri- 
guardando nello  stesso  tempo  le  altre  come  costanti  rapporto  ad 
esse:  sarà  dunque  per  ciò  che  è  detto  ai  §§.  24^  27  , 

^dxdy^         ^  dydx^ 
f   d*z    \  •    d*g   \ 


y 


\ 
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€c.        ec. 

^  dyd»  ^         ^  dudy  * 
'  dydp  '         ^  dtdy  ^ 

ec.         ec. 

^  dudt  ^  ^  dtdu:  ^ 

ec.         ec. 
Acciò  dtinque  l'espressione, 


nella  qaale  P>Q,R^S  ec,  sono  funzióni  di  x-.y^u^tGc.^  pos- 
s^.  essere  presa  per  il  differenziale  completo  dz.  di  una  fnnzio- 
ne  z  dellfc  stesse  variabili ,  possa  esser  presa  cioè  per 

converrà  che  fra  P,Q,R  ec.^  abbiaHsi  qnest'  equazioni:  di  con- 
dizione 

(£)  =  (f)>(^)  =  (|)ec.. 

Noi  abbiamo  veduto  al  §.  a8  che  se  V  =  o  esprime  una 
equazione  fra  x  ryyZi 

(^)dx^(^)dy^(^)dz  =  o,  Ccheè  T  aggregato  dei  dif- 

fereuziali  parziali  di  V  eguagliato  a  zero  )  rappresenta  il  diffe- 
renziale totale  della  medesima  equazione  V  ==  6 . 

Dunque  acciò  una  equazione  Vdx  ^  Qdy^Tìdz^o  pos- 
sa essere  considerata  come  il  differenziale  totale  di  una  equazio- 
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ne  V==o,  essendo  V  nna  funzione  delle  variabili  x^y^z^  con- 
verrà che  fra  i  di  lei  coefficienti  P  >  Q  >  R  si  abbiano  queste  tf e 

equazioni  \ 

/-1P^_/^^Q^    |r^P^_/rfR^    C^'i—(^^ 

Essendo  z  una  funzione  delle  variabili  x^y^u^t  ec.^  se 
il  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  z  >  cioè 


si  differenzia. prima  per  rapporto  ad  x,  avremo 


se  lo  stesso  differenziale  totale  del  primo  ordine  «i  differenzia 
e  rapporto  ad  y  >  e  rapporto  ^d  i^  ec. ,  eP  si  sommano  i  risultati 
di  tutte  queste  differenziazioni ,  avremo  V  espressione 

(  ^^  )  dx- -<- a  (^^  )  d«<Jj,  H- a  {  ^^  )  <i«<ia -h  «e. -K  £-:  )  rfy 


<iyru'^dydu^ec.^{^^)du^ 

che  sarà  il  differenziale  totale  del  secondo  ordine  di  z ,  funzio- 
ne di  quante  si  vogliono  variàbili  x^y  ^u  ec.  ^^uesto  ditìVren- 
ziale  totale  del  secondo  ordine  diffei^nziato  rapporto  a  ciascu- 
na variabile <,  e  sommatine  i  risultati  ^  «i  ^dà  il  diffei^nziale  to- 
tale del  terzo  ordine ,  e  così  di  seguito  >• 

Noi  .crediamo  inutile  di  trattenersi  di  pm  %  dar©  le  formu- 
le generali  per  i  differenziali  totali  delle  funzioni  tìi  qualunque 
numero  di  variabili  ^  poicliè  queste  possono  dedursi  da  quanto 
abbiam  detto  qui  sopra  ^  ^d  ai  §§    26 ,  27. 

§.  3(2-  Sia  ora  5J  una  funzione  implicita  di  quante  si  voglio- 
no variabili  x^y^u^t  &Q.^  data  cioè  per  l'equazione  V==p,  es- 
sendo V  nna  funzione  qualunque  di  a?,j^,7^>*  ec,  z. 

Siccome  fra  tutte  queste  variabili  si  ta  nna  sola  iequajjione  » 
così  una  di  esse  >  la  z  per  -esempio  ^  ^  determinata  per  mezzo 
di  tutte  le  altre,  i  valori  delle  quali  restano  al  nostro  tirbitrio. 
Dunque  T  equazione  Vr^o  sussisterà  per  tutti  i  valori  possibi- 
li che  possono  darsi  alle  .variabili  a:,^,r/,f  ec  ,  le  quali  si  con- 
siderano indipendenti  fra  loro  >  o  tali  che  una  non  risente  la  va* 
riazione  dell*  altra  • 
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Segue  di  qui  che  considerando  la  sola  x  variabile  9  e  le 
altre  costanti ,  V  equazione  V  =  o  ci  conduce  ad  un*  altra  e- 
quazione  (  §.  120.  ) 

(SK«H-(f)(f:)<j«=o,. 

che  è  il  differenziale  parziale  del  pi-imo'  ordine  di  essa  rappor- 
to ad  xi  egualmente  insieme  con  V=:o  -sussisterafloo  ancora  gli 
^altri  differenziali  parziali  del  primo  ordine  «  rapporto  ad  y  e 
rapporto  ad  u  e  rapporto  a  t  ec- ,  cioè 


(^)d„^(^)(*)d«=0 


'ec#         "Cc»  vC« 

Differenziando  questi  differenziali  parziali  primi  >  «*  irrait- 
no  i  differenziali  parziali  del  secondo  'ordine  %lie  saratiùo  altret- 
tante equazioni  che  snssistcraniio  insieme  con  la  proposta;  e  que- 
ste di  nuovo  ^dìflèrenzìate  >  'ci  daranno  ì  'difiètcuziali  parziali  ter- 
zi ,  e  così  di  seguito".  •  • . 

la  generale  sussistendo  ìEina /esazione  Vtzso  fra  un  qua- 
lunque numero  d^  v^rìfibili  oc:^y ^  Uy  t  ec.^'c  z^  sussiste  iasieme 
con  essa  un  di  Ipi  differenziale  parziale  di  qìiaibnque  ordine  (m 


n^t^Ti^^  ec.)  ^    ,  preso  m  volte  rapporto  ad  x^  «'rappor- 


to ad  ^>  r  Rapportò  ad  U ,  h  rapporto  a  ^  ec 

Non  solo  tutte  queste  equazioni  ohe  sono  i  differenziali  par- 
ziali >  ina  ancora  tutte  Je  'combiaazjoni  che  di  esse  poss6h  farsi , 
sono  equazioni  chfe  sussistono  inacffie  con  la  proposta  V  =  o  ; 
così  ì  differenziali  totali  di  primo  >  di  secondo  1  di  terzo  eq.  or- 
dine formano  tante  equazioni  che  sussistono  ed  hanno  luogo  in* 
sieme  con  la  medesima  » 

Sommando  tutti  i  differenziali^  parziali  del  primo  ordine  qui 
sopra  trovati ,  si  ha  .      . 

Tom.  IL  I 
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che  sarà  il  difllerenzjale  tarale  del  primo,  ordine  di  V"=o. 
Ora  ia  osservob  che 

dunque  questa  differenziate  totale  potrà,  essere  anche  rappreseli- 
tatO;  dair  equazione^ 

«  '  *      I      '         *  . 

Per  avere  cioè  ,,  il-  différensìaTe  totale  prittìa  di  una  qua- 
fy  lunque  equazione  V  =  o?,  nella,  quale  il  pKÌmo^ xMinibra  è  fiui- 
yy  aiooe  delle  variabili  Xyy^UytyZ  ec ,  conviene- 'eguagliarir^  a. 
^).  zero  là  somma  di  tutti  i  différenisiali  parziali  di  esso  ,.  presii 
,5t  relativamente  a.  ciascuna,  variabile,  (  z  inclusLve  ) ,  come  se  que- 
,5,  ste  fossero  indipendenti  fra  lòra  >» . 

Essendo  aduuqpe  proposta,  un' 'equazione  differenziale  di-  qué- 
sta fi^ma. 

Vdx^'i^Qdy  -4-B  dk  --hSdt^  Tds  h-  ce.  ==  o- 

acciò  essa  sia  il  dìffèrenzìalè  rotate  priiso  esatto  di"  tmi  e(juaziò- 
iie  V"=o  fra.  le  variabili  ap.,j^,M,jf»2?*  ec  »  converrà  che  fra  r 
suoi  coefficienti  P',Q,^R  ec,  si  abbiaqo^  queste  cqnaziónr  di  cotìr- 
dizione.  ,  . 


(^)=(?)  «<=• 


Egualmente  trovando  le  formolb^  clìe  espriinono  x  différen- 
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fiali  totali  degli  onlmi  .superiori ,  -sì  potrebbero  avere  facilinea^ 
te  le  equazioni  di  condizione^  perchè  delie  «spressioai  differen- 
ziali proposte^  fossero  differenziali  totali  «satte. 

*§•  33-  Oltre  4e  combinazioni  tddle  eqnazioni  a  differenze  par- 
2Ì^ì^  le  quali  ci  danno  i  difi^erenzialì  totali.,  se  ne  fanno  anco* 
ra  'àéHo  altre  e  per  rclimìnaziooe  ddle  cosnmti  y  <«  per  r^limi* 
nazione  delle  funzioni  :  noi  mostrepeme  tutto  questo  nei  «differen- 
ziali parziali  del  primo  ordine  >*  riserbaodoci/9  come- abbiamo  det- 
to (  J.  :3o.  )  a  jisurlarae  piiì  estesamente  nel  €!aIcolo  integrale . 

Le  equazioni  che  rappresentano  i  differenziali  parziali  del 
prime  -ordine  9  divise  respetàvamente  per  €tx^  dy-y  du^  dit  ec.  > 
insieme  con  la  proposta  formano  il  '«segnai»  -sistema  4'«qaizio- 
vì  simultanee  t  e  «ussisteati  nelle  ^stesse  les^  : 


/ 


€c.  ec. 


1  baimo  «dunque  tante  ^etp3a):iom  q^iaate  solio  le  vaiìabili 
^^yjUyt  ec.9  z.  Siano  queste  variabili  di  numero  n»  ed  a- 
▼remo  n  equazioni  che  sussistono  nelle  stesso  témpo>  o  che  ap- 
parteugono  alla  stessa  relazione  delle  variabili  > 

Se  dunque  in  queste  equaz^eui  u  ritrova  tia  nufiiero  n-^  i 
di  >qaantità  costanti  <i^b^c  ec.  1  potranno  queste  eliminarsi  9  è 
potrà  sempre  ottenersi  una  equazione  Ai  differenziali  parziali  del 

primo  ordine  in  «,j',tt,f  ec,  «,  «  (S)^'^^^»^^^»^^^**^» 

la  quale  non  cbntenga  alcuna  t):flcbia  delle  medesime  costanti  1 
^e3ta  equazione  apparterrà  ;iUa  stessa  relazione  di  variabili,  cui 
apparteneva  la  proposta  9  e  sarà,  molto  più  generale  di  lei  9  in 
quanto  che  è  indipendènte  dal  valore  di  queUe  costanti .  JNelle 
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applicazioni  che.  faremo  del  QJcolo  Differenziale  »  vedremo  in 
che  cosa  consiste  la  nia^io,r  generalità,  dello  e^na^ioni  difFeren« 
ziali .  .  / 

Rapporto  alV  elimìnsizione  dellq  funzioni  >.coii9ÌderiamOinn'e«- 
quazione  fra  qn^ttra  variabili.  ^  >  ^  «k  t.  z  »  ed.  uqil  funzione  f>  (p  > 
q  )  determinata  r  o  indeterminata,  di.  p  e  di.  q  >  essendo  aocb^ 
queste  quantità  due  funzioni  date  in.  x  ^y ,  :^,  «  », ^  lapppqsentui- 
mo  quest'equazione  per  *,  .  • 

^{^  %y  yU  yz  ><p{pyq))  =5  Q  >,  o,  semplicemente  pei:  i'';=  or.. 

Sussìstendo  Y  equazione  1*  =  q  ,^  aviranno.,  Inogo^  insieme  con.  es-- 
sa  (  §}  s%  ).  i  tre  dj  lei  difFereoisìaJi.  pa.rziali.  del  primo,  ordine  », 
e  rapporto,  ad  x  e  rapixutp.  ad  Jf  e:  capftoino,  «d.  m,  ayremo^ftr- 
duaque  le  quattro,  equazioni 

F  =  o,  .  '. 


^rXin} 


h 


(f  ) H^{£),(^).-«r  {(^)t{|);  H>(e:)(0)]> C*)[(fi) H. 


(gK|)]> 


f. 


che  siissìsterantìo  nello,  stessòi  tempo  .  .,      .\ 

Se  per  mezzo  di  quefete  equazione  elimiìaeremo;  le  tré  'quan-- 

tità  ^>  (  — )>(2)>.  avrema  nna:  eqnaziojaa  ai  differenziali;  parzfa- 

li  del  primo  ordine  m  x^jf^Ut,  a.,,  (^>,(5),(^)»>  quale 

iloa ' conterrà'  più  la  funzione'^  i  ed  appertecrà  alla  stessa  rela- 
zione di  variabili  ^  cui  apparteneva  la  proposta  .• 

Se  r  equazione  fosse  fra  cinque  variabili  x  ^y  yUjW^^z  ^ 
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si  potrebbe  eliminai^,  da.  essa.  mia.  £bazioae  ^(p  t^tr)  delle 
quantità  p^q^rr  fanzioni  date,  di  qaelle  yariabilì ;  in  generale 
la  funzione  da.  eliminarsi  può.  essere-  composta,  di  tante  quanti* 
tà  p  )  ^ ,  r  ec  )  quante  sono,  le  variabili  meno  due .. 

JPer  eliminare  da.  una.  equazione  più  di  una.  funzione },  con- 
verrebbe pasiare  alle  qqua^cioni  ai  difTerenziali  parziali  degli  or- 
dini superiori;  vedremo  tutto,  questo,  nel  Calcolo  Integrale ,,  ove 
stabiliremo  i.  Teoremi  che  determinano,  il  numero,  delle-  costanti 
e  delle  funzioni  che  deve  contenere  uà*' equazione- ,.  dalla  qua- 
le per  inezzo  del^l'  eliminazione;' di  es^i  pp^s?  considerarsi  come 
ottenuta  un'  altra,  equazione  ai  differenziali,  parziali  di  un  certo 
ordine . 


'.'. 
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^■i>w>*^p*«1««vwa»iWM«B 


Uso  del  €tdcólo  Differenziale  ' . 
nelle  Ricerche  di  Pura  Am 


1  Svilappo  ilelle  Funziooi  in  Sexie^ 

%.  24f    (VT'^'  àbbiftino   veduto  al  $.  5.  che  rappresentan- 
J..^    do  per  <p{«)  una  qpakiaque  funzione  M  Xy 
è  sen^n» 

qualunque  sia  la  quantità  i  >  di  cui  ^  aumentata  la  x .  4^uesta 
formula  .serve  a  sviluppare  qualunque  funzione  ^ella  quantità 
x^^^  in  fierie  secondo  le  pQtenze .ciesceati  ed lutkie  di i .  JSs-^ 
sa  è  coBvergente  quando  0  <  i  « 

Se  ora  facciamo  101?  =  0.9  avremo 

*(»)=f(»)-+n^)-+i{^)-«-««>. 

pnrchè  nei  coefficienti  {^),(^^)  ec.^  ad  operazione  esalta 

pongasi  teto  invece  di  re  ;  e  siccome  4  Tappresenta  una  quantità 
qualunque  >  così  potremo  rimettere  x  invece  di  i:  sarà  allora 


(F)....^(«)  =  ^(o)^a.(f^)H.^(0)H.cc. 

purché  9  eseguite  le  differenziazioni  1  si  faccia 
«  =  o  in  (£),(£•)  ec. 
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Qiiest\  ultima  formala  serve  a  sviluppare  in  serie ,  secondo  le  po- 
tenze cres«enti  ed  intiere  di  a?,  una  qualunque  funzione  (f>{x) 


Per  fame  alcuno  esempio»  si  cerciii  la  sene*  che  esprime 
A  sen  (  07  H*  A  )  secondo  te  potenze  di  0  . 
La  £»^rmnla  (E)"  ci  dark 


(f?!Af??i?)il^ec. 

^         ^JT*         ''2:3 

Ora  i  diilerenziali  succedivi  delf  Asenx  sono  stati*  trovati  al 
§.14;  sostituendoli  dunq^ue  in  q^iesta.  serie  >  dopo  averli  divisi 
per'  xfic  ,  avremo^       '" 

Asenix^ò)=Asenx^ — t_H- f!^^^'-^^'^^^.^ 

ti— «M^)J*  flL(i— JTJp)»        2.3(1— ;pjr)a 
'  '   ■                ■  •  1^            ■  -  ■  ■■■■         . .  ■  ■    .  ^^*   VV/*- 

a.3.4(<  — **y»  2.3^4::5(i^«r)*2^*        '    1 

Quando  dunque  sarà  conosciuto  l' iureo  il  cui  seno  è  x  » 
sì  potrà  trovare  Y  arca  il  x:ui  seno  ^  a;  h«  1 9  se  4  sarà  una  quaa* 
cita  molto  piccola  per  rend^r^  k  serie  convergente . 

La  serie  (F)^  ci  darebbe  A  seri  x  espresso  per  le  potenze 
crescenti  intiere  di  ot  ìa  qioeflta  guisa 

A  sen  X  =  a?  -i-  -^  H-  —^ H?  cc:> 

Vogliasi  9  per  un  altro  'eSèrripio,  ridurre  ih  strie  ordinata 

secoodo-  le  potenze  di  x-.  la:  quàntica  «  - 

•     Si  faecia  per  questo  Ajs^n^x  :;?:  &,  jg  si  prendano  i  difierea- 

ziali  di  a  . 

Avremo  (  ponendo  Ioga  =  p.)  '     ' 
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(  S?) =°'{^(S)'M-6p'(g)'(g),-^..#(£)(^:),H- . . . . 


3p-(£)-H.^r^:)> 


co. 


Ora  dal  §.  1 4.  si  hanno  i  valori  dei  difFerenziali  idi  "  z  = 
A  sen  X  j  i  quali  facendo  x  =  o  ^  divengono  •     • 

(f:)=''(S)=°'(0)="(.^)=°.(S) =9'  «»•' 

dunque  quando 'a?  =  o,  avremo  a*  :±=  i,  (i^)=r]3,(^)  = 

E  perciò  la  serie  ricercata  sarà 

-  -■   . 

a  =0  ^^-i-pa;-^-^; *"       s.i      *  ^     a. 34     * 

3..3>4>5  '  ;•  "    • 

1 

Noi  raccomandiamo  ai  nostri  Lettóri  d^  eisi^rcrtirsi  in  questi 
sviluppi-,  al  qual  fine  pófesooo  vedere  il  Cap^  IV.  ideila  45èconda 
Parte  del  Calcolo  DifFerenziàle  *d©l  Sig.  Btoflet .  i 

§  35-  Le  due  formule  (E) ,  (F)  ^che  t»Ll)iarao  date  al^. 
antecedente  >  finiscono  quando  alràiaóc. da 'qiiei •  coefficienti  diffe- 
renziati è  nullo,  e  lo  sono  uucora  i  differenziali  successivi^  ec- 
cettuato questo  caso ,  esse  vanno  all'  infinito  . 

Ora  facilmente  si  comprènde,  ehe  cotomettcremo  un  errofe 
nel  fare  uso 'iii  una  sene  iafmita',- della  quale -si^  prendeì:à  sol- 
tanto un  certo  numero  di  termini  trascurandone  il  mestante-,,  e 
che  quest^ errore  sarà  tanto  maggiore,  quanto  èpiù;grande  il  nume- 
ro dei  termini  che  si  trascuraiio,  o  ijuanto  è  minore  il  nuinero  di 
quelli  che  si  ritengono .  Accade  in  molte  ricérche  Oje  yer  quan- 
to la  serie  «sia  convergeute^  è  necessario  tenèt  xonto  approssima- 
tamente di  questo  resto,  o  presoriverll  i  -liaitir^copro  ai  quali  si 
ritrova,  per  poter  fare  un  rètto  giudizio  s^^a  T  errore  Che  si 
commette  nel  trascurarlo . 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  GAP.  IIL  7/» 

Per  qnesto  noi  ci  tratterremo  ad  esporre  un  interessantissi- 
mo  Teorema ->  il  qmle  oltre  a  soddisfare  al  bisogno,  ci  sommi- 
nistra anche  la  maniera  di  dare  alle  serie  nna  tal  forma  finita 
che  i  ragionamenti  e  le  consideraziom  appartenenti  alle  intiere 
loro  somme  ^  possono  con  tntto  il  rigore  Geometrico  applicarsi 
alle  medesime  ridotte  sotto  quella  forma  medesima. 

(») 
Indichiamo  per  <&'(a?),  p^'ix)^  p''{^)-ì  -  ^ . .  ^     (*)  le  fon- 

zìoni  (g),(0),(^), ... .  (g),  e  la  formula  (E)  diverA 


3 


i.a...(« 


Supponiamo  che  fermandosi  al  termine f~ p*  '  ( « ) 

vogliasi  stimare  il  resto  che  si  trascura^  e  facciamo 

Ora  se  sviluppiamo  in  serie  secondo  le  potente  di  p  la  fnn^ 
zione  p     {oc^p)y  essendo  p  nna  quantità  qnalunqne^  avremo 

^     (a?H'P)  =  ^     aJH-p^  x^^p  a? H«  ec.  Clio  pre- 

messo  9  si  paragonino  le  tre  serie  »  quella  cioè  che  nasce  dalla  snp- 

posizione  di  jp  =  o  nello  sviluppo  di^      (*H*p)>  qnella  che 
rappresenta  il  resto  R  da  trascurarsi  y  e  quella  che  nasce  dallo  svi«* 

luppo  di  p     (^H«i^  facendovi  psO^ 

p     (a?H-o)=^     (a?)H*  OH-  o      H-  ea 


i.a 


Tom.  //•  K 
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I  primi  termini  di  queste  tre  serie  sono  eguali  :  rapporto 
agli  altri  termini ,  h  facile  osservare  che  ciascuno  dei  termini  del- 
la serie  la  quale  rappresenta  R  >  è   maggiore  del  coiTispondeo* 

I  ,  te  nella  serie  superiore  p      {x^o)i  ed  h  minore  del  suo  cor* 

rispondente  nella  serie  inferiore  (p^  {x^^6).  h^  pTÌmd.el3,teT-^ 
za  serie  sono  adunque  i  limiti  della  seconda  >  e  le  loro  som- 
me sono  una  maggiore  Y  altra  minore  di  R  i  di  modo  che  se  in 

vece  di  ft  prendiamo  nello  sviluppo  di  f>      (x*^6)  nn^L  quanti- 


tà p  minore  di  essa ,  tutti  i  termini  di  quello  sviluppo  diverran- 
no minori  ^  e  s'  avvicineranno  ad  essere  eguali  ai  termini  com- 

ponenti  il  valore  di  R:  dunqu©  R  sarà  eguale. a  <p     (x^p) 
supponendo  p  maggiore  di  zero  e  minore  dj  d ,  ed  avremo 

p {x,^  i)  :=^  (p{x)  ^  ùp' {x)  ^  ^(p" (x)  -H  .........  -h 


2.3. .•*«*  — *  ^        a.S'«»« 

essendo  p  >o^  <  fl  ;  per  quanto  adunque  p  sia  una  quantità  in* 
determinata  sono  però  determinati  i  suoi  limiti .  ^ 
Ecco  il  Teorema  che  si  deduce  da  tutto  questo: 

TEOREMA 

§.  36. ,,  La  serie  infinita  nello  sviluppo  di  ^(a?-+»0>  i^comin- 
t,  ciando  da  un  termine  qualunque  >  è  sempre  eguale  al  valore 
„  di  quello  stesso  termine,  ponendovi  a?H^p  in  luogo  di  xi 
„  p  essendo  una  quantità .  contenuta  fra  o  e  fl .  ,, 

Questo  beL  Teorema  potrà  in  molti  casi  servire  a  calcola- 
re il  resto  dei  termini  che  non  si  ritengono  in  una  serie ,  la  cui 
convergenza  non  ci  permette  di  trascurarli  senza  temere  d' in- 
certezza nei  risultati . 

4  Facciamo  nella  formula  qui  trovata  per  Io  sviluppo  finito 
di  4)(a?H-fl)>  a?=.o,  e  quindi  fl  =  a?,  ed  avremo  lo  svilup- 
po di  una  funzione  <p  (x)  in  serie  secondo  le  potenze  di  a?j  ©• 
spresso  in  termini  finiti  in  questa  guisa 
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«5seodo.Jp  uoa  quantità  indetermiaata  contenuta  fra  zero  e  x^ 
cioè  p  >  o ,  p  <  a?  • 

Siccome  n  può  essere  qualunque  ^  così  potremo  terminare 
la  s^rie;  al  secoiidO)  terzo  ^  quarto  ec.^  termine  come  più  ci  pia- 
ce i  ed  avremo . 

Per  la  «erie  che  ci  dà  lo  sviluppo  di  (p{x^i)*i 

p{x ^^)^^  P{sg)  ^  ^(p' (x  ^ p) 

a 


f  (« -*- fi)  =  ^ (»)  H- ^^'(a?)  H- ^^"(«  H-p) 


9.3 


j^*'"'^*-^?) 


ec.  ec- 

Fer  la  serie  che  ci  dà  lo  fivìlnppo  di  p(x)f 
p{x)z=:po'^xp'p 

p{x)  =  (po^xp'0'h~P'p 

^ (ac)  ==  <po  H-  xp'o  -4-  ~ ^"o  H-  —  P"'p 

a  *  *  3 

ea  ec. 

Facciamone  un  esempio. 

Quale   è  la  serie  chc^  esprime  lo  sviluppo  di  — I-,^non 

prendendone  che  due  termini  e  tenendo  conto  del  resto? 

Facciamo  ^(a?  h-  •)  =  -^  >  e  perciò  a  =  4>  ^  (x)  = 


/ 


7^ 
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r 

L  e  quindi  (g) 


f '(  *1  = 


n*)=-^.  « 


f "(« H-|))  ==  j7~ji :  dttn^«; 


:    **    ,  essendo  p  una  qoantità  contenota  frt 


i_  ...  \  _  ,    * 

o  ed  a. 

Per  le  semplici  regole   della   divisione  ùifatti  si  ottiene 


.1 


.  :  ora  il  denominatore^  a;*(.a-<{r^) 


OOP'  -4-  a?*  può.  divenire  eguale  ad.(  ac  -4-p)?  ovvero  »* -1-3x1? 
33^*  -hp*  »  prendendo  per  p  una  quantità  >  o,  e  <  a;  poiché 
o  ci  dà  («H-p)*  =  «%  e  p=  a  ,  ci-  dà  (  a?--f-p  )' 


2= 

natore  a? 


sax 


3a'»Hra',  per  il  che  si  vede  che  il  vero  denonù- 
ax^  h  intermedio  alle^  due  quantità  x^  y  ed 


a' 


30^  a  H-  3«  « 

§•  37-  Passiamo  allo  svilo ppa  delle  funzióni  a  pia  variàbili . 

Rappresetitando  per  p{x^y)  una  funzione  z  delle^ due  va- 
riabili X  ed  y  j  abbiamo  veduto  al  §.  {  25  ),  che  qualunque  siai^ 
no  (0  e  9y  si  ha  sempre  (  si  scrive  (f>  per  p(xjyyy 


^{x^tjii^y 


«)  =  ^(a:,j.)H.(Ì|)u) 


{  -7--  )  —  — ♦•  ec: 


dx' 


(^)»-^<^)««-^«^- 


ec. 


ec. 


Per  mezzo  di  questa  formula  possiamo  sviluppare  una  qua- 
lunque funzione  ^{x^ijò^y ^^y  in  una  serie  ordinata  per  le 
potenze  ed  i  prodotti  delle  due  quantità  u)  e  0 . 

Se  in  essa  facciamo  x  =  y  =  o  j  e  se  dopo  questo  >  po- 
tendo u)  e  0  essere  qualunque  >  poniamo  come  abbiam  fatto  per 
una  sola  variabile  al  §.  35  >  invece  di  essi  ^  ed  ^,  avremo 


•"S- 
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f(,,j,)  =  ^(o,o)-|.^(g)H.(^)£   H-eo. 


-t-(^)^  -4.ee 


eo. 
purché  a  differenziazioni  eseguite  facciasi  «  =;=  o ,  j^  =  q.  nei  coef- 

ficieti(g),(l^)ec. 

Quest'  ultimar  fòrmula  ci-  dà  il  mezzo  di  s^vilappare<  una 
i^ualuuque  funzione  di  due  variabili  in  serie  ordinata  per  le  po- 
tenze e  per  i  predotti  delle  medesime . 

Le  due  ritrovate  serie  sono  in  gedj&rale  composte  di  un  nu- 
mero infinito  di  termini;' ma  per  mezzo  di  un  ragionamento  si-^ 
mile  a  quello  del  §.  antecedente  possono<  ridursi  ad  una.  for^ 
ma  finita  • 

Indicando  per  ^'(«»j{)  la  funzione  (^)i.  per  p,C^  ^y)  ^^' 
funzione  (^)»  per  p''(x,y),  la  funzione  {—)'*  per  p\{x,j^)  la- 

unzione  (-^);  per  p,X^ìy)  la  funzione  C^)  ce.  ec.  i;.trove- 
semmo  secondo  il^  citato  ragionamento. 

se  vogliamo •  fermarci  alle  piime  potenze  degli  amnenti  (i))d:  ov« 
vero 


t   *   »       -* 
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se  vogliamo  fermarci  alle  «Bconde.  potenze: 'ovvero 

^^k»^y)'-^^p' XoG^y)^'^p" Xx.^p,y^q) 

7  ^..  C^^^-H- ^>',  («H-p  jj'H-j) 


«e  vogliamo  fermarci  alle  terze  potenze ,  e  così  di  segnito . 

Jja  quantità  p  deve  essere  ^p,  e  <w  j  la  guarnita  y>o, 


ovvero 


/ovvero  •       ■    ■ 

■9^  ^^ 


/  «   G06Ì  di   seguito  . 

La  quantità  p  è>0)  <jej  e  la  5>0)<j'^ 

Dunque  >,  allorquando  nello  sviluppo  in  serie  di  una  fan- 

„  zione  secondo  le  potenze  ^d  i  prodotti  di  certe  quantità  x^y<t 

„  vogliamo  fermarci  ai  termini  di  un  dato  ordine  >  nei  quali  cioè 

,,  queste  quantità  formano  delle  dimensioni  eguali  al  medesimo 
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yy  ordine ,  potremo  supporre  il  resto  dello  sviluppo  eguale  ai  so- 
,,  li  termini  delV  ordine  seguente  >  ponendo  in  essi  p  e  q  in- 
yy  vece  di  quelle  quantità  x^y  poste  sotto  i  ségni  delle  funzio- 
yy  ni .  Ciascuna  delle  quantità  p  e5è>o>e<  della  quantità 
i>  che  essa  è  destinata  a  rimpiazzare  99 . 

Crediamo  inutile  estendere  queste  Teorie  alle  funzioni  dj 
nn  maggior  numero  di  variabili  >  poiché  quanto  abbiam  detto  ba^ 
sta  per  dirigere  i  nostri  Liettori  in  simili  ricercjfce . 

§.  38.  Molte  volte  il  Calcolo  Differenziale  si  adopera  uni- 
tamente al  metodo  dei  coefficienti  indeterminati ,  onde  rendere 
pili  facile  lo  sviluppo  delle  funzioni  in  serie. 

Per  sviluppare  in  serie  >  ordinata  secondo  le  potenze  di  x 
crescenti  ed  intiere  9  la  funzione 

Is^i^^  f  ^;  H-  ^»'  ^  ec  r   supponiamola  eguale  ad  A  H-  B^c  H-  Gx 


'Ex^  H-  ce. ,   e  differenziando  dopo  averne   presi  i  logaritmi  y 


3  avrà 


1»  (  *  -*•  2/JiP  -*-  Sex*  -♦•  ce.  )  n(i'  ^  2c'm  •+  3^'**  -4-  ec.  ) 


#  -+  *jc  -*■  e**  -h  f*»  H-  co.         s  H-  *'*  -f  c'x*  -*•  ex^  -+  ce, 

B  -^  2Cx  H"  sEx^  *»  ce, 
A-i-Bx^Cx*  -fr.  E*'  -¥  ce.  * 

Tolti  ora  da  questa  ultima  equazione  i  denominatori ,  ese- 
guite le  moltiplicazioni  corrispondenti  y  ed  eguagliati  in  seguito 
fra  loro  i  coefficienti  delle  simili  potenze  della  variabile  Xy  se- 
condo il  metodo  dei  Coefficienti  Indeterminati  y  avremo  per 
determinare  A  ,  B  ^  G  ec-  queste  equazioni 

A  —  ^ 

U^   —  ^^^y 


aa3  H-  nab'A 
— /wa'òA 

aaa  C  ^  (  »  h-  i  )  aòTi  h*  anacA 

—  (ro—  i)abB^{n  —  m)hfiK  J-=ro 

—  awa'cA 


8o 
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3aa  E  -i-  (  /z  -+•  a  )  ab'G  -4-     (  an  •*- 1  )  ac'B  -i^  3;zae' A 

-(OT-a)a6C -*-(«-«-*•  I  )6&'BH-(a/2-TO)Ì£rA 

-  (2TO-i)acBH-(;2-aOT)6'cA 

'^  ^mdeA 

4a«T-i-(/z-^3)a6'EH-      (  aa  ii- a  )^c  C -4-       (372^-1  )ae'BH-  4naf'A 

-(;k— 3)a6EH-(»-OT-4-a)tó'CH-(aa~OTH-i}ic'BH-(sn--7»)ie'A 

—  (  8/B  -  a)  a'cC  •+  (  ^^  —  ara  -^  I  )6'cB  •+  (a/z— aTTz)  cCA 

—        (3i»-i)a'^B-«-(a-3OT)6'cA  | 

-  4mafA), 

ec. 

La  legge  che  regna  in  queste  eqnazioni  j  è  più  facile  a  ve- 
dersi che  a  descrivepsì .  I  coefficienti  discendendo  diminuiscono 
della  differenza  ttz  h*  tz  >  ed  andando  orizzontalmente  j  aumenta*^ 
no  continuamente  della  differenza  n  —  1  . 

Nella  stessa  maniera  sì  potrebbero  sviluppare  in  serie  se- 
condo le  potenze  intiere  e  crescenti  di  ce  le  quantità  trascen- 
denti polinomie 


ec.  )  )  e 


#•+ 


«p*H*.*jr*  •4- «e. 


ea?'  -f-  ec.  )  >  cos^n  H-^a?  h-  catf*— I-  coc^ 


ec): 


ìen  {a^bx  ^cx^^ 

anzi  per  queste  due  ultime  è  utile  passare  alle  seconde  diffe- 
renziazioni >  come  noi  vedremo  in  alcuni  esempi  che  seguono . 
Vogliasi  sviluppare  in  serie  Ja  funzione 

{a? H- \/(  I -^  «?*)}'• 

Supponendo  questa  quantità  eguale  -alla  serie 
I  H- «a?  H- Aor*  H*  Ba?' ,-f.  ,ec. ,  (s'intende  facilmente  perchè  i 

due   primi  ooefficienti  debbono   essere  i  ed  /z  )  prendendone  i 
logaritmi , 

/zZpo(a?H-V(i-^a?*))==Z(iH-/ZvTH-Aa?*H-Ba?'H-Cji(?*H-ea), 


> 
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e  dìfftfenziaado  (  io  indico  per  y  (jaella  serie  indeterminata  )  y 
avreiùo 

_^  =  i(6)d»,  e  T^ndl  (,  H-V) (4 )•-»>!  ==0. 

Difièrenzìaado  ora  qnest'  ultima  equazione  )  s' aT]^ 
(  1  -4-  »»)  (t^,) -h a?(^ )  —  n j^  =  o  ,  nella  qoale  ponendo  il 


4x*  '     '       ^^ftr 

valore  ^i  j'  >  di  (^),  e  di  (^))  e  ridacendo,  à  ha 


tf  onde  si  ricava  A  ==  2^,  B  =  ;/*'-.'\  C  =^tlJ^3l^  D 
«L?L::»2,  E=:^<*'-"^^^  ec.,  ovvero  A  =  =1,  B  =  i,Sl:ii, 

a       3.4  a      3.4       4>5 

■      r 

sarà  dunque 

^  ^  '-^  %  %       %  a    3.4 

«•3-4-5 

Per  avere  lo  sviluppo  in  sene  dì  (  —  «  -4-  \/  (  1  H-  «*  )  )*  ba- 
sta far  negativa  la  x  nella  serie  ottenuta  ^  e  se  noi  indichiamo 
per  z  la  quantità^  (  —  a? h*\/ ( * H*»*))' >  è  facile  vedere  t  che 
avremo 

.a  *   !•»  1.2.3.4  1.9.3.4.5.6  . 

a  1.2.3  .     i.2»av4«5« 


/ 


•    •    k 


i.2.3.4*5'6*Z 
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ed  in  conseguenza  J^=:(c<»^-h ve — lysertp}'  =sco9np 

V  ( -^  1  ) .  sen  n^  ;  t^rema  pettanta 

cos  np^^t  -^^ seh ^*,»|.*.^**"'^^#ettfe^  -»•..• 


•'  «    •. 


••   •• 


1.9.3.4.5.6  r    -•- 

.^^..^     ..À^..^-*    *{•*•**•  ly-.^i.—t  i  *»(•*"•  oc»*-*'^?'-^»-^ •>».»'  -  >i.^ 


che  appartengono  alla  moltiplicazione  degli  angoli  :  la  pH- 
ma  termina  qnanda  n  è  pari V  l^  seconda t  cenando*  è  impari  r  es- 
se adunque  non;  possona  servire  per  la:  seziene  déglr  angoli  che 
in  qnesti  casi  ;  prendenifone  però  f  dificrenzia-Ii  y  potremo^  ds^ 
queste  formule  dedurne  delle  altre  che  terminino*  appunto*  quan- 
do quelle  divengono  infinite  r  differenziando  in  fatti  9  si  ha 

sennp  =.  cosp.  {nse/ip  —  '^JJlsenp^^''^ '^7 Vi*'." "^^  X 

'  ^  9  •  3;         •  s.  3  «  4  •  5' 


sen  ^^  H-  ce.  ) 


-»«--*   .  (••-«)(»*— 9 T„^„ ^4 


cos  np  =  cosp^{  i —-settp-^i^ — •— —senp*  ^  ea  J* 

Queste  quattro  formule  soni»  vere  ìqnalunque  valore  si  dia  ad  n. 
,   Pier  un  altro  esempio  r  si  voglia  sviluppare  il  cos  x  per  le  pò- 
teiize  deir.arco  a?:.sia. 


cosx=!^^  i  H- Aac H- Bar*  H- Co?'  H-Ex^H-Fac^  •f-Hx*  H*ec. 
e  differeuziando  due  volte,  avremo 

—  sen  «  =  A  H-  aBx-f-  sCa;*  ^  4EX'  -j-sFaf^H-óHo^H-  ec. 

—  c(Md:=aB-4-a^.  3C4?  h-  5..  4Ear*  -f-  4  •5^*''-»-  5 .  óHa;*  -f-  ce. 
e  perciò 


4.5?}»'-^  {E-f  5.^H3-a?*-hec.  =  0 


Ora  dall*  equazione  — ^  sen  2c  =  A  ^  iBv  H*  ce.  >  face 
cT  =  o  >  8i  ricava  A  =  o  »  e  perciò 
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U.S.^'S-^ 


jcc-  )  idangne 


4!Wiei=:¥:  1  r-*  ^  H-  -^^  -^^ea3  »om0  ^ap^ama  4'  altr* onde . 

.'■.''  • 

Chi  vnole  nn  nu^ggìor  xinmeix)  d'esempi^y  oonsokì  il  Gap.  Vili. 
Paite  n.  idei  Calcolo  Dif&i:eDziaIe  dell' £alero. 

^  %^.  TQ^egli  rsvìloppi  in  serie  di  «oi  abfaiaiDO  parlato  st^- 
liormente  ^  gli  oB^nenti  della  variabile  secondo  la  ^àle  frogre- 
diva  la  sene^  icrano  formati  dai  ntomeri  naturali  o^  1 1  a>  3  €c.> 
presi  positìyainente  ::  ora  possono  esaerdi  ansi  ci  w&odi  /atto 
delle  jfìiazioni^  il  x»i  «volgimento  in  Mne  non  può  òi  natura 
ima  seguire  quella  iic^e;  cosa  dunque  m  questo  «a^ip  ci  dasan- 
no  le  formule  (  i  )  i  (a)  del  17nm»  ^35.-^  aUocchè  le  applidbére- 
wo  a  svolgere  ^quelle  funzioni?  "  -^ 

'  La  rìspi^ta  a  innesta  gestione  «uà  ^Lcile  dopo  TeMme  so- 
pM  i  principi  del  Olcolo  Didfefanziale  «he  ora  fimsmo . 

IljA  lejG^  dì  derìvaaoile  { i  )  che  i&  orìgine  a  questo  cai- 
x)éU>,  è^dppdggiata  allo  jvilnppo  4i  ima  funzicme  qualunque 
^X^'^  <^)  ^  ^^^  jecóndo  le  poieozèintì^n  asoendenti  di  «; 
^<è  'ia,  conseguenza  mnii&stQ  che  ^  vi  saranno  dei  casi  nei  vpnar 
Il  questo  sviluppo  non  * pobràraver  luogo»  ia. questi  casi  medesi- 
mi 41^ 'potrà  aver  luogo  al  <]akoIo  Diffcreaziale  ;  felicemente 
tali  casi  non  sono  che  particolari ,  ed  in  con^ogueoza  non  attao* 
cano  la  generalità  del  tnedcskno  calcolo  ;  imperocché  noi  dimo- 
streremo che  un^  funziofac.  quaiunane  ^(a(?-^io)  è  sviluppabile 
secondò  le  potenze'  intiere  ed  ascendenti  di  w ,-  senza  mai  con- 
lenere  né  poteqze  fratte >  ne  potenze  negative  «  né  la.  stessa  w 
sotto  nn  ^spetto  trascendente  »  comunque  d*  altr^  onde  possano 
trovarsi  delle  quantità  radicali  >  dei  denominatori  e  delle  trascen- 
denti  in  <^{x)^  iìuchè  però  a?  rimane  indeterminata^  e  riceven- 
do la  X  dei  valori  particolari,  solo  per  certe  determinate  forme 
di  p{x)  nn  tale  sviluppo  non  può  aver  luogo . 

X  rappresenta  un  polinomio  intiero  in  x  come  a^hx^ 
ex*  H-  ec.|  è  chiaro  che  i  termini  come  X*  (essendo  m  nn  nu- 
mero intiero  e  positivo  )  i  quali  possono  essere  contenuti  in  0(x)j 
quando  vi  si  pone  ^  H-  w  invece  di  a; ,  saranno  tutti  sviluppa- 
bili secondo  le  potenze  intiere  di  w  >  e  che  questo  sviluppo  sus- 
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sistera  ancora  per  tu^  i  valori  particolari  che»  potranno  darsi  ad 
X .  La  jcognizionc  del  Biaonìo  di  Neaton  ci  conduce  a  questo 
irisultata. 

Se  si  sappone  che-  ^  (  «  )  contenga  aTcuni  termini'  »  -  eome' 

V'(X*),  essendo  m  e&  n  namein  intieri  e  pqsitivh,'  qnesti  tenà'* 
nii  quando  a?  vi  diviene  aPH-w,.  saranno  sviluppabili  secondo* 
le  "potenze  intiere  di  to  :ànfattit  per  questa,  sostihjzione' X  (hVen.- 

téli  X"H;  Xjw  H«^X"w*  ììkX"V.'^  ea  >  «  pOBciò  V(X'')  sjb  canr 
gerà-  it'''     ■*  1-  ^•'••-'      -  •-    .    ••      .' ■  ■•.■,-,     '    :<    . 

V' ( J^: wr'i'i) W X':*i*  rinfcH'  Hr  ec.  y^,  .  : 

•  f  •  •  .  "  I 

vm)  r*-ii7^:^  ^:^:ì  ;v;.(x-::;)  r^r.jf -.^ti"^ 

^d  è^'^idlÀ  'v^^fe  (3hé  'ili  sòooad^ upemfaror; di>.  qoo^tafc^^zione^ 
è  sviloppabiJe  tect)iP^O  ìt  '  potenzer 'intiere  .'e  ^shiMa  4»-  tt^  :  ;  ^put 
sto  svHfifìpc^psròtba  luogcH  iliache  ax'ria}aQ0  4fl(kteFqiÌBat9»;o  fia« 
che  detdrtaÀ)JkfAdc>si  pre4«ie'iftitct  rTakiri (^sibilìi  epcettoaft^qi^ 
•Ir  chei^^^dMtó^  iiviUa  la  quantità  sotto  il  radicala?  0[C^«  spn»  ^^ 
^!i($i  ^déireqttazìode  Xtso^  ia:  qoest'  tilttxno  caso  nooi  pf}ò';s|% 
sistere  tm^tale  svìltippa^  poiché  facendo -ja  =:  a >.  ^  sqppoDend^ 
ch6  queste  Valore  sia  uno*  di  quei  che  reodone  nnUa  k  rfjpjgQtir 
tà  X  j  i  diversi  termini  dello-  svilappa.,  saperiormente  ott)9pi|tQ> 


•< 


•  ▼    f  '. 


m^^.^m* 


essendo '^moltiplicati,  per  yX",.V<X  .  .,,'yy/^  y  divengono  ò 

nulli  o  infiniti  9  e  non  si  ha  cosa  alpuna  di  determinato  :  eiSer- 

tivamente  la  coSa  deve  essere  così,  poiché  Io  sviluppodi  V^*^ 
quando  x  diviene  a;  -{*  ^  9  ed  or  ==  a ,  deve  allora  di  sua  natu- 
ra contenere  delle  potenze  fraziomrie  di  « ,  e  non  pnò  proccio 
dere  secóndo  le  potenze  intiere  e  {k>srtive  di  esso  ;  itfÙMi    - 

\/(X-4-Xw  H-  XV*  H-eo.  )"  diviene  (  perchè  X  =  o  )  ,    -   ì:> 


^/(X w  H-  XV  ^  ec.  )•  =  w^v^ (X'h-  X' w  h-  ec.  )%  e  compari- 
scono  necessariamente  le  potenze  frazionarie  di  u) . 

'    Snpponghiamo  che  ^(a;)  contenesse  dei  termini  come  X 
se  in"  questi  facciamo  a?  -h  w  invece  di  x ,  avremo 


.—  Hi 
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.— «— I 


r//  .1 


(X^XV^X'VH-ec.)      =X      — z«X  (Xwh-X'» 


«c.)H-5^^— ^X~*~'(XwH-XVH-«cO*Hr€c.,.ed  U 

leeoodi»  membra  di  qviesta-  e^oazione'  è  sempre  svikippabile  se- 
coodft  le  poteoze  imiefe^  e  positive  di  (o-..  >-   . . 

Questp  sviluppo  peiò<  egoalmente  ohe  il  precedente  non  h 
Ie^lttiay>i  per,  quel  iffio^e  partiipQlaré  di  x  che  rende*  X  anUo  : 
lutti  i  di  lai  teEoiiai.alloraL'jdi vengono  infinki,  •     :  j  :  ]  . 

Ciò  saceede  perchè  in  qnestp-  caso  debbono  ^necessarij^men-^ 
te^-a^6f9F^rielÌ6  s'^iltìppo  " -te  potenze  riégitifè  vtt  ìf,  ^ 'non  può 
essere  legittimo  .qpe^lp  sviluppo  che  non-  coptienp.jle.  ^sitiye,.  - 

Inètti'  quando.  x  =  a  repÓe  X  nnUQ,\si  hi  .     .    , 

(  X-t*X'(A-+X'V-Hi!  eèJ)""  *==  (X'w^H-  X  V^'X"^.'  H-ca  )~*i= 
•-'>'l(Xt*itX'wJ*+X"'©*c4i©c.J''  ".w  '*,  e^^mpatìsoctoò  jHeétes^ 

1  Snppooiamo  {iaém  che-  ()>^  or  )  eontengarht  trasoendetjte  Ib- 
Iftàttgùcai!  j!^i  (.  I questa  quando*  ed  v^ÌAriene >  jc  H^'ai^  ' si'  oxn^  ia 


•  »   •♦ 


f  « 


-     i 


.  •  •  • 

'   \'E,srvedfe  cliiàràmente  che  i  termini  come  TX  ,  ouandQ  x 
vi  diviene  a;'-i-wi  sono' svilii  tipa  bui  secondò  le,  potérizc  iadere 
ed  ascendeati  d'i  6o  ;  un  talé/syiiappa  péro  ha  llubgq^  pér\qna^ 
que  valóre  di  a?  ,*  eccettuato  qpèllÒ  che  rende  nulla  Jarcjuapti^^  X 
sotto  ir  logaritmo*  èd!^ allora  i  teiunini'  della  Jprmula  sqpEà^ 
divengono  fatti  infiniti.  ,,.■    '^     .. 

Questo  succede  perchè  Io  sviluppo  deve  in  quel  caso  con- 

rep^r  uecc^fSiariamente  uisono- latraso6ade[)t9  lògaiitiàaMta*»  e  per 
coosegHeoza^  non  pnQ.esacn»  giusta  la.  Ibrnfula  »  nel]à  quale  oo  jb 
solo  e^Ievato  a  potente  intiere  ed  aspentjenti.     .  ^  ^ 

Che  u ,  nel  caso  di  X  nullo  per  x  =  €l^  dehba  necessariar 
mente  nella  sviluppo»  comparire  sotto  la  trascendente  logaritmica  > 
si  dimostra  facilmente:  infatti  si  ha 
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Z(X^X'tì^XVH.cc.)*=Z(X'»H-XVH.^)  =  Z(X'H- 
X"w  H-  ec  )  ri-  ?w,  quando  a?  =?=  a  i  ìb  questo  svUoppo  oop- 

tiene  la  trascendente  Zd). 

Sàooomié  le  trascendenti  carcolarì  Ma%,'icos1(:  si  srikip^ 
no  in  serie  ordinate  per  je.  potenze  intiei»  e  crescjeatl  àóiV  àt^ 
00  X  ,  cori  lo  sviluppo  dei  termini  x)ve  qveste  si  trorano S  or- 
dinata ^secondo  le  potenze  intiere  «  prosoénii  di  {d,  atrt^' Ino») 
per  tutti  ì  valori  possibili  di  ^  niaso  jcdcettnato .     , 

Se  poi  ,^(«)  .CQ^teoesse  dpi  iiBiiQiiqi  poo^  X  lefsciiida  X  > 

U  dtìe  t»Koonij''iìitéri  in  ac»  siccònie  qdcst*  trascéndente  X  W 
svolge  in  «eiie  :ordinata  secondo  le  potenze  dì  ÌX ,  così  .questo 
caso  neutra  in; «idqUq  ^ella  tr^oende^t^  Iqg^ì^kmlca ,:  4>: perpi^ 
lo  sviluppò  .di  ^  (  «  )  )  allorché  »  .diviene  ^  h-  to ,  ha  luogo  £0- 

die  jjp  A'ioijuij^.iQ^^npiinato^  ò  finché  prende  .totti  i' ys^iàcì;  pos- 
sibili jCQpettnati  -quei  che  sendono  X  à=  p  nel!»  trftsQeddSeiitw  ^^ 
Quanto  abbiàm  detto  fin  ora  jd  dà  questo  Teoreatti ,;  Una 
to  fnnóone  qualunque  .^(«.-t-u)  i^  sempriO  svllnppalxle  jsecdiado 
9)  Ijb  potenze  intiere  e  ponti vjb  Ai  u,  jiè  ppò.  contenere  m^i  .d) 
n  cou  .esponmiti  negativi^  né  inviluppato  in  qnanrit^  trasoendeìi- 
,)  ti .9  comunqne  pJ:»)  jcoutenga  dei  trascendenti*  finché  oc  ri- 
n  mane  ind^oerji^tiato  ;  .ed  x  ricevendo  dei  yajlod  p^itsoolari,  lo 
,)  sviluppo ,  di  cui  si  parla ,  ha  Inq^o  pe^'  Jvtti  i  valori  di  ^  t 
„  jneno  quelli  1*.  che  rendono  mullo  nn  ;radigàle ,  mandine  a 
9»  zero  ja  jquantij^  jche  è  sotto  il  segno  ;  9*,  quelli  che  rendono 
fi  jxtjtjlo  il  4en99)in9tore  d'  alcuna  frazione;  g\  quelli  .che  ren- 
p  iìoho  traila  una  quanti^  logaritmica  9  facejpdo  svanire  la  quan- 
di tità  .che  h  sotto  il  segno  ;  4^.  finalmente  gbelli  che  annullano 

,)  una  funzione  .di  jk  .^levata  .ad  .una  potènza  espressa  icia  un*  al- 

.„  tra  fiioeioae  di  x^  oomfi  per  .esempiior  X  .  In  questi  div<érsi 
„  casi  p^icolari  debbono  .comparire  nello  sviluppo'  le  potente 
„  azionarie ,  ìfi  negative  f  ed  i  trascendenti  dell'  indetpm^flft* 

:$.  .40^  Da  quanto  abbiamo  detto  al  §.  antecedente  risnlta 
che  di  m^  fan^ionsi  qualunque  ^{x)  possono  aversi  i  di/Terep- 


• 

ziali  {^)d!3fi  {^^)dx*  ec.  t  finché  x  rimane  indeterminato,  o 
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finché  non  essendo  inclecenninato  ha  dei  valori  particolarr  che 
ncFD.  ananllao»  denominatori  >  radicali  ^  e  quanti^  traseerajenti  lo-^ 
garìtmichc  ed  esponenziali  ^ 

la  questi  nltimz  cast  non  arendo  Tnogo  Io  sviluppo*  in  se- 
rie ordinata,  per  1&  potenze  intiere  e  positive  di  ta  deUa  funzio- 
ne ^C^H^u)r  ^^^  P°ò  eseguirsi  V  operazione  df  derrvazione 
che  dk  i  difTerenziali  (a).  Egualmente  la  formula  dcl^  Teorema 
di  Tajlor» 


(1)  ,  ...  ^(^h-«)=^^C«)h-(^)w 


(^):^^ec. 


non  potrà  essere  legittima  per  quer  valori  di  x;  per  i  quali  si  è 
dimostrata  sopra  non  potere  aver  luogo  lo-  sviluppo  »  e  T  altra 
formula  che  da  quella  dipende 


•V   J_»/     A 


d*' 


ec. 


non  potrà  egaalmente  essere  legittiraa  ^  qnando  x  =  o  farà  sva- 
nire in  ^(o?)  un  radicale,  a  aa  denominatore ^  o  una  quantità 
trascendente-  IpgErìtmica  r  rendendo»  nolte  le  quantità  sotto  il  se- 
gno radicale  e  logaritmica . 

Ciò  premessa  è-  facile  di  rispondere  alla  questione  propo- 
staci at  principio  del  §^.  antecedente ,  di  sapere ,  cioè  „  cosa 
^f^  danna  le.  serie  (1)^(2)  del-Num.  35.  in  quei  oasir  nei  qua- 
97  li  non  ba  Inoga  la  sviluppa  ordinata  per  le  potenze  intiere  e 
\^  positive  di  tor  f,.  ' 

I  ooefi:iiniti  dell'^  ur  nelle  sene  (  i  )  sono  i  diflérensiali  suo 
cessivi  della,  funzione  ^(x);.  cosi  se  questa  funzione  x^ontiene 

àtì  termini  come  VX*,  —  ,  fo^^X^X.    essenda  X  un  polinomio 


.  C#^  N^^.  ii  fveiino^avQre  1  ciifémacali  4^*  svelle  fimcioiit  che  Eotero 
c&iamv  inesplicabili  come  per  fiempìo  i  •  n.  3 .  4  •  .  ^  .  .  x^  me  ciò  ò 
por  OD  altro  motiva.  la  qnens  sorts  di  funxieài  Is  variabile  ^  nòo  pnb 
hmvere  ratti  gli  aetaenti  poitibìlt^  peiobè  ]«  di  tei  variabilità  è  atsogget- 
tMa  aé  mia  Jeg|^  «ratvlUca:>dlIfai  rilatiitc  dalla  fimaione  ìneapVicalNle  :  coA 
nel  nostro  caso  x  non  può  erescere  che  deironità:  queste  fQoàioei  •  adon- 
qne  (  $.  i  )  restano  esolose  da  quelle  che  si  considerano  nel  Calcolò  Dif- 
ferenziale • 


I  \ 


\ 
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intiero  in  »,  i  c(jefficienti^ suddetti. cocttìrrinqò  i  differenziali  ^ 
^  delle .  espressioni }  «  pesci^  il  poliQ^foiio  X»  in  vùtà  del  termi» 

ne  V  X" ,  si  troverà  in  alcuni  coefficienti  come  numeratore ,  ed 
in  seguito  come  denominatore  j^  ed  in  virtù  degli  altri  termini 
si  troverà  ó  sotto  il  segno  logaritmico  ,  p  cóme  denominatore  : 
dunque  questi  coefficienti  pjer  quei  valori  particolari  di  x  che 

rendono  X  =  o,  contéiranno  le  espressioni  -i- ,  Zo;  saranno  dnn- 

que  indeterminati  e  non  significheranno  cosa  alcuna  >  o  nella  or* 
dìnaria  maniera  d' esprimersi ,  saranno  infiniti . 

Ora  in  questi  casi  appunto  abbiatn  dimostrato  nel  §.  ante- 
cedente che  iofstilitppo  ©ori  poterà  àvfer  Iriò^o;  dunque  si  con- 
cluderà che  volendo  sviluppare  in  una  serie  ordinata  per  le  po- 
tenze intiera  e  positive  di  w  ]t  funzione  ^{*.-^u))  per  il  paso 
di  x  =  aj  prendendo  la  formula 


faremo  x  =  a  nei  coefficienti  p(x)  y  (^)  ì(—i)  ec,  e  se  per 

questa  sostituzione  essi  oonterratmo  le  fspressioni  —  9  Zo  ^  sacemo 

allora  assicurati  ehe  in  -questo  caso  lo  sviluppo  non  può  di  na- 
tura sua  aver  luogo.  ..,-  :     v 

Possono  alcani  dei  coefficienti  incominciare. dal  divenir  nul- 
li ^  ed  in  seguito  gli  altri  divenire  iafi»iti;>  ied  lal  .aomento  che 

compariscono  le  espressioni  i-,  Zo)  siamo  assicurati  che  Io  6vi- 

lappo  non  può  aver  Inogo  •        • 

Né  dobbiamo  temere  che  vadano  a  zero  tatti  i  coefficienti 
in  infinito  >  poiché  allora  si  «vrebbe 

^(a?H*u)  =  oH-uOH-  —  Q.H-  ce.  =  o  per  qaalan^e  valore  di 

to,  ciò  cte  è  assurdo.  ^ì     j  .  .   : 

Egualmente  volendo  sviluppare  in  serie  lordinata  per  le  po- 
^nze  intiere  e  ciescenti  ài  cq^  la  iìiazioae  ^{^)j  preadei^o 
la  formula  w    ?  :   ,«      -      « 


•;'  » 
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faremo  a:=:o  in  (S)>  (7^)  ^^  ^  difFerenziazioni  eseguite;  e 

se  qnesta  sostituzione  porterà  V  espressioni  i- ,  Io  ,  saremo  assi- 
curati che  (pix)  non  può  ^vikipparsi  seconcJo  le  potenze  iatio- 
re  e  |)ositive  di  a? .  .  . 

Così  vediamo  che  possono  sempre,  per  «rezzo  delle  foi'mu- 
le  superiori,  svilupparsi  in  serie  secondo  le  potenze  intiere  e 
crescenti  ideila  variabite ,  quelle  funzioni  ^  le  -quali  di  natura 
loro  sono  snscettibili  di  questo  sviluppo  ;  mentre  le  medesime 
formule  coir  avere  o  tutti  i  termiui  infiniti^  o  con  averne  in 
principio  alcuni  eguali  a  zero  >  ed  il  restante  infiniti  i  ci  avvisa- 
no quali  sono  i  casi^  nei  quali  lo  stesSD  sviluppo  non 'può  aver 

luogo .  .     '         ',,.,.., 

§•41.  Per  far  qualche  esemplo,  si  dimandino  i  difFerehzia- 
ii  di  xl(i  ^^)?  secondo  le  regole  della  diiferenziazione  avre- 
mo, chiamando  (f>  quella  funzione^ 


ec.  ec. 

Finché  X  rimane  indeterminato,  questi  differenziali  sono  quan- 
tità reali  e  ^leterminate  ,  e  sono  anche  tali  per  tutti  i  valori  poà^ 
sibili  di  X  ,  eccettuati  quelli  che  rèndono  i  h*  w  =  o  ^  ovvero 
dc  =  —  I  ;  in  questo  caso  i  differenziali  contengono  le  espres- 

sioni  Zo ,  — ,  dal  che  siamo  assicurati ,  che  non  possono  aversi  i 

O  -  - 

differenziali  della  funzione  xl  (  i  ^  x)  nel  caso  di  *  =  —  i . 
Si  voglia  ora  il  differenziale  di 

p  =  aax  —  a?*  H-  ay/{a''  —  a?*)  per  il  caso  di  «  =  a?  differen- 
ziando questa  funzione,  abbiamo 

(^)  djc  =  2adx  —  ^xdx  —    ,**^'^-t^  »  e  facendovi  j«?  =  a ,  fi 

•  ■  •  ■ 

Tom.  IL  M 
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trova  (^)da?=^,  dunque  noa  si  paà  avera  il  diiFerenziale 
di  questa  funzione  per.  il  caso,  di  jc.  =  a .      , 

Quale  è  la  sviluppo,  di  (AH-u  —  a)*-f-av/'a  in  serie  or- 
dinata secondo.  Te  potenze  intiere  e  cresdenti.  di  w ,:  per  il  ctso> 
di  «.r^sa?^ 

a. 

facendo, ^(«)=  («  — •  a)  H:» ay^a,,  avremo!  per  il  Teiore- 
ms.  di.  Tajloc 


a 


^(ac-{-^w)=:(af  —  a)  •*h<iV'<*H*  — v'C* ~^ <*)•": h^ — - 


3i  A y Y  <v^ '^  à^  \    t,\- f •  3 


3,        ^  -^  4v'(*.— tf) 


i^Mi^—M^^^WiiW— •-^hi^>^Ba^«^-^n^Mi^  M9— ■  ,m^,^^m>m^^t^ 


ec. 


2  8(jr.~tf)  V(*.  — #).  a^S.         i6(jr.— 4j*  V(J^.-^tf).  «.3.4. 

dalla,  quale  r  facendo  «l  =  a.^  si  ricava. 

il  dimandato;  sviluppo,  adunque  non  può  in.  questoi  caso   avet 
luogo .. 

Quale  è  lo.  sviluppo»  di;  ^  =  a?* L  secondo Je  potenze;  in- 

tiere  e  positive  di  a?  ? 

La  foi'mula.  che  ci  dà  in  generale  gli.  sviluppi:  in  serie  di;  u- 
na  funzioae  ^(a?)  per  le  potenze  della  a;  ^  è 

^(a;)==?>Co)H.-(g)co:H.(^!).^H-ec. 

facendovi  dopo  le  differenziazioni,  x  =  0... 
Ora  nel  nostro,  caso,  si  ha. 


dx^  x(lxY 


ti51==aH. 


ec.  ec. 

e  Scendo  a;  =  o,  si  trova 


«  ■   •  ■ 

coefficienti  adunque  della  serie  saranno  tutti  infiniti ,  e  perciò 
il  richiesto  sviluppo  è  impossibile. 
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Per  ultimo  «sempio   si  vogliano  i  àiffeTenzìa^ìi  di  y 
quando  re  =  —  i  • 


Questi  '^iiTereaziali  per  «  iadeterminato  sono 


«  •  • 


éx^    "^  .(i-*-«)/(i-+*r'^4/**''  i(iH-»)»i(i'4-r)* 

-aei  quali  faeeodo  x  =s=  —  i  >  comparisòe  la  quantità  lo  :  siamo 
adunque  assicurati  iche  non  'esistono  in  natura  i  differenziali  del- 

la  quantkà  — — ? — -  per  il  caso  -di  »  c=s:  ^r-  i  ,  poicliè  in  questo 

'Caso  essa  non  è  suscettibile  d' essere  svijuppata  in  seris  ordina- 
ta secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  ^i  w . 

II.  Determinazione  del  valore  delle  frazioni^  nelle  quali 
il  numeratàre ,  ed  il  denominatore  divengono  nulli 

nello  stesso  tempo . 

§.  42.  Vi  sono  alcune  frazioni  le  quali  prendono  un  aspet- 
to vago  ed  indetenninato  ^  come  — ,  quando  -si  da  un  crerto  va- 
lore alle  variabili  che  esse  contengono  ^  njeptre  d'  altr'onde  han- 
no in  questi  medesimi  casi  un  valore  •determinat?o  :  per  esempio 

'^^^—  quando  si  fa  x  =  a  diviene  ~ ,  mentre  «essendo  '^''■■■"^  ^-  = 
a^xMa-^)  —  dH*^  >  si  ha  — ~=:aH-a  =  2a  per  il  caso 


di  a?  =  a  . 

Per  trovare  i  valori  di  tali  fung^onì  t5Ì  è  di  non  piccola  ri- 

sorsa  il  Calcolo  Differenziale  :  infatti  rappresentiamo  per  —  una 


t 


frazione  nella  quale  P«^^Q  sìanoudelle 'funzioni  intiere  qualun- 
que in  a?  (  quando  non  fossero  tali>  «i  può  sempre  ridurre  la  fra- 
zione ad  avere  il  numeratore  ed  il  idenominatore  formati  da  dqe 
funzioni  intiere  )  le  quali  divengano  nulle  per  un  certo  valore 
di  07 .  Sia  questo  valore  wV  =  a>  ed  abbiasi  perciò  P=o,  Q  =3= 
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o ,  e  qniadi  —  =  —  :  ecco,  come  potremo  trovare  aHora  il  vera 
valore  della  frazione .       ' 

l^oniamo  y^x^  —  y  ed  avremo  Qy  =  P;  questa  equazione  di£^ 

ferenziata  ci  óìt  y  {  ^  )  dx  ^^  Q  (  ^  )  d»  =^  (~  )  dx  y  ovvero. 

t%.'*  9^  4rX. 

y (  ^)  •*•  Q ( ^ )  =  ( 2) »  ^^  'l"^^'^  sussiste  insieme:  (  §.  ap  )  con; 


'Qy  =  P>  e  dalla  quale  può  egualmente  ricavarsi  il  valore- di  j». 
Sb  ora   in.  quest'  ultima  equazione  acciaino  a;  =  a  >   avremo 

yi^)  =  (?)>  ®  quindi  y=^^)  :  (^)c:  questa  espressione  satà, 


il  ricercato'  valore  di  — ,  quando  osr 


Q 


a. 


Neil*  addotto  esempio  sl  ha  P=  a*  —  x^y  Q  =  a  —  a ,  « 
naiadi  tS)  =  ^--^'=tl  =  _..,  ( g)  =  f«^l>  =  _ .. dun. 


qae  j^  =  ^^-^  ==  2a,  facendo  a:=  a- 

Se  il  valore  di  a:  =  a  renderà  la  frazione  (£)  •  (^i^gua^ 
,  ]e  a  — ,  converrà  allora  trattare  questa,  frazione  come  abbiamo^ 

trattato  ^  ed  avremo  r 

yz=(^jl):(^^)ì  egualmente  se  quel  valore  annullasse  ancoi-a 

questa  ultima  frazione ^  si  troverebbe  !y=  (^)  •  (^),i®dinge- 

nerale  il  valore  y  di  una  frazione  —  che  si  riduce  a  -^  quando 

$c=^ay  sarà  y  =  (^)  :  (^)  essendo  n  T  ordine  di  quei  diffe- 
renziali che  cominciano  a  non  annulTarsi  per  quello  stesso  valore . 
Né  dobbiama\temere  che  i  differeoziali  tutti  di  qualunque 
ordine  siano ,  si  annullino  per  il  caso  di  x  =  a^  poiché  ne  se- 
guirebbe  per  P  e  per  Q  V  assurde»  di  cui  aUbiam  parlato  al  §. 
40;  e  qui  osservo  che  hanno  sbagliato  i  Commentatori  del  Cal- 
colo Differenziale  d'  Euler  >  i  quali  lo  accusano  di  non  avere 
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•gli  posto  mente  al'  caso  in  cui  una  frazione  -^  è  sempre  =  — 

qualunque  sia  V  ordine  dei  differenziali  di-  P  e  di  Q  che  si  pren- 
dano per  averne  il  determinato  valore .  La  soluzione  delle  loro 
difficoltà  dipende  da  quanto  si  è  detto  al  §.  antecedente . 

Può  accadere  che  preudendo  successivamente  i  differenziali 

(*!?Y,  (~)  del  numeratore  e  del  denominatore,  uno  cessi  di  es- 

sere  nullo ,  mentre  V  altro,  conlinua  ad  annullarsi  per  il  caso  di 
ce  =  a  :  allora  la  frazione  è  essa  medesima  nulla  o  infinita  :  è 

nulla,  se  cessando  d'annientarsi  il  denominatore  (  — )  sarà  sem^ 

■ 

pre  (—.)  =  o.,,  ed.  è  infinita  nel  casa  opposta. 

§.  43.  Facciamoipe  alcuni  esemp) 
I.  Quale  è  il  valore  della  frazione 

_— . 4.  ^ 

jfx  —  Qax  —  aa-i-  2a\^  (  2aje.—  xjc  ), 

quando  a;  =  a  ? 

In  questo  easo:  la  frazione  diventa  -^  :  prendendo  adunque  i 
differenziali  del  numeratoi'e  e  del  denominatore,  avremo» 

3JCJP  —  8tf jp -4- 7tf *  — 2tf^  ;^/(2JJp  — 4i#) 
»» — 2»  -h  2tf{éi— or  ):V(a#* — »x  )^ 

che  diviene  parimente  —  quando  a;  =  a-  Differenziando  di  nuo^ 
vo  s'  otterrà 

^x  —  fti  -4-241*': ( 2»jr  —  if4 )^ 

5—  > 

espressione  che  ci  obbliga  ad  una  terza  differenziazione  ^  dalla 
quale  si  ha 


*  (  #—  Jt):[  2ax  ■—  jTJr  )*        *»'(«  —  *):(  2sx  —  xx  )* 


anche  questa  frazione  si  riduce  a  —  ;  avremo  adunque,  differen- 
ziando, 
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z 


z 
—  (  5tf »  —  ia^x  -h  44'*» )  :  (  ^ax  —  xx )^ 


che  diviene  ==  2:-t^=  —  —  quando  vi  «  fa  a?  =  iz. 

Il  ricercato  valore  per  tanto  sarà  —  5  :  a . 
II.  La  somma  della  «erie  .x  -t-  aa?'  -{-  3*^  h-  •  •     »  •  .  -+•  /2«" 


'il  -4-  I  it  *4*  2 


w .^^    ,,  j  si  dimanda  il  valore  di  iiuesta  som- 

ma  quando  a?  =  i  ? 

.Siccome  in  questo  t^aso  T  espressione  della  somma  diviene 

—  9  così  prenderemo  i  .difièrenziali  del  >numeratore  e  del  deno- 

o 

minatore ,  (cd  :avremo 

-2(1-*) 

nuovo  il  numeratore  vCd  il  denominatore ,  s'  avrà 
.>,^(.H>i)>^'^'"%i>(i>-4.i)(.-4-2)^^^  .che  quando  a?  =  j  diviene 

^iLULllì  :  la  somma  radunque  della  serie 


;  della  qual  frazione  «differenziando  di 


2 


•\    * 


r»^  an-  3  H-  4  -H  •  •  •  •  •  H-  ;2=='*^*'*''  >  come  già  si  sa 
ni.  Quale  è  il  valore  .della  frazione  j-~  quando  x  =xz? 

Presi  1  differenziali ,  si  ottiene  subito  la  frazione  — — .= 

—  i:jr 

nx  ^  la  quale,  facendo  a?  =  iz ,  diviene  na  . 
TV:  Si  cerca  il  valore  della  frazione  ^-^^ —  quando  a?  =  o . 

Presi  i  iiifferenziali  si  .ottiene  questa  frazione  t^S — ^^  che 
quando  vi  si  fa  a?  ==  o ,  diviene  ==  a . 
V.  quale  iè  il  valore  della  frazione  Inlfl^'ìJ^H  quando  a;  = 

*  SinX'^cosx  —  i    ^ 


T 


i=90'? 
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Presi  i  differenziali  di  quella,  frazione  >  si  ottiene  •  ,  . 


•^  f  #1  ap  —  sen  » 


che  facendo,  x  =  90*"  y  diviene  =  1  ., 


Sì  potrebbe  ottenere  lo.  stesso  risultato,  senza,  la  differenzia- 
zione ;.  infatti  essendo 

cos  a?  =  \/  (  I  -h  sen  x  )  -  v^  (  i.  —  sen  a?  )  la:  frazione  proposta  *  si 
cangia,  ia 

quando:  x  =3^90^. 

VI,  Sia  proposta  la  frazione       ^^      della  quale  se  ne  voglia 
it  valore  quando  a^  ==  1  ?'  , 

i.  i  differenziali  del  numeratore:  e  del  denominatore  s' a- 


vrà. ^^ ^  =^_?ii(J — ^1::  ora:  facendo,  in  quest'  ultima  fra- 

—  l:2V^(l— 4P).  X.  ^ 

zione  a;  =  I  ,  il  numeratore  diviene  zero  y  ed   il   denominatore 
sp  I  I.  dunque,  tiltta  la   frazione   è    zero ,,  e  perciò  la  frazione 

,/^ — r  si  annulla:  per  quel  valore  di  x . 
YII  Quale  è  il  valore  della,  frazione, . 

Presi  i  differenziali  del  numeratore  e  del  denominatore ,  si  ha 


—  2X 


aU: —  alx.  —  tf  -4-  2xla.  —  2xlx.  -*-*.'. 

della,  qual  frazione  il  numeratore  diviene  =  —  2a,.  ed  il  deno- 
minatore =  o  quando,  x.  =  a;  dunque  il  ricercato  valore  sarà 
infinita  ^ 

§;  44.   Se   i  termini  d'ella,  frazione  ~  si  annullano^  perchè 

X  —  CL  fa  svanire  delle  quantità  che  si  trovano^  sotto  segni  ra- 
dicali y  allora,  il  metodo,  delle  successive  differenziazioni  del  nu- 

meratore  e  del  denominatore  per  trovare  il  vero  valore  di  ~  y 

non  è  sufficiente  ;  infatti  in  queir  ipotesi  i  differenziali  per  e- 
sempio  di  P  o  sono  tutti  infiniti   o  sono  in   principio   nulli ,  e 


y 
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quindi  infiniti ,  dal  che  (  §.  4a  )  siamo  assicurati  che  non  posso- 
no aversi  i  differenziali  di  P  per  il  caso  di  jc  =  a ,  nel  che  con- 
siste il  metodo  sopra  spiegato  • 

Non  ostante  si  può  in  molti  casi.>  allorquando  T  espressio- 
ne f  —  )  :  (  ^^  )  diviene  ^  (  perchè  si  annullano  dei  divisori  in 

(^)  ed  in  (— ))  ottenere  il  vero  valor  ricercato,  moltiplicaii- 

^  ax**  ^  ^  dx^  ^  '  ^        ^ 

dò  il  numeratore  ed  il  denominatore  della  frazione  (^~  ìjfJ^I 

per  quei  <3i visori^  «e  ridiicendola  cosi  ad  essere  composta  di  fun- 
zioni intiere  ;  giacché  dopo  questa  operazione  o  la  frazione  si  rì- 

durra  ad  una  .quantità  determinata,  o  diverrà. di  nuovo  ^,  ed  ia 

questVuJtimo  caso  si  ripeterà  ^sopra  di  essa  la  differenziazione . 
Per  esempio  :  cerchiamo  il  valore  .di 

Presi  ì  differeaziaU  'del  nameratore  e  del  denominatore ,  si 
ottiene 

r 

—  tf  :  V  (  ^àA  —  lax  ì  —  (n  —  4r  )  ;  \/ {^ax  —  ** ) 


ora  il  numeratore  ed  il  denominatore  di  questa  frazione  diven- 
gono infiniti  quando  a;  =  a;  dunque  non  possono 'Otte nersi  i  dif* 
ferenziali  dei  dine  termini  della  frazione  proposta  neir  ipotesi  di 

Se  però  si  moltiplicano  i  due  termini  dell'  ottenuta  frazio- 
ne per  —  \/(a  —  a?),  e  quindi  si  riduce,  avremo 

così  la  frazione  proposta  è  aguale  all'  unità  quando  a?  =  a . 
Per  un  altro  esempio,  si  ricerchi  il  valore  di 

U  metodo  delle  diffèrenziazioai  ci  dà  ^ 
LL?y^^JLl?^^l-ll ,  la  qìjale  diviene  g.  neU' ipotesi  di  le  =  a. 
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Per  ottenere  in  questo  caso  il  vero  valore  della  frazione  ) 
sì  moltiplichi  tanto  il  numeratore  che  il  denominatore  di  quella 
che  abiiamo  ottenuta  per  av/  (  a?  "—  a  )  >  ed  avremo  .  .  .  ,  .  , 


*/* 


•+ 1 


2X  V(2<»J 


Se  la  frazione  ^>  o  l' espressione  (j^)  •  (  j?)  che  ci  dà  il 
di  lei  valore,  conterrà  ^^'(0),  allora  noi  siamo  assicurati  eh© 

in  questo  caso  la  natura  ^ei  termini  della  frazione  —  è  tale  che 
non  possono  aversi  i  di  loro  diflferenziali  per  il  caso  di  a?  ==  a; 


^•p 


e  se  per  un' adattata  rìduzione  non  potremo  eliminare  da  (t^): 

CLX 

(^)  le  quantità  trascendenti,  dalle  quali  dipende  Zqg'(o),  con- 

verrà  abbandonare  il  metodo  delle  successive  difFerenziazioni  »  6 
ricercare  il  valore  della  frazione  per  altra  strada . 
Per  esempio,  si  dimanda  il  valore  della  funzione 


1  H-* 


quando  a?  ==  —  i  ? 


i:/(l-+x) 

Siccome  in  questo  caso  il  denominatore  della  funzione  prò» 
posta  contiene  Ìog{o)^  così  questo  è  tale  che  non  se  ne  posso- 
no avere  i  differenziali  neir  ipotesi  di  a?  =  —  1  ;  e  ])oichè  le  sue* 
cessive  frazioni,  le  quali  si  ottengono  differenziando  il  numera- 
tore ed  il  denominatore  della  funzione  proposta ,  contengono  sem- 
pre la  trascendente ,  così  non  si  può  adoprare  il  metodo  sopra 
spiegato  • 

Per  un  altro  esempio,  si  voglia  il  valore  di 
ij^pajcj^    ovvero      ,/'7^""^^  >,  quando  *  =  a? 

Prendendo  i  differenziali ,  avremo 

5T- /'/*~*?^A*T*? TT  che  nel  caso  di  «  =  a  con- 

tiene  nel  numeratore  e  nel  denominatore  la  quantità  log  o  ;  se 
Tom.  IL  .  N 
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perà  si  osserva  che  l{a^  —  aaap H-  a?* )  =  2Z ( a  —  a; ) ^ e  si mol- 
tijilioa  tutta  quest'  ultima,  frazione;  per  V{q: —  x)y,  avremo^ 

la.  quale  sii  riduce  a  ^  quando:  a?  =  a  • 


\  \(a  —  xy 


Cercando  ora  il;  valore  della  stessa*  frazfone.  ia  questa,  ipotesi  ^  tro- 
veremo, che  il:  valore  dimandato,  di'  —  y^H^—xy      ^  _.  ^ 

Quando-  poi  non  potrà,  adoprarsi.  il'  liietodò,  che  cr  dai  il  Cal- 
colo: Differenziale  >.  faremo»  uso^  del  seguente  ». 

Pòniama  nella;  proposta  frazione  a:=  a  h*  ^  (essendo  a  quel' 
valóre  che-  rende-  nulli-  o  infiniti  i  numeratori  ed.  i:  denominato- 
ri; ),  e-  riduciamola  ini  una.  serie  ordinata^  per^  le  potenze  ascen- 
denti di  (0  r  ed;  il  primo  termine-  di  questai  serie  ^  quello,  cioè  in 
cui  non^  si  trova  w,  satà.  il  ricercata  valore- dèlia,  frazione  neiri- 
gotcsi  di  0?.  =  a  : 

così  per  esempio  j/j^ri^^^^^^^^*""  ^  ^'  diviene  -^  quando  x  =  a  ,  e^ 

i  dilfèrcnziali  tutti:  primi>  secondi  ^  terzi,  ec  y.  del  numeratore  e 
det  denominatore,  divengono  infiniti  nella,  detta  ipotesi  :  per  que- 


sto^  ponendovi'  a  h*  w  per  x^  s^  avrà: 

Cd)- 

\/w  H- — -; — V  ec».  .  . 


•     •• 


ec.  y  e  da*  quest*  ultima 


zione 


spressìone  facendo  w=o>  si  ricava  il  ricercatoo  valóre- della  fra- 
r 

§.45.  Data  un*  equazione  z  =  o  fra  due  variabili'  «  ,  j'v- 
noi  abbiamo  dimostrato  al  §.  (  20.)>:  come  può  aversi,  il.  valore 

di  (^)  espresso  in  sa  ed  ^ .  Rappresentiama  in  generale  questo- 

CLX 

valore  per  -5  >  di  moda  che  sia  T^)  =  ^  essendo  P  e  Q  due 

funzioni  in  x  tA  y^ 

Se  neir  equazione  z=zo  si  fa  ^=tf^>  avremo  per\y  un 
valore  determinato ,  e  sìa  questo  y  =zb .  Sostituendo  i  due  va- 
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lori  di  x  «  di  ^  in  J,  s*  avrà  il  valore  di  f^)  per  4juesto  caso 

•particolare:  ora  se  la  sostituzione  di  ai?=.a,^t=5  in  ^  ren- 
desse questa  funzione  =  — ,  come  si  potrà  egli  avere  il  valore 

Io  -^osservo  primieramente  che  xisol vendo  l' equazione  :z  =  o 
per  avere  il  valore  di  y  .espresso  per  x ,  e  sostituendo  -questo 

valore  in  —  i  avremo T^)  eguale  ad  una  sola  funzione  di  x  che 

si  ridurrà  a  —  quando  .x=:^ai  questo  ^aso  l'ientrerà  allora  in 

quello  del  §.  42. 

Ma  potremo  .ancora  .ritrovare  il  valore  di  (^)  senza  biso^ 

gno  di  licoiTere  alla  risoluzione  'deli'  equazione  s  ==  o  :  infatti 

r  equazione  (^)  =  ^  ci  dà  Q(^)  =  P,  che  differenziata  di- 
viene 

(°) (^)(Ì)H-(§)(^y^Q(,^!)  =  (^)H- 


dx^  ^dx^  ^  dji  ^  ^  dx^  '  ^  ^  c/jp*  ^  ^  dx 


(?,k£^ 


•ora  facendo  in  quest'ultima  equazione  .a;  =  a>  j  =  &^  "avremo 
Q  =  o ,  e  perciò 


^^^^7*^  ^\^di^    ^-^yy^Tx^—^Txf 

equazione  di  secondo  grado  >  dalla  risoluzione  della  quale  dipen- 
derà il  valore  di  (  ^  ) . 

Avremmo  ottenuta  la  medesima  equazione  differenziando 
Q(^)=P  uella  supposizione  di  (^)  costante. 

Se  gli  «tessi  valori  a?  =r  <2 ,  ^  =  &  annulleranno  ancora  i 
coefficienti  di  (^),come  pure  {—)^  per  il  che  si  troverà  an- 
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che  (i?)  =  ^,  allora  preaderemo.  il  differenziak  dell*  equazio- 
Vfi  (a) ,  nel  quale  facenda  *  =  a>  ^  =  ^>  avremo  per  determi- 
nar9  (^)  un'  equazione  del  terzo  grado  di  questa  forma 

N(^.)»H-M(^)*H-L(^)H-T=o,  dalla  cui  risoluzione di^ 

^dx''  ^dx^  ^dx^ 

peaderà  il  ricercato  valore  di  (~^y. 

Anche  q^oesta  equazione  V  avremmo  ottenuta  col  difFeren- 

ziare  quella  del  seconda  grado,  nella  supposfziònc  di  (^)  co- 

stante . 

Si  vede  come  dovremmo  fare  gè  ^  =  6,  x.=^  a  annullasse 
ancora  i  coefficieati  di  quest'  iiltima  equazione  9  e  cosi  di  se> 
guito . 

Per  esempio  essendo  (^ )  =  5^— >  ^  cerca  il  di  lui  valo^ 
re  quando  a?=j^=o.  Differenziando  (3j^  —  ax\{^y=::.ayr'.'^ 

dx 

2bx^  si  ha  r  equazione 


dx^  ^dx^  ^^'^  '  ^dx^^  ^  dx 

dalla  quale ,  facendo  x  =^y  =  Oj  si  ricava 
^(?J"~aa(^jH- a&=o>  e  quindi 


(?.) 


dx 


III.  Della  Somma  delle  Serie  -^ 

§.  46.  v^Onoscendo  la  somma-  S  di  una  serie  A  H*  H 
C  H-  D  •4-  ec.  >  nella  quale  i  termi^ii  sono^  funzione  della  varia-^ 
bile  a;  /  e  procedono  secondo  una  certa  legge ,  si  può  dedurne 
per  mezzo  del  Calcolo  Differenziale  un  numero  infinito  di  al- 
tre serie ,  le  cui  somme  siano  parimente  conosciute . . 

Posta  infatti  V  equazione 

* 

(i)  .  .  ,  .  .  S  =  A-^-B-^•G-^-DH-E•^ea. 
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prendiamone  i  differenziali  primo,  secondo,  terzo  ec. ,  e  facen* 
done  le  divisioni  per  dx ,  dx^ ,  dx'  ec  y  avremo 


(^)  •  •  ■  ■  (f  )  =  (^)-<-(^)-^(^)^(^)-^ec. 


trS\         rd*A\     .    /rf'Bx     .    f  J*C\     .    /«/'D 


e<:. 


(4)  ;  ■  ■ .  (S)  =  (S^)-^(iS)-*-(B)-<-(S?)-^-eo 


iÌa:»^  ^^jc»^  ^i/*»^  ^i/jf»^  ^Jjc 

co.  ec^  ec. 

Ora  i  secondi  membri  delf  equazioni  (2),  (3)  ec.  forma- 
no tante  nuove  serie,,  le  cui  somme  espresse  da  (^)^(^)ec., 

saranno  conosciute  da  clie  -è  conosciuta  la  funzione  S . 

Anzi  per  mezzo  delle  suddette  equazioni,  moltiplicate,  aa- 
che,  se  sia  bisogno  >  per  qualche  funzione  cognita  di  x  avanti 
o  dopo  la  diflferejflziazioue>  e  combinate  fra  di  loro  in  quella  ma- 
niera che  ci  piace ,  possiamo  trovare  moltissime  altre  sepie ,  le  di 
cui  somme  siano  parimente  conosciute  . 

Ma  rendiamo  tutto  questo  piii  chiaro  per  mezzo  d*  alcu* 
ni  e.^emp;. 

I.  Si  sa  che  la  somma  della  serie 


a?  H-  a?*  M-  a?^  H-  5c* 


1—* 

se  dunque  prendiamo  i  successivi  differenziali  di  quest'  equazio- 
ne ,,  avremo 

r-T7  =  1  ^  3^?  H-   6x^  -h  loa:^  -h  ec. 


{Tsr;^  =  I  •4.  4^7  •!-  ìox^  h*  ao«^  h*  ec. 

ec.  ec. 

ed  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  sono  serie,  le  cui  som- 
xoe  sono  espresse  dai  respettivi  primi  membri . 
IL  Si  sa  che  la  progressione  geometrica 

-^'  H*  a;  H^  X'  H-  a?*  H-  a?^  •!•  •  •  •  •  H*  »•  ha  per  somma  ^ — ^ r 
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dunque  ditferenziando  V  equazione 

n  -4-  l 


X-^  X 


J  —  X 

per  dx'i  avremo 

(«-H)je    —nx 


—  .x^x'^x^^x^^^. ri-  a?*  e  dividendola 


ÌJC     —  HX  T  •  ^ 


nx  . 


Di  qui  si  potranno  ricavare  le  somme  Jelle  potenze  dei  nu- 
meri naturali  :  imperocché  moltiplicando  ijuest'  ultima  equazione 
per  X ,  differenziandola  e  dividendola  per  dx  y  avremo 

4 

5^ jr=:jy —■ : =i-*-4«H.9a?^....^ 

jrx 

Quest'  ùltima  equazione  moltiplicata  'per  x  >  :diffcrenziata  « 
divìsa  per  dx^  ci  darà  la  somma  della  serie 

I -h  So;  H- a7^*H*  640?' H- ^n'jx 


e  così  di  seguito . 

Facendo  ora  a;  =  i  nelle  equazioni  sopra  trovate,  avremo 
espresse  dai  primi  loro  membri  (  il  cui  valore  si  trova  con 
la  regola  del  §.  43  )  >  le  somme  delle  prime  >  delle  seconde^ 
delle  terze  potenze  ec. ,  dei  numeri  naturali   1 9  2 , 3  9  4  > n. 

§.  47.  IIL  Supponiamo  ora  che  si  conosca  la  somma  S  di 
una  serie  qualunque  di  questa  /orma 

S  =  a  -h  60;  H-  cx^  H-  ^^^  H-J^"^  H-  hx^  ^h-  ec. 

e  cerchiamo  per  mezzo  degli  artifizi  sopra  esposti  la  somma  .di 
un'  altra  serie  ^jualunque  >  ma  della,  foruia.   . 

Aa  H-  Bbx  ^  Ccx'  >H-  Eea?'  h-  F/»^  •:♦•  Hhx'  ^  ec. , 


nella  quale  A  ,  B  ,  C  ^  E  >  F  ,  H  ec.  >  compougano  una  serie  .che 
conduca  alle  differenze. costanti  (  Tool  I.  §.  6  ).  Prendendo  5uo^ 
cessi vamente  i  differenziali  di  4jueir  equazione 
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B^=a^ix^  c«*H*  e*'  H-  J^*  H*  hx^  H*ec.>  avremo 


( i!l\  =r  6e   <H-  a4/à?  H-  6ohx*  h-  ec 


É^)='  »4/ .-i-I  aofcjc -f  ec. 

ec  ea 

Moltiplichiamo  la  prima  di  queste^  equazioni  per  «  ;.  la  se- 

conda  per  ^x\  là  terza:  per  ^l^-,.  la  quarta:  per  -^;  la  quinta  per 


•*♦• 


;  e  così  di  seguito;  sommiamo  tatte  queste  equazioni  insie- 
me ed  avremo  (  s* avverta  che  a,  /a,  y  ec.  j  sona  coefficienti  co- 
stanti da.  determinarsi  ) 

^s\    .   rjt»  /4<*Sv    .   y*»vrf'Sv   .     ^9c^  /i^s 


iia  H-  (  »6  H*  ^6  )  a?  H*  (  «e  H^  3|3c  H*  yc  )  oc*  H-  (  «e  H-  3j3e 

« 

3reH-Je)»'H-ec. 


Ora-  paragonando  il  seconda-  membro  di  quest*'ultima:  equa- 
zióne- con  la  serie  da  sommarsi 


Ka  H-  "Bbx  H-  Cca?'  -f  Eea?*  r^  ^Pfòc*  h-  eò: 
eguagliandoli  cioè  fra.  loro  >  avremo ■ 

«=A 


^= 

=  B- 

-  «  —  B      A 

y  = 

=  G- 

-3^--«  =  G- 

-aB. 

i-A 

i= 

=  D- 

-  3y  ^  3^  —  »  = 

=  D- 

-3G 

3B- 

ec:  eo;  eo: 

Dunque*  indicando  per  Z  la  ricercata  somma  >  sarà 
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/.  =  A{5  -h — i — Irfi)-^--^ — n^ ^rfi^.)  ^ 

1.2.3  ^djr^' 

Ovvero  indicando  le  differenze  s^nccessire  della  serie  A  ^ 
B  ^  C  ,  D  ,  E  ,  F  ec,  secondo  che  si  costuma  nel  Calcolo  delle 
Differenze  Finite ,  sarà 

Questa  espressione  di  Z  è  composta  di  nn  numero  finito  di 
teraiini ,  quando  la  sene  A  ^  B ,  G  ,  E  ec.^  conduce  come  abbia^ 
mo  supposto  alle  differenze  costanti. 

Indicando  per  e  il  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  Tu- 
riità,  noi  sappiamo  essere 

e  s=i^JL^-=. — I — i- — '- {•  ea 

^  I  ^^1.»         i.a.3         1.2.3.4 

dunque  la  somma  di  una  serie  di  questa  forma 
AH^?ÌH-^H-J^H--^-.H-ec.,  sarà 

^^    I    ^^  i.a        i.a.s        i.a.3.4 


j.a        1.3.3        1.3.3.4 
xùA     .    x*à*A     .    x^ù^A 


^^  /^  X    ^^    1.3          1.3.3 
Sia  ora  la  serie  da  sommarsi 

^^  I         1.2  i,a.3       i.a.3.4       i.a.3.4.6             ' 
sarà  dunque 

A    ,  B    ,    C    ,    E    ,    F    ,      ec. 

=  o    ,  5    >     10    ,  17    ,    aó  ,        ec. 

AA  =        3  >    5     >     7    >    9    »            ec- 

A'A=  s    ,    a    )     2    >                 ce. 

A'A=  0,0,                      co. 
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Q  perciò  .  , 

I  1.3  1*2.3  1.2.3,4  ^  l 

?*:)  =  e'(iH-a7)(3-*-a;).  " 

Se  poi  la  serie  A  ^  B  ,  C  ^  E  ec.^  non  conduce  a  difleren- 
ze  costanti  9  la  somma  Z  viene  allora  espressa  per  una  serie  in- 
finita y  la  quale  può  talvolta  essere  più  ^convergente  della  propo- 
sta >  ed  in  consegueqza  più  comoda  a  maneggiarsi.  Per  ulterio- 
ri dettagli  rimandiamo*  i  nostri  Leggitori  ai  Cap.  IL  Par.  IL  del 
Calcolo  DìfFerenziale  <lel  Sig.  Euler. 

§.  48.  iSe  noi  rappresentiamo  gli  indici  di  una  serie 

per  i>  a,  3,  4^  .  . . .  <a?~i),  a?>  (a?H-0>-- 
e  ì  termini  corrispondenti 

per  f(0»  f(a)>^(3)>^{4)>---^(»— !)>?>{«?),  ?»(afH-i)v- 

■ 

abbiamo  sempre  fra  due  termini  consecutivi  ^{x  —  i)>  p{x} 
della  serie  >  qualunque  sia  d' altr'  onde  la  legge  della  di  lei  for- 
mazione ,  la  relazione  dataci  dal  Teorema  di  Tajlor  :  se  infatti 
facciamo  tf  =  —  i  nella  formula  di  questo  Teorema  (  §•  5  )  > 
avremo 

(a)  .  .  .  .  ^(«_.)  =  p(,)_(g)M-f(g?)-.-|5X 
(^t)-*-ec. 


•      • 


Indichiamo  per  Sp{x)  la  soonna  dei  termini 

sarà  (  Tom.  I.  §.  aa  )  S^(«)  =  2^(oc)h-^(oc)  • 

Ora  prendiamo  l'integrale  finito  dell'equazione  (<z)  ed  a- 
rremo  (  Tom.  I.  §.  i  a  )  quest*  altra  equazione , 

2?.r*-i)  =  CH-2?.{«)-2(g)-*.i..2(0)-^X 

2  (  ^  )  H-  ec. ,  che  sommata  con  (  a  ) ,  ci  dà 
Tom.  IL  O 


«  • 


Io6  M  A  T  E  M  A  T  I  e  A    S  U  B  L  I  M  E 

S$(«-i)-^^(»-i)=C-^2f(«)-S(^^)H.i-2(0)-^2(g?)H,w. 

* 

che  si  riduce  a 

S?,(x-.)=C^Sp(«)-S(g)H.iS(^.).-iS(^«):.ec.:. 
ora  essendo  S^(a?-^l)^^(«)  =  S^(«),,  s?  avrà    :    • 

s?>(«)~.^(*)=G.^s^(«).^is<.|)H.i-s(0)  ~;ec: 

dalla  quale 

S(^)=C-^^(a:)Hr-S(j-^)  — -LS(^*)H-ec.. 

Se  adunque  saranna  cognite  le  somme  corrispcindeajtl  ai.  ter- 
mini generali  (  1^  )  »  (  j^  )  ®<^-  »  rica,Yèf emo-  da  ijacsta.  formula)  la 
soiii ma  delia  serie  il  cui  termine  generale  è  f^ì.  .•;.":''( ^• 

La  costante  C  deve  determinarsi  m.  moda  che  la  somma 

r 

S(  — )  sia  nulla  quando  a?=i=b. 

Supponiamo  ..per  esempio  <f>{x)  =  x  .     »  ed  avremo 


f     < 


I  )  a?"  ""    ec. ,  q^iQdi  -     i  / . 


•   •   •.  • 


Ora  determinando  la  costante  in  maniera  che  il  termine  som- 
matorio  sia  nulJo  quando  a?  =  o ,  avremo  G  =  o .  Per  mezzQ 
della  formvla 

li  -+ 1  ti  2.3 
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potremo  trovare  la  sonima  delle  potenze  n  '    ,  data  per  le  som 
me  delle  potenze  inferióii» 

Sia  n  =  o  ;  Sa?**  =  a? 

•     •  • 

3  3.336 

i 

=  3i  S*' = -a?*H--2^Sa?*— S«-+--S«  =3^a?*-i--ac' 

o»  4  2  4  4  a 

la?* 

4 

'Cc  ec. 

§-  49*  L^  formula 


1^ 


data  al  §.  36  per  sviluppare  una  qualunque  funzione  in  serie  or- 
dinata per  le  potenze  di  a;  9  ci  somministra  il  mezzo  d*  avere  la 
'sómma  di  una  serie  qualunque  data  per  le  somme  delle  potenze 
della  variabile  2)c.  Prendendo  infatti  l'integrale  finito  di  questa 
formula ,  s*  avrà 

;2<|j(.(»5)=-CH-^(o)2a?«^(g)2a?M-Y(S)2^*-<'^^- 
cbe  sommato  con  la  formula  medesima  )  diviene 

^<ì)C^)H-<D(a?)  =  C  +  ^(0)2a?%(g)2a?H-i.(^)2a?*-4-ec. 

'  H-^(o)  a:*  -..(^)  »  -i-J-(^t)«    -^-ec. 

ovvero 

S4>(a?)  =  CH-?>(o)Sa*H-(^)Sa?-|--(??)Sa?*H-ec.i 

i  valori  poi  di  Sx^  Sx'  ^  Sx"  èc.  >  gli  abbiamo  trovati  al  §.  ante- 
cedente . 

Avvertiamo  che  G  deve  determinarsi  in  modo  che  sia  S(p(x) 
=^0  quando  a?==o,  e  rammentiamo  di  pili  che,  a  differenzia- 
zioni eseguite ,  dobbiamo  fare  a?  =  o  nei  coefficienti  differenzia- 
li di  questa  formula . 
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'i . 


IV.  1750  del  Càlcolo  Differenziale  per  esprimere 
le  differenze  e  le  somme ,  o  integrali  finiti  delle  funzioni . 

§•  50.  XL  Calcolo  delle  DìfFereoze  Finite  tutto  considera 
r  aumento  che  riceve  una  funzione  ^{x)  allorché  x  diventa 
a?  -f.  co ,  ed  fi  Calcolo  DiiFerenziale  considera  i  diversi  termini 
che  compongono  quest'aumento  sviluppato  in  serie  ordinata  per 
le  potenze  di  co  ;  vi  saranno  adunque  delle  relazioni  tra  questi 
termini  componenti  e  le  quantità  che  ne  sona  composte  y  cioè 
tra  i  difFereaziali  e  le  differenze ,  e  si  concepisce  che  potranno 
le  differenze  finite  esprìmersi  per  mezzo  dei  differenziali  9  ed  a- 
versi  delle  equazioni  che  diano  i  rapporti  fra  questi  e  quelle. 
Ci  bisogna  però  fino  di  qm  avvertire  che  per  S^(a?)  dx  si  rap- 
presenta quella  funzione  di  x ,  la  quale  diffejenziata  una  volta 
ci  A\  p{x)  dx  y  e  questa  funzione  chiamasi  Integrale  Primo 
o  del  Prima  Ordine  ddla  funzione  (p(^x)dxi  che  per  SV(*). 
dx^  si  rappresenta  quella  funzione  ,  la  quale  differenziata  due 
volte  ci  dà  p{x).dx*y  e  chiamasi  Integrale  Secondo  o  del 
Secondo  Ordine  ^  e  così  di  segmta. 

Ciò  premesso  sia  y=  <P(x)  j  e  facendo  crescere  x  della 
qnantità  co ,  avremo  j^H*Ay  =  ^(a?H-w)> 

Ay  =  P{x-^^)  —  <f>{x}\  e  quindi  per  mezzo  del  Teorema 
di  Tajlor 

questa  formula  ci  dà  la  differenza  prima  finita  di  y  espressa  per 
i  differenziali . 

Prendiamo  la  differenza  finita  di  quest'  equazione  ,  ed  a- 

vremo 

A>  =  »A(g)  H- ^  A(i^)  H.  .^,  A(g) -«■  ec.; 

ora  facendo  nell'  equazione  (  i  )  successivamente 
('Ii),(^)  ec,  invece  di  jf,  si  ha 
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Quindi  r  espressione  di  A>  avrà  la  forma  seguente 

essendo  a  y  a   coefficienti  numerici  * 

Prendendo  ora  la  differenza,  finita  di  quest^  ultima  equazio- 
ne y  avremo 

e  quindi 


Geaoralinente  seguendo  Io  stesso  metodo ,  troveremo 

• 


('>- AV  =  »'(^.)-*.A<.-(£^)-.^- 


w        X  •  •  . 


ec. 


essendo  h  >  Ti'  ec.  >  coefficienti  numerici ,.  indipendenti  da  ^  e  da 
fo  :  essi  adunque  avranno  lo  stesso  valore  ^  qualunque  funzione 
sia  ^  di  a? . 

Per  determinarli r  facciamo^  =  e    essendo  e  il  numero  il 

cui   logaritmo    iperbolico   è    V  unità  :   avremo   allora  y  =:  e^  i 

Aj^  =  e        — e  =e  (e  —  i);Aj^  =  c  (e  —  i); 

lS}y  =  e*(e^ —  i )'  ec.;  A>  =  e*(e^  —  i )*  .  Sostituiti  questi 
valori  ,  r  equazione  (  a  )  diventerà 

(e  — i)   =w  H^Aco        «-t-Aco 


ec. 
e  perciò  i  coefficienti  h ,  K  ec. ,  saranno  quei  che  nascono  dal- 


\ 


■  p 


no  M  A  T  E  MAT  IC  A.,  «|;.B|[,IrMe 

lo  sviluppo  della  quantità  (e  —  i)  :  "avremo  adunque 


\  * 


dx""  Ux"*-^''     .  \dx'"^^ 


•        •        •        • 


purché  nello  sviluppo  del  secondo  membro  ^i  mutino  le  poten- 
ze  {—fi  /"*"'  iQ  differenziali  (^)  del  medesimo  ordine. 

Sarà  per  tanto  in  questa  supposizione 

(3) ày  =  \e        —  w  • 

I  > 

Sviluppiamo  ora  in  serie  la  quantità  (e   —  i  )* . 


U)  '  ^t  ^ì 


Siccome  e  =ih-wh-^H*  r— r  H-  ce. ,  così  avremo 

3       2.3 

'         ^  2       2.3  -^  ^2      2.3  ^ 

Supponiamo  adunque 


(e  —  i)  =co  (i  H*  Aw  H-Boo*-^Cw'  h*  ec.  )  ;  prendendo  i  lo- 
garitmi da  una  parte  e  dall'  altra  e  difFereriziando  ^  s*  avrà 


10 


n(-^ 2-) 


A  -*•  2Bw  -*•  3C«»  -4-  ec. 


.  ^  _       Aw-«-Bw*H-Ccé>' -f-ec. 

-#    —  I 

w 

e  I  .         l! 


:  ora 


Ci)  — té  W*  W»  W*  > 

tf— I  1  —  e  w— f —  -+  ce. 

2  2.3      .2.3,4 

dunque  sostituendo  questo  valore  9  moltiplicando  in  croce  e  ri- 
ducendo  >  avremo 

7^(  J —  H-  — ec.)  (  i  H*  Aoo  H-  Bw*  h-  Goq'  h-  ec.  )  = 

^  2       2.3      2.3.4  '  ^       •   '.  •         •      ^ ,    •        -^ 


/  -. 


«N 


(1  —  ^H-^  — j7^H-ec.)(AH-2tì(0H-3Cw*H-ea 


cioè  a  dire 


> 
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a     '      ^  a. 


a.3 


^'      •         ^  a.        2.3.        2.3.4.  2 


2.3 


A 1~)  co' 

.3.4       2.3.4.5'^ 


9B 

2 


ec. 


se 


AH-(aB.— ii)wH-(3C 


2.3''  ^  2 

e  paragonando^  i  termini  ^  sarà. 


2B 


2.3  4 


)(0 


V 


ec 


2: 


2II 


3C 


(   «    H-     I    ) 


2 


(»  -4-2) 


B 


4DS=  1^L^>  G. 

^        ■•  .    2..        •    • 

ea 


ir 

2.3 


A 


B 


2.34 


2.3.4- 


2.3-4^.5 


ec; 


,  \ 


Questi  valori  di  A  rB.>  G'  écrsona  i  valori,  dèi  coefficiènti  Zìi  ' 
h  9  K'  GC.y  della  equazione  (2). 

§;  51.  Per  quanto  il  metodo  impiegato  per  trovare  i  coef- 
ficienti hjh'\h''  ec.y  sia  elegaate^,  pure  esso  non  è  diretto,  e 
lascia  sempre  desiderare  una  determinazione  di  quei  coefficien- 
ti- semplice  ed  indipendente  dalla  riflessione  fatta  al  §.  antece- 
dente y  la  quale  ci  ha  mostrato ,  che  i  medesimi  erano  quelli  del- 

Io  sviluppo  di  (  e   —  I  )  . 

Crediamo  per  questo  far  cosa  grata  ai  nostri  Leggitori  dan- 
do lora  un  altro  metodo  diretto,  dedotto  dal  Calcolo  delle  Dif- 
ferenze finite  :  si  vedrà  sempre  più  come  questi  due  Calcoli 
s'  ajutino  a  vicenda  . 

I  coefficienti  hyK  y  K'  ec. ,  sono  altrettante  funzioni  di  n 

che  noi  indicheremo  per  h  ^K  ^  K'    ec. ,   e  che  ci  proponia- 

mo  di  determinare .  Ciò  premesso  scriviamo  n  •+  i  invece  di  /z , 
ncir  equazione  (  2  )  >  ed  avremo 
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Ma  prendendo  la  dìiTerenza  finita  tlelf  equazione  (2)9  abbiamo 


dx  ^  4x  ^ 


A(£^:)-*-A"..»""'A(5^0H-eo. 
ove  facendo  in  virtù  dell'equazione  (i) 


£0.  -ec. 


avremo 


i> 


» -F  3  r  d*  "*■  3/ 


-*^^^      ^  ■       ec. 


Paragonando  ora  fra  di  loro  le  due  espressioni  ottenute  per 
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A*     yt  avremo  per  determinare  quei  coefficienti 

n  -^1  2  n 

Il  =  X-^  l-h  '^K 

n-^ì  a.3     *     3      »     •        • 

^'•-hi  =  rh^  »"ì^^  r^V-*- ^', 

r'         = ? — H-  — '— /i  H-  —A'  H-  ^Ji'  H-  A'" 

ec.  ec. 

delle  qoali  è  chiara  la  legge .  Integrando  adunque  'queste  equa- 
zioni )  si  troverà 


f  » 


h  = 

d                  2 

A'   = 

2         ^  3               «'' 

2       ^8-*         3     «            ^' 

n 

2       V3-4i5        8-4    •         3      * 

ec.                                 Cfc. 

r  ) 


Sarebbe  facile  vedere  come  queste  espressioni,  sono  le  stesse  che 
jguelle  trovate  ài  §.  antecedente . 

§.  53.  Essendo  (p  (a? -f-w)  =  ip(*)H- w(^)'-hj(0)  H-ec* 
avremo  prendendo  1*  integrale  finito 

2^(.'c-fw)==2^(ic)H-w2(g)H-j2(0)--hec.; 

ma  2(p(a?  H-  w)  =  2^ (a?)  -4.  ^(»)  (  Tom.  1.  §.  ìt2.  ) }  dunque 
^(*)=«2(g)H."-l2(^)^ec. 

Se  ora  facciamo  (^)sBsE(a?)s=j')  sarà  {^)dx=ydxi 

/(^)c£a?  z=ijydx',  p{x)  ^^fydix\  e  quindi  F  ultima  equazione 

ci  darà 

Tom.  Il  P 


/ 
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2y  =/^'  _  il2(?)  —  -^  2 (^)  -^  ec. 

Adesso  ricaviamo  successivamente  da  quest*"  equazione-  i  valori 

di  2(^),  2(4^)  ec,  ed  avremo  per  SjK  un'espressione  di  quet- 

sta  forma 

^J' =/'-? H- aj-H-a-u,  (g) -4. aV(0)  H- ec. 

essendo  a^d^a    coefficienti    numerici.    Preadendo  1' integralcr 
finito  di  questa  formula  9  si  ha 


nella  quale  ponendo  per  2/^  il  sno-  valore  (  che  ottiensi  dair> 

equazione  2j'  =/^—  H*  ec.  col  mettere  p^  in  vece  di  jr ,'  e: 
che  è 
fyél.  =/JJ|f  ^  1^  ^ a>  H-  tì"w  (^)  -4r  ec.  )  ed  cgnalmemc 


«•  w  "^  ^  dm 

i  valori  di  2y,2(^)  ec. ,  avremo  per  2*^  nn" espressione  di 

questa  forma 

2>  =  ^H-6^-t-6>-h6"w(^)H-6"V(^)H-ea       ' 


Seguitando  lo  stesso  metodo  >  vedremo  che  generalmente  S  y 
Sarà  della  forma 

<;%3=^^i!■4■fe^'"'^^**^'H■^^^'"*'^*""'-^ec. 

fa)  10  w 


H-/72yH-ra'w(£)H-raV(£?)-h  ec.  (4): 

i  coefficienti  h^Ti  ^  K'  ec.  ^  w  >  to  ec.  >  sono  funzioni  di  /z  in- 
dipendenti affatto  da  a?  >  le  quali  si  possono  determinare  diret- 
tamente per  il  metodo  che  ho  datò  al  §.  antecedente  :  non  o- 
«tante  cercheremo  il  valore  di  questi  coefficienti  per  mezzo  di 
quello  usato  al  §  50,  poiché  se  è  meno  diretto  >  è  però  più  e- 
legante  per  i  risultati . 
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Facciamo  j  =  e  ,  ed  avremo  e  =jy  =  (^)  =  (^)  : 
(^)  =  €C.  -^nfydx  =zpydx^  =  ec. :  così  troveremo 

^y  =  -^— >  2V  =  ■—-  ^y  =  — ' —  ^  «e.  ee.  2  >  = 

t   —i  «  —i  U  —  I)* 


•    • 


X 

t 


I  • 


Cd  -  * 


dunque  facendo  le  opportune  sostituzioni  neir  equazione  (  4  )  > 
troveremo 

H- -4*  ec.-4-  WH*  m'wH-ro  •«'  H-  ce.  % 


(r—  l)  ftfr  44»  J(» 


e  perciò 

^^—fzTi h  ecH-TTzy  H- TTz'w  (J)  H*«c. 


«  •  •  « 


w  w 


purché  nello  sviluppo  del  seconde  ffiemìaro  -di  qnest*  «gnazione  > 
si  mutino  gli  esponenti  delle  potenze  di  (^)  in  ordini  dei  dif- 
ferenziali, si  scriva  cioè  (^)  invece  di  (^Yi  e  le  difFerenze 
d  jndice  negativo  si  cangino  in  integrali^  cioè  si  scriva,  f  ydx 
invece  di  (  -^  j  :  con  queste  condizioni ,  avremo 

I  coefficienti  pòi  A ,  A'  oc. ,  s*.  avranno  dalle  equazioni  del 
§.  50  ,  facendovi  ti  =  —  ri . 

§.  53.  Le  due  equazioni  (3)  e  (5)  degli  antecedenti  §§. 
possono  essere  rappresentate  dalla  seguente  soltanto 
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i^y)  =Ve  —  ij (6), 

purché  nei  due  membri  di  quest'  equazione  s'applichino  alle  ca- 
ratteristiche A  e  cZ  gli  esponenti  di  Ay  e  di  <iy,  e  ii  mutino 
le  differenze   d*  esponente   negativo  in  integrali  y  cioè  si  scriva 


—  m  ^m     ^    m 


2  y  invece  di  A     y  ì  ^  f  ydx     invece  di . 

Orsi  quest'ultima,  equazione  (6)  essendo,  vera  pei  a.  posi-- 
ti  va  e  per  n  negativa ,  è  evidente  che  una  funzione  qualunque 
di  A^  (  nella  quale  però  non   entrino,  potenze   frazionane,  di. 

Aj/  )  sarà  eguale  ad  una  simil  funzione  di  e  r—  i ,.  purchèu 

nello  sviluppo  delle  due  funzioni  s'  applichino,  alle  caratteristi- 
che A  e  ci  gli  esponenti  di  A^  e  dy  ^  e  si  mutino  le  diiferen- 
zc  d^  esponente  negativo  in  integrali  ^  Per  esempio,  ricaviamo  da. 
quell* equazione  (6) 

1  H-  A^  =  e  j  e  quindi  prendendone  i.  logaritmi ,  s*  avrà. 

> 

Z(i  -+'A^)  =  w(^),  equazione  che  elevata  alla  potenza. n       , . 

ci  dà 

0(  I H-  A^)}*  =  w*( ^)*  :  dunque  quando  n  è  positiva,  si  ha 

c  quando  n  è  negatila  =  —  m 


I 


f'ydx' 


(8) 


queste  formule  (7)  e  (8)  ci  esprimono  i  differenziali  e  gli  in- 
tegrali delle  funzioni  per  mezzo  delle  differenze  e  degli  inte- 
grali finiti  delle  medesime ,  Infatti  la  formula  (  7  )  ci  ^a 


./  •   • 
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la  quale,  facendo  72  negativo,  e  cambiando  le  differenze  nega- 
tive ia  integrali ,  rappresenterà,  lo  sviluppo  di  O^^fT  che  è  da* 

to  dalla  formula  (8). 

Per  aver  poi  i  coefficienti,  h  ^  Ti    ,  Ti'   ec,  potremmo  fare 

uso  del.  metodo  dato.  alla,  fine  del  §.  50 ,,  ma  crediamo  meglio 

adoprare  T  altro,  esposto  al  §.51. 

Per  tjuesto-  facciamo 
.  .      .  • 

-(ì(iH-w)};''==uj*(l-ì-A^wh-A'  w* h- A"^ w^ -h  fe'"^ w* -*•  ec.  ) 
«  ponendo  n^i  invece  dl«>  avremo 

.{Z(i.-*-«)y"'=""'*'(-t-''.,,«.H.A;^,«-^-A".,,X 

\  w' -I- 60- )  :  ma 


(  w  —  —  -^.  —  —  ec  )==  w*      (  i.'^h  w  H-  h'  w'  -i-  K'  w^ 


3  '  '  » 


H-ec.  )(i  — .|.-h£— ec.)  =  w"       {ih-(\— ^)w-|- 


^        »  -^        »  3       ^*  4,    «  5  / 

d'inqne  paragonando  le  due  espressioni  ottenute   per  \l  {  i 


w)  /         ,  avremo 

7t'  =p  — -LS(7t  —  ^) 

«  a       ^    «         z 

li'  =-l-i2(7i'  — ^7i  H--) 

»  2      .  ^      «  3      «  4 


''y. 


r. 
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Sé  facciamo  n  negativo ,  queste  equazioni  daranno  allora  i 
coefficienti  dello  sviluppo  di  ^-^^— 1__; 

Questo  metodo  servirebbe  anche  per  sviluppare  in  serie  or- 
dinata per  le  potenze  di  a?  Y  espressione \  ^ 

-  che  noi  abbiamo  sviluppata  eoa  altro 


iì^^ax  -+•*«*  -*•  cx^  -4- ce. )■ 

^  — ■  - —  ■ 


(4  -+  fl'*  H-  i'x*  -f  cx^  •+  ec.  Y 

mezzo  al  §.  (  38  )  . 

§.  54.  Le  formule  (3)  >  (5)  >  (7)^<8)  sono  state  date  la 
prima  volta  dal  Celebre  La -Grange  negli  Atti  di  Berlino  1771». 
Nbi  abbiamo  seguita  V  esposizione  che  di  qneste  ne  Ita  data  il 
Professore  Paoli ,  avendovi  aggiunto  il  metodo  diretto  per  de- 
terminarne i  coefficienti .  *       ' 

Il  Geometra  La -Place  Tia  trovate  (  Atti  di  Parigi  1779  ) 
altre  formule  per  esprimere  le  differenze  e  gì'  integrali  della  fun- 
zione Tny ,  ove  m  è  costante  :  ma  queste  nuove  formule  sono 
corollarj  di  quelle  dell'Italiano  Geometra^  comie  o^a  vedremo: 
abbiamo  dimostrato  al  §•  50. 

éfx  uX  ux 

m 

Ora  facendo  y  =  m'z  (  scrivo  z  per  non  far  confusione  ) 
avremo  differenziando  e  dividendo  per  dx 


(^^?)  =  ;;:-(a(ifc)-H.»(g)Z„^(^i^))  =  ;„-(i„^(*))' 
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ia'(//ra-f»(^))'*,  parche  nello  sviluppo  si  barattino  le 
potenze  in  differenze,,  secondo  ciò  che  è  detto  sopra;  sarà  dunque 
AV^=:«z'[u)-(/«,H.(*g))«H.W'-^'(Z;«^(g))«-^' 


6'»'**(Zm-f.(fp) 


dx 
n^2 


] 


[ 


m'\  e 


.('— (g)) 


•  questa  è  Ta  formula  data  da  La -Place. 
Nella  stessa  guisa  dalla  formula 


-(è) 


)• 


2j> 


(:'-'J 


-   si  potrà  dedurre  Y  altra  formula  data  da 


quel  Geometra 


^    7Tt  Z 


m* 


j  come  pure  dalle  for^nule  (  7  )  >.  (  8  ) , 


potranno  dedurseiie  delle  altre  simili  per  la  funzione  to';5. 

ISToi  rimandiamo  i  nostri  Leggitori  alla  sopra  citata  Memo- 
ria r  quando  bramino  di  vedere  t^toàQ  qiieste  formule  alle  49»- 
zioni  a  pia  variabili. 


.1 20     • 


I 

^ 


ll«B»*»WI*Ì»*«H*«Wi**"*^^^^^^^^^^^^^^^^^^^"^^^~^"^^^^^""'""^^"^'^^^"^^^^^"^^""»^"»""»W«««*«*B»»-WPW^»»|^«" 
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'Continuazione   dello  stesso   Soa^etto^ 


^)Ì5 


V.    Risoluzione   delle    Frazioni . 


p 


intrjodazione  all'  Analisi  Sublime ,  pm^  ne  faretuo  qui  un  cen- 
no^ giacché  il  Calcolo  Differenziale  V  somministra  un  semplicissi- 
mo metodo  per  ottenerla  « 

Sia  —  una  vera  frazione  >  tal*  cioè  che  le  dimensioni  di  » 

nel  denominatore  siano  maggiori  di  quelle  del  numeratore  »  e 
proponiamoci  di  risolverla  nelle  sue  frazioni  componenti .  Sup- 
poniamo che  per  mezzo  della  risoluzione  dell'  equazione  Q  =  o 
già  si  sappiano  i  fattori  di  Q  *  In  virtù  delle  radici  reali  e  di- 
suguali, Q  avrà  dei  fattori  dì  questa  forma  aH*&^}  in  virtii 
delle  radici  reali  ed  eguali ,  Q  avrà  dei  fattori  di  questa  forma 
(aH-^^)*J  in  virtii  delle  radici  immaginarie  e  diseguali ,  Q  a- 
vrà  dei  fattori  trinomiali  di  questa  forma  ci  -^  o^abxcosp  h- 
ò*a?*  ;  in  virtù  infine  delle  a*adici  immaginarie  ed  eguali,  Q  a- 
vrà  dei  fattori  trinomiali  4i  questa  forma  (  a'  -h*  ^àbx  cos  p  ^ 

Consideriamo  questi  quattro  ,casi  separatamente . 
I.  Sia  Q  =  (a  H-  6a;)S;  poniamo 

^'^r — 'r-TB '^  i—iz-,—^  ^  ^  ^  ^  riducendo  al   medesimo  deno- 
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•minatore  avremo  1'  equazione  j^^--  =  ^1^^^^  dalla 

quale  ricaveremo  R  =?-— *?:  ora  R  è  una  funzione  intiera  di  a?» 

danqoe.P — <AS  deve  essere  divisibile  per  a^bx:  dunque  a^^ 
bx  deve  essere  un  fattore  di  P  —  AS  ;  dunque  P  —  AS  de- 
•V€  divenire  nullo  quando  a  h-  6^^  =  o  ,  ovvero  quando  x  = 

—  -^-.  Sarà  pertanto  .A  =  -|-,  purché  si  faccia  nel  secondo  mcm- 

irò  .a;  -^-^  -  -  * 

Ma  impiegando  il  Calcolo  Differenziale  ìn  questa  ricerca, 
moltiplichiamo  tanto  il  numeratore  che  il  denominatore  ^el  va- 
lore =di  À  per  a H- 6« >  ed  ayrcmo  A  ==  Iil-"ti^  =i  f(a-i-i») 

purché  si  faccia  x  =  —  ^  j  ora  ih  questa  supposizione  il  vaio- 

re  di  A  diviene  —  j  dunque  per  ciò  che  è  detto  sopra  (  §.  43  )f 
avremo 

A  =  (liJli^Ì£n):(g),  ovve.0        ,_ 

A  = ~ =  — ^-  ,  purché  a  differenziazione  esejrai- 

ta  si  faccia  x  =  —  — . 

b 

I 

m 

Per  esempio ,  data  la  frazione >  cerchiamo  la  fra- 

1  —  4»  -*-3» 

zioue  semplice  che  nasce  da  1  —  x  fattore  del  denominatore . 
Facendo  il  paragone  con  la  formula  generale  >  avremo  a  =  i  , 

3/ZvV*  ~  ^  ;   dunque   A  =: ^-± ,    purché    si    faccia 

To/n.  Il  Q 


la!; 
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'«?^ii  danque  A  5= —^—.  Perciò- la  frazione  corri^ndentc 


al  fattore  i  -tt-  ìb:  ,  sarà 


0-¥b*  {4e'^S»~)(l— «) 

■ 

^.       .  •      •  •  •  . 

Per  fàrge  un  altro  esempio.»  jiroponiamoci  di  dccompoire  1^ 
frazione 


c 


*-T-^ nello  tre-  frazioni,  semplici  •—--' 


Per  determinare  A,  avremo  t* 

rfQv 


'f 


»- 


«%  e  c^) 


i/jr 


A  =  '-l:ti^'-=^  —  |-,  perchè  *  = 
1—4*— 3  3        . 

ha  a==  1  ^  &=  I,  P  =  1. -*-».%  Q 


I  —  4P? 


r,  P^*=  I 

—  30:*  i  dunque- 


^que  B 


1-+JC* 


e 


1  -+ JC*        _ 


&^ 


—  -       1 


poiché  07 


à,  A  riguardo  di  B-^.si: 

.  .       .  •  •  . 

=  —  I  j  COSÌ,  avremo^. 


I  — 4x  — 3«* 


—  :  dunque  sarà 


X* 


(2-«-Jr)(lH-*)(i-*) 


l* 


3(2-*-*)         ì 


S 


IK-*) 


II.  Sia  Q  ==  (a  H'  bxyS^yne  poniama 
JL  — ? =       ^      ^1.  — ?!--  H-  —  •  ridbeendo  al  medé- 

Q  {a-^bxyS         («-4-ÌJC)' ^^(tf -4-**)  $ 

Simo  denominatore ,  avremo  V  equazione' 

l =  AS^THa^ix)S^R{a^kxY      j^jj^  j^  gj.  ^^^^^  p 

(#H-*;c)*ì;  (i»-*-^jr)*S  -         '  ^ 

=;;3  AS  -h  B  (  (2  M-  &a?  )  S  H-  R  (  a  H-  è^)%  ed  in  conseguenza  R  .= 

r-A<;—B(a-hhx)S 

Ora  dovendo  essere  R  una  funziono  intiera,  è  necessario 
clie  P  —  AS  —  B(a  -+•  &*)%  ovvero 

•1^  —  A  — 'Ii{a^bx),{  poichèi  S  non  contiene  il  fattore  a H- 

bx)  sia  divisibile  per  {a^bxYi  dunque 
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P, A  —  B(^i-^&r),ed  il  suo  difFerenziàlle 

dC^^^A  —  .B(a-t-5a?)1,  dovranno  annullarsi  quando a^hot 

.    ■  •  -  »        • 

=  o ^  ovvero  quando  ^  =  —  y  .  i      .. 


Questa  riflessione  ci  dà  le  due  equazioni  ^  i —  A  :i==  o  ^ 


^.1^ 


V — -)  —  B5  =:  o^  dalle  quali  si  ricava  Ar=s-|-^B 


•  *  •  f .  ^ 


d.l 


•jV-^/  facendovi  però  x  =  —  j 


•  • 


In  generale  «ssendo  Q={aH«^^)  Si  poniamo 

P  P  __'         A  A'  A"  ;.       e 


A(--')     .    R 


«  per  lo  stesso  ragionamento  troveremo  ques^  equazione 
A  S(a-i-5a?)'"'"*-4-iR(«H-.5»)'*i 

N 

^àlla  quale  si  ricavd 

R  =  p-AS-A's(j.^-t^)~ ::.  g  ^o^ejj^Q  ^sseje  j^^  „jj^  funzio» 

ne  intiera,  ed  S  non  contenendo  iliattore  (a  H-  Sa?) ,  la  quantità 
I  _  A  —  A'(a  H-  i^)  ~.  A"(a  ^  &a?)*  - 


sar?i  divisibile  per  (a  H*  5^)   >  ed  in  conseguenza  essa  e  le  suo 
differenziali  fino  all'ordine  m —  i  inclusive,  saranno  nulle  quaiv* 

do  vi  si  fa  a  H-  è*  =  o,  ovvero  jc  =  —  •^:  avremo  adunque 
queste  m  equazioni 
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p  .  p 

Z  -  A  =  0 ,  (!^)  -^  &A'  =  0  ;  (1^1)  ^  a6*A"  ==  o  ec, 


#  « 


dalle  quali  si  ricavanq  i  ricercati  valori  di  A }  A'  >  A'^  ce.  x  o 
si  ha 


A    — T 


^.5 


A'  —  »  f-ll) 


//  I 


A'" 


86*^    dx 

_i-(-Ì) 


«»' 


l.  proposta: la: fraziona ^-^ ^ j  ^^h-  »r  *  **  "  ^^^^ 
chino  le  frazioni  comspj3ndenti;  al  fattore  (a -h*)*.. 

A  A' 

Rappresentate  queste  firazioni  per.  ^_-a_^  -i-_- ,.  avremo. 
ti=a,  6=1,  Pt=±a?S  S='r-h«,  e 


(  ''"s  )  _  f  *•  i":?!?)  _.  J*±£l  :  dunque  facendo^  a?  ==  —  a ,  A 

.p  «•    --:r5  = 4.,A'  =  -^^—  =  o  ,   una.  so- 

Ja  sarà  la  frazione  che  corrisponde  al  fattore  (a  -f  * )%  oioè 

Cercando  poi  la  frazione  die  corrisponde  al  fattore  sem- 
plice  1  H-  « ,  si  troverà  — i-  »  ed  avremo  in  conseguenza  .... 
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§.  $6.  Veniamo  adesso,  agli  altri  due  casi  nei  quali  Q  ha 
dei  fattori  trinomiali  ; 

III  Sia  Q  =:=i  (a*  H-  OLabxcosp  h*  b^x^)S  ,  e  poniamo 

P                                P                                              A  -4-  A'x  .    R  . 


riducendo  allo  stesso  denominatore  >  e  togliendo,  quindi  il  deno- 
miaatora  comune  >  avremo 

P  =  AS,  H*  A'So?  H-  R  (  a*  •+-  ^àb»  cosp  h*  6*a?*  )  ^  e  perciò 


P^- AS  — A'Sje 


B:=a  ,       l^^^^'^\-^;  ora  R  deve  essere  una.  funzione  intie- 
ri* H-  2Mt^  C01P"¥  *•«• 

rai.  dunque  P* — AS  —  A'S»  sarà,  divisibile  per  a*  ^-^:2aÒxcosp 
H-  bW  i  dunque  sarà  P  —  AS  —  ASx  =  o ,  quando  a* 
2abx  cos  (p.  H-  4*0?"  =  Q ..  Prendendo,  il  valore  di   x  = 


—  (cosp=fc\/( —  i)--se/2^)  da  quest'ultima  equazione  ^  e  sup- 

ponendo  che  P  in;  virtù  di  nna  tal  sostituzione  divenga  P'rt 
FV  (  —  I  )  i  e  che  S  divenga.  S,  -4?  S"  V  ( —  i  )  ,  avremo  le  e- 
qnazioni. 

P'W-.FV(  —  1  )  ~  (S'  ^  S"V( -^  I ))  (A.-  A'I  {co5^  ^ 

P'—  FV(  --  I  )  —  (S'  ^  S'V^—  I  ))  (  A  —  A'^  (cos?).-- 

che  serviranno  a  determinare-  A  ,  A' . 

Per  mezzo  del  Calcolo  Differenziale-  potremmo  anche  sen- 
za conoscere  il  valore  di  S  determinare;  i  due  numeratori  A  i 
A':  infatti  essendo 

S  =s  ^ --.5 —  .  ed  annullandosi  il  numeratore  ed  il  de- 

4*  -+  2abx  cos  p  H-  i^x* 

nominatore  di  questa  frazione  quando  si  fa  a*  -H  2ahx  cos  (p  h* 
5*a?'  =  o,  ovvero  35  =  "^ (cos <J>=fcV'( — i).sen<f>),  avremo  il 


,2(5  MATEMATICA     SUBLIME 

valore  di  S  espresso  (  §•  4a  )  ia  qnest'  altra  guisa 


**  ;  dunque  i'  equazione 


P—AS~A'S»=o,  diverrà  P—(A-fA'«) 


/Si) 


^*x-¥2aheotp 

la  quale  per  la  sostituzione  di  ^el  valore  di  Xy  ci  darà  queste 
due  equazioni 

FH^PV(-i)-(Q'H.QVf-i))i[A~A'^{c(W^H- 
P'-PV(-i)-(Q'~QV(-^0){A~A'f  {co5^-^ 

<jnde  dotermiaare  A  ed  A', 

Avvertiamo  che  Q'  =*=  Q'V  {  —  i  )  vogliamo  che  significhi 

(-) 
il  valote  di  --- — —, quando  vi  si  fa 

2h  x-+-2abe«s^    ^ 

IV.  Sia  infine  Q  =  (a*  H- aa&a7  005^H-&'3c*)"S^  e  poniamo 


P  P  A-f-A'* 


«    >■■■■■ 


•       4 


—  » 


_  • 

Riducendo  allo  stesso  denominatore,  e  quindi  togliendolo  dall'e- 
quazione ,  avremo 

P=:(À-|-A'j;)S  H-  (B-i-B'«?)S(a'-H  ^àbxcosp  H-6V)  H- 
(  C  H- C'a?  )  S  (  a* -i- 2a6*  cos  ^ -4- &***  )*  H-  ...•••••  H- 

S  (  M  H-  Na?  )  (  a  H-  aa6.r  cos  p  ^  ò V  )*  ""  '  h-  R  (  a*-h  aaisc  X 
co*  ^ -^  5 V"  )• , 
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e  quindi. 

ma  essendo»  R  una  fìinzione  intiera ,  il  numeratore  del  secondo 
membro.  dov:rà  essere  esattamente  divisibile  per  {a^  ^2aSxcós(f> 
H*5V*)"j  dùnque  dovrà  annullarsi  quando  a^  h*  2abxcos(p^^ 
£ V  =5=  Q  >,  ovvero  q^nando 

flc =2  —  ^{cos^p^V( — i).5e«.^)i  e  siccome  S  non  contiene 
il  fattore  ( a* -H aaSix? co^ ^ H* iB*ar* ),  così  ancbe  l'espressione 

—  —  (A^A'x)  —  (BH-B'jc)(a^H-3a5a?co5^Hr5V)  —  ec. 


doVrà  essere  divisìbile  per  (a^anExcosp^h^x^y^  e  perciò 
essa  ed  i  di  lei  differenziali  fino  air  ordine  n  —  i.  inclusive , 
s*^  anuullcranno  quando  si  fa* 

a*  H-  2abxcosp  h*  B^x'  =  o  ;  dunque  in  qiiesta  supposizione  y^ 
avremo  le  seguenti'  equazióni 


(Ci)  - 


A'  —  ( B  H-  B'wT )  (  2Fx  »f>  2a5  cos  p)  =  o 


Jx 
F 

.  jr         aB''^ a5*w  -4-  2aBcos(p)  —  3(B  -h  B'.r)5*' 
2  (  C  H-  C'a?)  (  25*37  -^  2ah  cos  <py  =  o 

t  *  '  - 

ec.  ec. 

per  mezzo  delle  quali,  avremo  i. valori  di  A,  A',B,B',C,C  ec. 

Per  esempio,  sia  proposta  la  frazione    "'^ ^    per  decom- 
porsi nelle  sue  frazioni  semplici . 

Questa  frazione  prende*  anche  là  fórma 

T-, f^T^^^—n rr  •  le   frazioni  sempliciii  corrispondenti  ai 

fattori  0?*,  (i  H^o:)*,  (i  —  a?)*  si  trovano  per  il  metodo  del 
§  antecedente .  Cerchiamo  adunque  quelle  che  corrispondono  al 
fattore  (  i  -t-  a?*  )\ 


j^g  MATPNIATICASUBLIMB 

Avremo  in  questo  caso  a  =  i ,  5  -=  i ,  cos  ^  =  o ,  P  =r: 
m  conseguenza  ■    __^,Ty  —  A  —  «a  a:  =  o 

._l£zi£l)!  j -.  A' —  (  B -f  B'o?)  (  aa;  )  =  o 

nelle  quali  dovremo  fare  prima  a?  =  -h  v^  (  —  i  )  ^  poi  a?  =  -— 
V  (  —  I  )  1  ^  s'  avranno  così  quattro  equazioni  ^  le  quali  ci  da- 
ranno i  valori  di  A  ^  A%  B  >  B' .  liasciamo  .ai  nostri  Leggitori 
r  esercizio  di  farne  il  calcolo* 

TX  Massimi  e  Minimi. 


>m  ■'!    "T 


§.  57.  Rappresentando  per  ^(a?)  una  qualunque  funzione 
di  wT  ,  e  per  A ,  B  ,  C  i  tre  valori  che  essa  riceve  quando  a? 
z==za  —  wi  a7=a;  a?==aH*Wj  €Ìoè  supjponendo  che  quando 

ce  z=za  —  w  sia  cp  ( a?)  =  A 

-   .^.jjj.    j^^r^      ^5-a    . 

comunque  d'  altr'  onde  piccolissimo  sia  w  ,  se  B  è  maggiore  di 
A ,  ed  anche  di  G ,  si  dice  che  là  funzione  ^  (  oc  )  diviene  un 
Massimo  per  a?  =  a  ;  e  se  B  è  minore  di  A  e  di  C ,  si  dice 
che  la  funzione  p{x)  diviene  un  Minimo  per  a?  =  a-  Per  e- 
sempio,  facendo  p{x)  ==a;(2a  —  a;),  quando 

a-^a;  a?(2a -r- a?)  =  a* 

,T  =  a  H-  w  ;  5c ( 2a  —  .t)  =  a^  —  to 

e  si  vede  che  il  valore  di  x{2a  —  x)  è  Massimo  per  cT  =  cr, 
poiché  è  piìi  grande  di  tutti  quei  che  corrispondono  ad  a?  =^  a 
—  w ,  ^  =  a  -4-  w  comunque  piccolo  ai  prenda  w  . 

Una  quantità  adunque  diviene  Massima  o  Minima  ,  allo- 
raquando  ella  cresce  o  scema  fino  ad  un  certo  termine  al  di  là 
del  quale  immediatamente  torna  a  scemare  nel  caso  del  Massimo ^ 
ed  a  crescere  nel  caso  del  Minimo.  Il  Calcolo  Diiferenziale  poi 


•z 
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ci  somministra  il  metodo  di  determinare  i  Massimi  e  Mìnimi 
delle  funzioni ,  quando  queste  ne  siano  capaci . 

Sia  pertanto  <f>{x)  quella  funzione  che  deve  divenire  Mas- 
sima o  Minima  quando  x  =  ai  dovrà  essere  adunque  f>{a) 


«>ì«-^«)  nel  caso  del  Massimo^  e  <p  (a)<'i'"*'"ì^  nel  caso  del 

Minimo  ;  e  conservando  x  invece  di  a  (  rammentandosi  sempre 
che  quest*  a?  è  il  valore  che  conviene  al  Massimo  o  al  Mini'* 
mo  )  dovrà  essére 

f  (a?)  >  ^i*  "^"ì  per  il  Massimo-,  (f>{x)  <!J*"*"'l  per  il  Minimo', 

Dunque  le  quantità  <p{x  ^^)  —  f(^);  p{x  —  «)  — : 
ip{c8)  dovranno  essere  negative  nel  Massimo^  positive  nel  Mi^ 
nimo . 

Facciamo  lo  sviluppo  di  ^(«=±w)  secondo  la  formule  del 
^^  36  >  prendendo  due  soli  termini  e  tenendo  conto  del  re^ 
isto ,  sarà 


p{x^  w)  =  ({>{x)zt^{^)^  —  p\xztp)^  essendo  ^"(ap)r25 
(t^)  )  e  p  una  quantità  contenuta  fra  o  ed  10  :  dnnqte  1*  quantità 

dovranno  essere  simultaneamente  negative  nel  Alassimo  9  positi* 
ve  nel  Minimo ,  comunque  piccolo  d'  altr'  onde  si  prenda  w . 

Ma  date  due  quantità  toP ,  w*Q  possiamo  sempre  trovare  per 
10  un  valore  tanto  piccolo  che  renda  (o*Q  minore  di  wP ,  ed  ia 
conseguenza  che  (joP=ì:oo^Q  sia  una  quantità  positiva  o  negativa 
secondo  che  lo  è  coP  >  mentre  tutti  i  valori  di  co  ancor  minori  di 
quello  9  godono  della  medesima  proprietà  (  infatti 

(oP  :  u}*Q  :  :  P  :  wQ  ;  dunque  diminuendo  co  possiam  rendere  ooQ  <Z 
.P  9  ovvero  co*Q  <  wP  i  ed  è  chiaro  che  a  piii  forte  ragione  i 
valori  di  u}  più  piccoli  goderanno  di  tal  proprietà  )  dunque  po- 
tremo prendere  (o  tanto  piccolo  che  il  valore  di  ciascuna  di  que^ 
ste  quantità 

Tom.  Il  B 
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h-w(^!)-ht>"(«-^p)ì 


dx^  2 


sia  positivo .  o  negativa  se  tale  è  il  di  lei  priooiì  tarmine .  Ma 
di  questi  due  primi  termini  uno  è  necessariamente  positivo  >  1*  al- 
tro necessariaménte  negativo  ;  dunque  finche  quei  due  primi  ter- 
iinini  sussisteranno  >  una' di  qnelle  quantità  sarà  positiva  e  T  altra 
negativa  :  dunque  non  avrà  luogo  ne  Massimo  né  Minimo  per 
tutti  qqei  valori' di  x\  i  qqali  lasciano  sussistere  i  suddetti  due 
primi  termini  »  poiché  allora  non  possono  quelle  due  quantità 
essere  positive  insieme  e  negative  insieme  :'  dunque  il  massima 
d  il  minima  potrà  sola  aver  luogo  per  quei  valori  di  x ,  i  qua- 
li annullano  qjiei  due  primi  termini  :  ora  qqesti  s' annullano  qu&- 

do  (^)  =  o;  dunque  r  equazione  (^)  =  o  sarà  quella  la  qua- 
le ci  darà  una  o  più  valori  di  x  che  sostituiti  ia  (p{x)  ren- 
derintlo  quésta  ftin:JÌQne  Massima  o  Minima .  ^     » 

Cerchiamo  adesso  il  criterio  per  riconoscere  quando  il  va- 
lore di  X  dato  da  queir  equazione  la  rende  Massima ,  e  quan- 
do la  rende  Mnima  i  per  questa  sviluppiamo  ^  (  x  =t  w  )  in  se- 
rie prendendo  tre  termini  dello  sviluppo  e  te^enda  conto  del 
resto . 

Sarà  in  questa  caso 

dunque»  a  cagìooe  di  (^)  =  o,  bisognerà  che  le  due  quantità. 

CLX 

siano  negative  per  il  Massimo  y  e  positive  per  il  Minimo  ^ 

Ora  potrà  sempre  prendersi  co  tanta  piccolo  che  il  valore 
di    quelle  quantità  dipenda   dai  loro  primi    termini  >  in    modo 

che  esse  siano  negative  se  i  primi  termini  —[^^)  sono  negati- 

ti,   c  positive  se  positivi:  dunque,  essendo  w'  sempre  positivo, 
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guel  valore  di  a?  reijderìi  1»  |uH?ìone,  ^(»)  uji  Mqssimg  8.e 
(  £*  )  sarà  negativo ,  e  la  renderà  nn  Minimo  se  (  ^  )  sarà 

*'*\  ■■.■.'■••■',.;..■■  *'**. 

positivo . 

Il  Massimo  pertanto  ci  è  dato  da  queste  ^U9  equazioni 

(^)  =  o,  (0)  <  o  j  ed  il  Minimo  da  qu«st* ^tre  (^)  =cs  o , 

Per  farne  nri  esempio  firòponiaraoci  innesto  Problema . 

Tre  Giocatori  hanno  perduta  fra  tutti  ntìasommsi  a  j  il  se- 
condo ha  perduto  il  doppiò  del  primo ,  e  le  tre  perdite  sono  ta- 
li che  il  loro  prodotto  è  nn  Massimo:  «jnale  $  la  perdita  di 
ciascuno  ? 

Supponendo  x  la  perdita  del  primo ,  ax  sarà  quella  del  se- 
condo, à  ^—  sx  quella  dd  terzo:  dovrà  dunque  x(2x)(à 

Qx)  =  iax* -^ 6x*  essere  na, Massimo^  Avremo  pertanto  per 
determinarlo 


»  • 


«K3£«^-6*n  :_-  0,  e  quindi  max  —  p»'  =  o^  da  coi  a: 


x  =  —a. 
9 


0{' 


Per  sapere  poi  se  qnesii  du^  valori  di  «  ci  danno  il  Mas* 
simo  o  il  Minimo  iù  sostituiscano  in 

d*  (  a*»*  —  <*»  )  '     ^        '  ... 

-j-i =  4a  —  3007 ,  e  per  a?  =  p  ,  avremo  quest'  ni- 

»  s 

tima  quantità  =  40  e  perciò  posi^?a  ;  e  per  a?  =  ±  a ,  avremo 

la  medesima  =  —  40  e  perciò  negativa .  Il  secondo  valore  a- 
dunque  di  x  soddisfarà  al  Problema,  e  le  tre  perdite  saranno 

±ai  -la;  JLa. 
993 

§.  58.  Se  il  valore  di  x  datoci  dall* equazione  (^)  =  o  an- 
nuUasse  ancora  (0)>  allora  riprendendo  lo  sviluppo  di  4)(*±= 
u  ) ,  ed  impiegando  un-  termine  di  più ,  si  avrebbe 
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m 

ed  essendo  (^)  =  o,  (0)=so,  le  due  quantità 


4 

dovranno  essere  negative  nel  Massimo  9  positive  nel  Minimo . 
Ora  si  può  prendere  (o  tanto  piccolo  che  il  valore  assoluto  del 
primo  termine  di  una  di  quelle  quantità  ^  superi  quello  del  secon- 
do 9  ed  allora  i  valori  di  quelle  due  quantità  siano  positivi  sp 
tali  sono  i  lor  primi  termini  >  e  negativi  se  egualmente  Io  sono 
i  detti  termini  :  ma  quei  due  primi  termini  sonò  necessariamen- 
te di  segno  contrario  ;  dunque  sarà  impossibile  che  abbia  luogo 
il  Massimo  o  il  Minimo  >  se  quei  termini  non  si  annullano  9  cioè 

se  Y^ì  non  è  nullo.  Acciò  dunque  la  funzione  ^(^t)  divcn- 
ga  Massima  o  Minima  9  bisogna  che  il  valore  di  a;  9  il  quale 

iinnlla  (^!)  ,  (S) ,  annulli  anche  (^t)  • 


dx^^^i***'  ^dx 


In  gnest'  ultimo  caso  impiegando  ancora  il  termine  seguen- 
te nello  sviluppo  di  ^(»±=,w),  s*avrk 

ed  in' conseguenza  le  quantità 

a.3.  +  ^</**^  ^^  2.3.4.5     ^  "'^'' 

dovranno  essere  negative  nel  Alassimo j  positive  nel  Minimo; 
dunque  la  funzione  sarà  un  Massimo  se  (  ^^  )  sarà  negativo  ;  e 

sarà  un  Minimo  5e  (^)  sarà  positivo. 

mX  ' 

Kella  stessa  guisa  potrebbe  dimostrarsi  che  se  il  valore  di 


X 
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a?  dato  dair  agnazione  (^)=o  rende  ancora  nullo  (^),  al- 
lora  acciocché  abbia  luogo  il  Massimo  od  il  Minimo  ^  convie- 
ne che  nello  stesso  tempo  si  annulli  (  ^  )  :  vi  sarà  il  Massimo 
ne  (^)  sarà  negativo,  e  vi  sarà  il  Minimo  nel  caso  opposto. 

In  generale  se  il  valore  di  x  annulla  anche  (^^)>  accioc- 
che  abbia  luogo  il  Massimo  od  il  Minimo^  conviene  che  s' an- 

^^j  ì ;  ed  il  Massimo  avrà  luogo  se 

^^^^  )  <  o  ,  ed  il  Mimmo  nel  caso  opposto.      » 

Se  la  funzióne  ^ (a?)  =j^  cbe  deve  divenire  un  Massimo 
od  un  Minimo^  sarà  data  per  una  equazione  F(.ap  ,j^  )  =  o ,  ne 

prenderemo  allora  T equazione  differenziale  (^)h*(^)(^)  = 

d>  e  facendo  (J^)  =  o,  avremo  (^)  =  o,  equazione  »  la  quale 

combinata  con  la  proposta  ^  ci  darà  ì  due  valori  di  a;  e  di  ^  cb^ 
corrispondono  al  Massimo  od  al  Minimo . 

Prenderemo  in  seguito  la  differenziale  seconda  di  P(a?,j^)  = 

o ,  vi  faremo  (^)  =  o  e  ne  ricaveremo  il  valore  di  (^),  nel 

quale  ponendo  i  respettivi  valori  di  a?  e  di  ^ ,  se  avremo  una 
quantità  negativa ,  la  funzione  y^  diverrà  Massima ,  e  se  quella 
quantità  sai-à  positiva  ^  la  funzione  sarà  Minima . 

Può  accadere  cbe  il  valore  di  a?  >  il  quale  annulla  {~)^ 

•  •  • 

renda  infinite  le  quantità  (^),(^)  ec.  :   abbiamo  allora   un 

contrassegno  che  per  quel  valore  di  x  non  può  aver  luogo  lo 
Sviluppo  di  j^  (  '§.  40  )  secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  di 
<i) .  In  questo  caso,  supponendo  =  a  quel  valore  di  a?>  prende- 
remo lo  sviluppo  di  p{^a^i.<^)  secondo  le  potenze  crescenti  di 
M>  siano  queste  iutiere  o  fratte  (  §.  44  ),  e  dair  esame  di  quello 


», 
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rileveremo  se  a;  =  a  rende  ^  (  a?  )  Massima  o  Minima  . 

Sarà  però  più  utile ,  in  questi  casi  ■>  prendere  se  si  può , 
un*  altra  funzione  Y ,  la  quale  abHa  il  Mqssìmp  p  il  Mifiitiio , 
quando  lo  ha  la  ^ ,  senza  però  risentire  nello  sviluppo  ì'  ineon- 
•veniente  idi  tquella ,  e  cercare  il  valore  di  oc  che  rende  Y  Mas- 
sima o  Minima  t  questo  j:enderà  .ancor  tale  nello  stesso  tepv 
pò  la  j^-  ■ 

§.  59.  r>acciamo  alcuni  iesempj. 
I.  SI  dimanda  in  quali  casi  questa  funzione 

y  =r  jc^  —  5»"* .-{•  S«?'  rh  i  diviene  nn  .Massimo  o  wa.  Minimo? 
Essendo  j[^)  =  5»* — ^oa?'rM5»*>  avrpmo  ppr  determi- 
nare  jx^  <quest\egnazÌQne 
s^  —  4»?*  ^  3**=  .0  )  (dalla  ^ale  si  ricava. 
a;  =  o,  a?  =  0,  a?  =;=  i ,  a?j=  3.  Di  più  si  ha 


(é!^  )  =  ^00?' —  .6oa?*  ^4- ^o« 
(^)=.6oa?'  —  d[30a?H-30 

dunque  i  due  primi  calori  di  a? ,  i  quali  annullano  (^)  senzt 
annullare  <0)  ^on  portano!  »è  Massimo  uè  Mifilmo;  il  ter- 
zo valore  jc=i  ci  dà  un  Massimo^  |K)ìch£  ^^)=:— lojcd 
in  fine  il  quarto  valore  jc  =  3  ci  dà  uh   Minimo  ,  poiché 

IL  Di  tQtd  1  triangoli  «he  lianno  la  -stessa  h^se  <z  )  e  la  me? 
desima  jdtezza  £  »  si  .dimanda  quale  sarà  <pello  che  ha  il  minimo 
perimetro? 

.Chiamando  x  rm  rsegmento  ideila  hase^  cui  corrisponde' F al- 
tezza h  9  V  altro  «egoien.to  sarà  a  —  x:  il  perimetro  adunqite  S9r 
rà  (  rappresentandolo  per  y  ) 
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aH- v'(**H-5*)H«v'(6*H*(a:  —  P?)*)^  ®  quindi 


/^  \  — =        *" 1 — ^ =  Or  ovvero^ 

a;v'(i5*-^(a-  —  a? )')  =  («  —  ^) V^ (^*^.H- 5* )>  dalla  quale  si  ri- 
cara  a?  =  —  ;  dunque  il  ricercata,  triangolo  è  l' isoscele^.  Il  peri- 
metra  poi  di  questo,  triangolo,  è  veramente  un.  minimo  ;  poiché 
prendenda  il  valore  dt  {—)  e-  facendovi  a?  =  —r  questo  vaio- 

re  diviene  una:  quantità:  positiva  ,♦  come*  è  fàcile'  assicurarsene  fa- 
cendo il  calcola. 

III.  Si  dimanda  per  qualt  valori'  di  x  la  funzione* 

yz=:x^  —  8aT  H-  ^A^  —  3^^  diviene  uà  'Massimo*  a  Minimo  ? 
loL  questa  casa  abbiamo^ 

(^)  =  4^^ —  24a?*H-  4Bwr —  52^=  o >  da-  cui'  si  ricava  a;  =  2  ^ 
ar  =  2 ,  a?=  3: . .  Ora  questo  valore  di  x:  annulla  (  ^  )  z^- 1  q.x'  — 


48 je  H^4S„  ed  ancora;  annulla.  (^)  =  24X  —  48,  e- rende 
(  jJ^)  PS  24,  quantità  positiva  i  dunque  la  proposta,  funzione  di- 

viene  un:  Minimo  quando  x  •=  2  .• 

§.  60.  Veniamo  ora  a  parlare  dei  Massimi  e  dei  Minimi 
delle  funzioni  a  più  variabili . 

È'  primieramente  osserviamo:  i*.  che  Ta  natura  della  lunzio- 
lie  debbe  esser  tale  che  tutte  le  variabili  y  le  quali  entrano  nel- 
la di  lei  composizione,  conducano  nello  stesso  tempo  al  massi- 
mo a  al  mìnimo  :  poiché  se  alcune  di  esse  conducessero  al  mas- 
simo ed  altre  ài  minimo ,  la  funzione  noa  potrebbe  divenire  uè 
massima  uè  minima  r  crescerebbe  sempre  in  virtiì  di  quelle  che 
portana  il  minimo ,  e  scemerebbe  per  quelle-  che  partano  al  mas^ 
siraó«:  2.*".  che  essendo  quelle  variabili  indipendenti ,  la*  futizione 
che  è  massima  o  minima:  per  dei  determinati  valóri  delle  varia- 
bili ,  si  conserva*  ancor  tale  per  ciascuno  di  quei  valori  in  par- 
ticolare r  O'  considerando  una  sola  variabile  ^  e  le  altre-  costanti . 

Sìa  z=  ^{x'yy)  una  funzione  di  idue  variabili  x  ed  y^  e 
si  cerchiao  i  valori  che  convengono   alle  medesime  variabili  ^ 
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affinchè  z  sìa  nn  Massimo  o  nn  Mìnimo . 

Sapponiamo .  che  x  divenga  a?  ±=  w ,  ed  y  divenga  ^  =±  fl ,  e 
prendendo  lo  sviluppo  di 

^(a:±=(o,j'±=d)  secondo  le  formule  del  §•  37 >  avremo  (  scri- 
viamo indifferentemente  ^,  e  ^{x^y)) 

m 

essendo  p>o,<wj  9>o,<tf;  ed  indicando  per  ^^ ( a? » j' ) 
la  funzione  (0);  per  ^'X*>.y)  ^  finzione  (  j~)i  e  per  ^„(*» 
^)  la  funzione  (^). 

Se  dunque  noi  rappresentiamo  il  secondo  termine  di  ^oc^ 
sto  sviluppo  per  F  »  ed  il  terzo  per  F' ,  avremo 

Ragionando  ora  come  abbiamo  fatto  al  (  §.  57  )  per  le  fun- 
zioni ad  una  sola  variabile  9  si  vedrà  che  (f>{x9y)  sarà  un  mas- 
simo quando  le  quantità  h*Ph*F';  —  F ^V  saranno  negati- 
ve ;  e  che  sarà  un  minimo  quando  le  medesime  quantità  saranr 
no  positive  9  comunque  piccoli  d'  altr*  onde  ppssano  prendersi  <») 
e  fl  :  vedremo  di  più  che  potremo  sempre  dare  ad  u  e  0  dei  va- 
lori così  piccoli  che  le  quantità  F  h*  F';  —  F  h-  F'  siano  posi- 
tive o  negative  se  lo  sono  i  loro  primi  termini  F,  —  F:  ora  di 
questi  due  termini  uno  essendo  sempre  necessariamente  positivo  > 
e  r  altro  necessariamente  negativo  9  finché  essi  sussisteranno  9  le 
due  quantità  non  potranno  essere  positive  insieme  e  negative  in- 
sieme 9  ma  sarà  pua  positiva  e  T  altra  negativa:  dunque  acciò 
abbia  luogo  il  Massimo  o  il  Minimo  y  bisognerà  che  quei  due 
primi  termini  svaniscano  :  dunque  il  Massimo  o  il  Minimo  sa- 
ia dato  da  quei  valori  di  jc  e  di  j^  che  rendono  F  =  o  9  ovvero 

w(^)H-fl(j^)  =  o;  questa  equazione  adunque  servirà  per  de- 

terminare  quei  valori  quando  siano  incogniti  ;  e  siccome  le  due 
variabili  x  ed  y  ^  come  pure  i  loro  aumenti  9  sono  indipendenti 
fra  loroi  così  quellV equazione  si  spezzerà  in  queste  due 


«    *  • 
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r4?.\=o-i  /{— )=<5>  dàlie  quali  rìtaveremo  ì  iralari  che  rehdo 

no  quella  funzione  un  Massimo  o  un  Mimmo. 

Per  conoscere  poi  se  questi  valori  danno  effettivamente  un 
Massimo  o  un  Minimo-,  si  prenda  lo  sviluppo  di  ^(a?  =fctj0,j=t 
6  )  lino  alle  terze  potenze  degli  aumenti  inclusive ,  ed  avremo  ! 

^(a^.±co,^=t9)  =  ^(^,^)-{«(|)H.fl(|)}H-i-{coX9) 

p  ,^  :±  2  )\  ,  che  rappresenteremo  per 
^(ari=w,j^i=9)  =  ?>(«?,j'):±F-i-F=fcF";  ed  essendo  F=o, 

sarà  ^  (  a;  ^  w , j'  i=  fi  )  =  ^  (  jc  >  j'  )  •*-  F'  =*=  F  "  ;  avremo  adunque  un 
Massimo  se  le  quantità  F  H-  F"  ;  F'  —  F"  saranno  negative ,  ed 
un  Minimo  se  positive . 

Ora  i  termini  che  compongono  F'  essendo  di  due  dimensio- 
ni relativamente  ad  w  e  fl ,  e  quei  che  compongono  F"  di  tre 
dimensioni,  possiamo  sempre  prendere  w  e  fl  tanto  piccoli  che  i 
valori  di  quelle  ciuantità  dipendano ,  per  essere  positivi  o  nega- 
tivi ,  dal  valore  di  F'  ;  dunque  avremo  un  Massimo  quando 
F'  <  o,  ed  un  Minimo  quando  F  >  o  . 

Essendo  F  =i- {c.*(0)M.au:fl.(^)-i.fl-^(^^)}  , 

gè  rappresentiamo  per  A  ,  B ,  G ,  le  funzioni  (0)>(£|;)  »(^) 

allorché  x ,  y  ricevono  i  valori  che  corrispondono  al  Massimo 
o  al  Minimo ì  dovià  nel. caso  del  Massimo  la  quantità 

F'  =  w*A  -4-  2wflB  H-  é^C  essere  negativa ,  e  nel  caso  del  M- 
/2ZTO0 ,  positiva  :  ma  essendo 

w*A  H- 2weB  H- fl*G  =  A  (  w  H- ?)*H- fl'(G  —  1'), 

ed  i  quadrati  (wH--)*»  fi*  sempre  positivi,  la  quantità  F' safà 

Tom.  Il  S 
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positiva  se  lo  saramio  le  quantità  A>CeC  —  ?!(a)^  ovvero 

A 

se  essendo  A  e  G  positivi ,  sarà  AG  >  B*  :  al  cocti'ario  la  quan-* 
tità  F  sarà  negativa  quando  A ,  C  e  C  —  ^  saran  negative . 


cioè  quando  A<o;  C<:o;  C  —  _<o;  ma  una  quautità 
negativa  moltiplicata  per  uà'  akra  uegariva  >  diviene  positiva.  ;. 

dunque  in  quest* ultimo  caso  (C  —  |-) A, ovvero CA  —  B">a> 

e  perciò  CA  >  B*  :   ^ 

Dunque  acciò  abbia  luogo-  il  Massimo  o  il  Mimmo  con- 
viene che  sia  CA  >  B%  di  'più  per  il  Alassimo  dobbiamo  ave- 
re G<:o,  A<:o,  e  per  il  Minimo  C  >  o ,  A  >  o  .  Quando^ 
poi  manchi  alcuna  di  queste  condizioni  7  noii  avrà  allora  luogo» 
aè  Massimo  né  Minimo . 

Se  i  valori  di^  a;  e  di  y  che  si  trovano  per  il  Massima  o» 
per  il  Minimo  annullano  la  quantità  1?' ,  rendendo-  nulle  le  quan- 
tità A  ,  B ,  C ,  allora  per  vedere  se  può  aver  luogo  il  Massi- 
mo o  il  Minimo  r  canveiTà  nello  sviluppo  di  ^(x  ±:  oa,jri=  fir) 
prendere  ancora  i  due  ordini  di  termini 

c  se  tutti  i  termini  moltiplicati  per  *=  —  sai^uno  ancora  resi 

nulli  da  quei  valori  di  x  e  di  y ,  porrà  esserci  allora  il  iWicw- 
Simo  o   il  Minimo:   vi   sarà   il   Massimo  quando  la   quantità 


*»■■** 


(fl)  I  dae  termini  che  compoogono  F'',  debbono  cgscre  rusicuic  posa- 
tivi, acciò  lo  sia  F;  imperocché  se  uno  fosse  positivo  e  T  altro  negativa, 
potrebbero  prenderai  w  e  $  in  maniera  che  di  quei  due  termini  o  foss© 
maggiore  il  positivo,  od  il  negativo,  come  a 'noi  piace V  e  così  F'  diven»- 
terebbe  positivo  o  negativo  ai  nostro  «rbicrìo* 
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J /w^r  —  ) -i*ec.  3^  sarà  negativa,   il  Minimo  nel  caso  op- 

.3.4  ^     ^^ 


9 
posto . 

Indichiamo  ora  per  G  ,  H  ,  L  ,  P  ,  Q   le  funzioni   i~,)^ 

( ,ff ^^- )  ^c.-,  'quando  invece  di  quelle  variabili  x^y  si  pongono 

3  loro  valori,  e  vediamo  Iq  condizioni  che  rendono  la  quantità 
«*G  -^  4w'<H  -H  6w*6*L  h-  4«ofl'P  ~^'^*Q  positiva  o  negativa. 
Ridotta  questa  quantità  ^otto  la  forma 


o((o^H.??^'r^Q(f-+2^^r-^^w'j)-(3L-.^-=-^:), 


€Ì  vede  che  vi  sarà  il  Massimo  quando 

G  <  o ,  Q  <  o ,  3L  —  ^  —  ^  <  o  ;  ed  il  Miniato  nel  caso 

opposto  i  «  così  di  seguito . 

^.61.  Ma  per  ^Jare  la  Teorìa  dei  Massimi  e  dei  Minimi 
in  tutta  la  sua  generalità^  rappresentiamo  per  ^(x^^^z,^  ec.)^ 
una  funzione  di  quante  si  vogliono  variabili ^  e  cerchiamo  i  va- 
lori .che  queste  debbono  avere  ^  affinchè  la  funzione  divenga 
Massima  o  Minima . 

Prendendo  lo  sviluppo  di  p{xztw^  y±z^y  z^t^  i^±=|cc.), 
secondo  le  formule  del  §•  37  »  e  supponendo  che  sia  terminato 
a  quell^  ordine  di  termini  che  ci  abbisogna^  acciò  abbiano  Ino-? 
go  i  ragionamenti  fatti  ai  §§.  antecedenti^  avremo 

p(»fe«,j,=tflec.)  =  ^(x,>ec.)='{«(g)H-«(|)H-T(g)-4.{<^)H-ec.} 


-)-T'(g)-i.2T|(;^)-*.ec 

t 

Indicando  ora  il  secondo  termine  per  P,  ed  il  terzo  per  Y% 
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le  due  quantità  F  -h  F\  —  F  -h  F'  debbono  essere  negative  nel 
Massimo  y  e  positive  nel  Minimo  ^^  ciò  che  potrà  accadere  se  P=5 
o  i  avremo  adunque  per  determinare  le  variabili  x^y  yz^  ee. ,  V  e- 

é 

^aazioni  (^)  =  o>  (^)=o^  (g)=oec.,  lemuali  sono  tan- 
te di  numero  »  quante  le  variabili  stesse  ^  e  la:  funzione  sarà 
Massima  quando  F'  <  o  ,  e  Minima  nel  caso  opposto . 

Facciamo  F  =;  —  -f  w*A  h-  adjfl A.^  *i-  2wrA"-i-  aw|A"'-f  ea 

e'B  H-  affxB'  -^.  afl^B."  -{-  ec. 


sr' C -+►  st^Cj' -i*  ec. 


|'DH-ec.}r 

la  quantità  posta:  adunque  fra  le  parentesi  dovrà  divenire  posi- 
tiva o  negativa . 

Questa  quantità  soffre  le  riduzioni  seguenti 

2F*=A(ta>t.i^''^-^^""^^'"^-*-'^)*— ■I.(A^ff^AVH-.Al>f^ 
ec  )*  -{-  «'B  -i-  aflrB'  -f  afllB"  h-  ee.  h-  t*C  -^  sjtIC 


ec.  H-  ^*D  -4-  ec^ 

* 

ee.  H*  M'T*  H-  2MV5  ^  ec.  H*  N^  -f-  ec.  essendo  L  ,  L'  ec. 
quantità  che  si  trovano  facilmente^  eseguendo  il  quadrato  di  ciò 

che  pioltìplica  —  4  »  ^  riunendo  i  termini  simili  r 


L"^  -h  ea)*H- M«^'^-  2MVI  h- ee.  -h Ni* ^  ea 


A 

flP'^?  H*  ec-  H-  Qr  H*  ccc 


CALCOLO  DIFFERENZIALE-  BO  INTEGRALE  CAP.  IV.  i  a  i 

i- (  P'^ -f- ec.  )' -F  Ql' H^  ec. 


•    •    •    « 


sarà  dunque  F'  positiva,  ovvero  la  funzione  proposta  diverrà  un 
Minimo  se  A  >  o ,  L  >  o ,  P  >  o  7  R  >  o  ,  ec. ,  ed  un  Alassi* 
TìiQ  nel  caso  opposto  * 

Alcune  delle  quantità  A>L,P  ec,  potrebbero .  esser  nulle  ; 
allora  il  Massimo  si  avrebbe  quando  tutte  le  quantità  residue 
sono  negative  5  ed  il  Minimo  nel  casa  opposto  * 

Le  quantità  A  ,  L  1  P  5  R  ec, ,  sono  date  per  mezzo  delle 
quantità  A  ,  B ,  C  ec. ,  A' ,  BS  C'  ec.  ec. 

Applichiamo  tutta  questa  Teorìa  alle  funzioni  di  tre  va- 
riabili . 

Sia  ^=^p{x  ^y  ^z)  ^  ed  avremo  per  determinare  i  valori 
cbe  corrispondono  al  Massimo  ed  al  Minimo  le  tre  equazioni 

Sarà  poi  2F'==:Au*-^  awflA'-fawrA" 

t 

e  quindi 

2F'  =  A  (  (0  -^-  M:f -i!?)*  --  4  (  A'tf  H-  A'V)*  ^  B«*  ^  ad^B^n- 

A         ^  A 

Ct'; 


A 


A'« T     -h'       A'A" T  ^    r»       A"* 


c  facendo  B-^=L,B'-.^=LSC-^  =  3I, 

A  A  A 

s*  avrà 
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Dunque  avrà  luogo  il  Massimo  quando  A  <  o  >  L  <  b  ; 
M  —  ^  <  0  ;  ed  il  Minimo  nel  caso  oppósto . 

Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  questa  conclusione  genera- 
le :  se  in  una  funzione  qualunque  delle  variabili  oc^y^z  ec.  ^ 
poniaujo  in  Inogo  di  esse  le  quantità  a?^(o,^H*fl>2;H-Tec  i 
e  sviluppiamo  la  funzione  secondo  le  potenze  ed  i  prodotti  di 
quegli  aumenti ,  i  termini  ove  questi  sono  alla  prima  dimensio- 
ne, eguagliati  separatamente  a  zero»  daranno  le  equazioni  neces- 
sarie perchè  la  proposta  divenga  un  Massimo  o  un  Minimo .  In 
seguito  considereremo  la  quantità  composta  di  tutti  i  termiui  ove 
co ,  9  >  «r  formeranno  due  dimensioni  >  e  bisognerà  che  questa 
quantità  sia  positiva  per  il  Minimo^  negativa  per  il  Massimo^ 
qualunque  d*  altr'  onde  possano  essere  i  valori  di  co ,  fl  ec. 

Se  tutti  questi  termini  svanissero  insieme,  bisognerebbe  an- 
cora per  resistenza  del  Massimo  o  del  Minimo  che  tutti  i  ter- 
mini ove  co  e  d  ec,  formano  tre  dimensioni ,  3' annullassero  in- 
sieme e  che  la  quantità  composta  dei  termini  ove  co  e  fl  ec. ,  for- 
mano quattro  dimensioni  fosse  sempre  positiva  per  il  Minimo  % 
negativa  per  il  Massimo^  e  cosi  di  seguito. 

Sin  ora  noi  abbiam  supposto  essere  le  variabili  indipenden- 
ti tra  loro  ;  ma  se  alcune  condizioni  del  Problema  stabilissero 
delle  relazioni  tra  quelle  variabili ,  allora  il  metodo  da  seguirsi 
si  presenta  da  se  medesimo  :  conviene  eliminare  dalla  funzione 
che  divenir  deve  Massima  o  Minima ,  tante  variabili ,  quante 
sono  le  equazioni ,  le  quali  esprimono  le  suddette  relazioni  9 
mentre  le  variabili  che  rimarranno)  saraqno  allora  assolutamente 
indipendenti  tra  lora . 

Per  esempio,  se  dimandasi  quale  di  tutti  i  parallelepipedi 
rettangoli  .che  hanno  la  stessa  superficie  <ia' ,  è  quello  che  ha 
la  maggior  solidità  ,  chiamando  u  questa  solidità  ,  ed  indicando 
per  x^y^z  le  tre  dimensioni  del  parallelepipedo,  avremo  w=^ 
ccyz  =  Massimo  :  ma  tra  le  tre  variabili  abbiamo  quest*  equa- 
zione xy  ^  yz  ^  xz  :=  a^  ^  dalla  quale  sì  ricava  x  =  ^Jl?  , 
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dtrnqne  la  funzione  da  diventare  un  Massimo  saia 

Uf  e  qnesto  Massimo  avrà  luogo  per  quei  valori  ài  y  e  z  che 

rendono  (^)  =  o,(!?)  =  o,  cioè  quando 

j=jL,a?  =  — >i5  =  ;5--  U  ricercato   parallelepipedo  sarà  in 

consegncnza  un  cubo  il  cui  lato  è  a:y/(3). 

§.  63.  Facciamo  alcune  applicazioni  delle  sopra   spiegate 
Teorìe  • 

1'.  Quale  è  il  Massimo  Cilindro  tra  tutti  quei  che  possono 
iscriversi  in  un  cono  retto  ?" 

Indicando  per  a  Y  altezza  del  cono  %  per  b  il  diametro  del- 
la sua  base ,  e  per  x  V  altezza  del  cilindro  da  inscriversi  >  sarà 

la  di  Ini  solidità  ^LifSl^Zf  ^  (  dalla  lettera  t  è  rappresentata  la 

« 

semlperiferia  per  il  raggio  i  )  ,  la  quale  dovendo  essere  un  Mas- 
simo j  ci  darà  per  determinare  x  quest'  equazione  a""  —  ^ax 


5JC*  =  o  )  d'  onde  si  ricaverà  a;  =  -i-  a  :  il  ricercato  cilindro  dcb- 


s 


be  adunque  avere  per  altezza  la  terza  parte  di  quella  del  cono . 
2*.  Date  nello   spazio  due   curve  a  doppia  curvatura ,  si  di- 
manda la  loro  più  corta  distanza  ? 

Siano  z  =:z(p{x)  y  y  =zF{x)  V  equazioni  delle  projezioni 
della  prima  curva  sopra  i  piani  degli  Xy  z^  e  degli  x^y:  sieuo 
z  ==  f>'(x)ì  y  =  F'{x)  V  equazioni  delle  projezioni  della  secon- 
da curva  sopra  i  suddetti  piani .  Sìeno  x  ^y  ^  z  le  coordinate  di 
un  punto  della  prima  curva;  u^y'^z'  le  coordinate  di  un  pun- 
to della  seconda ,  ed  il  quadrato  della  distanza  di  questi  due 
punti  sarà  espressa  da 


{x^uy  ^  (s  —  zf  ^(y^yy  =  («  —  uy  h-(^^  — 

k       _  « 

puY  -4-  (Fa:  —  Fm)*;  ora  dovendo  questa  distanza  esser 

Minima ,  sarà  .anche  tale  il  doppio  del  di  lei  quadrato  «  e  per- 
ciò facendo 

aA  =  (a?  —  uY  H-  i<px  —  ?>'«)' -4-  (F«  —  Fa)' ,  dovrà  aA  es- 
83re  un  Minimo. 
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Applichiamo  a  questa  funzione  aA  le  regole  date  al  §.  60» 
ed  avremo 

.       (f)}  =  0, 

le  quali  due  equazioni  serviranno  a  determinare  i  due  valori  di 
X  e  ài  Ui  ^  per  juez^o  di  essi  avremo  ancora  i  valori  di  y , 

■  Poniamo  ^(a?)  =  a  -i-  J«»  F(^)  =  <?  •+exy  <p'{u)  = 
A  -h  Bm  ,  F'  (  r^  )  =  G  H-  Em  y  sieno  cioè  due  linee  rette  le  cur- 
ve date ,  ed  avremo  allora  queste  due  equazioni  per  la  deter- 
Qiinazione  di  z^  e  di  ;c 

ex  —  E«  ) 
(^)  c=  o  =  —  {a?  —  tt -h  B(a  ^  A  •^  d;»  —  Bk)  H- E(  e — 

C^ex  —  Em)}, 

Differenziamo  questp  equazioni ,  e  si  avrà 

(A*A)==— I —èB  — eE 

(St^)='H.B^H.E\ 

Siccome  i  valori  di  (^),(^)  son  positivi,  così  la  ri- 
cercata distanza  sarà  veramente  Minima  ^ìq  però  avrà  luogo  la 
conditone  (0)  C^)  >  (,^)-,  ovvero  (^)  (£#)-(^l)->, 

o  )  cioè 

(  I  ^  6»  ^  e* )  (  I  -H  B*  H-  E*)  —  (  I  H-  6B  -».  eE)'-  >  o.  Que- 
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«to  ultimo  rapporto  .sempre  sussiste  ^  poiché  pub  mettersi  sotto 
la  forma 

(6  —  B  )'  H-  (  e  —  E  f  H*  (  &E  —  eB)*  >  o ;  dunque  possìam  sem- 
pre  soddisfare  alla  proposta  dimanda . 

Ma  lasciando  le  cose  Geometriche  ^  sopra  le  quali  avremo 
occasione  di  tornare  ,  trattiamo  alcune  questioni  relative  ai  Mas- 
simi e  Minimi  delle  Scienze  Fisiche  .• 

3*.  Data (Fig.  1 5  ) la  linea  EF  di  posizione  relativamente  al  piano 
PQ,  e  dato  ^egualmente  di  posiziode  il  punto  fisico  C  ^  si  dimanda 
il  punto  I  della  retta  EF  ,  in  cui  va  collocato  un  lume,  acciò  T il- 
luminazione in  xC  sia  la  Atassima  ? 

É'  nna  legge  d'  Ottica  dimostrata  dalla  Teoria  (a)  e  confer- 
mata dair  esperienza ,  che  V  intensità  della  luce  in  un  punto  fi- 
sico ,  o  r  illuminazione  che  questo  riceve  da  un  punto  illuminan- 
te ,  è  in  ragion  composta  della  diretta  del  seno  dell'angolo  d'in- 
cidenza fatto  dalla  linea ,  condotta  da  quel  punto  raggiante  al 
punto  fisico,  con  la  superfìcie  di  questo  punto  fisico  medesi- 
mo ,  e  deir  inversa  del  quadrato  della  distanza  dei  due  punti 
illuminante  ed  illuminato.  Questo  premesso,  dal  punto  I  si  abbas- 
si la  perpendicolare  sopra  il  piana  PQ ,  e  qnesta  sia  IH  :  si 
uniscano  i  punti  E,H;C,H,edal  punto  C  abbassata  la  per- 
pendicolare  CD  sopra  EH ,  si  uniscano  C  ^  I  con  la  linea    CI . 

IS  illaminazione  che  il  punto  C  riceve  dal  lume  situato  in  I 

^^  N    IH       I    IH 

^^^^  ci  •  CI»  ~"  ai  • 

Poniamo  EI  =  a;,  senlEU  =  m ,  co5 lEH  =  n ,  CD  = 
ò,ED  =  a,  e  sarà  'BH=z  xn.lR  =z  xm,  CH=v(6"H-a'~* 

IG  =  V {rnx^  ^b^  ^a^  —  anax  h*  n^x^)  =  \/(a;*  —  2nax  H* 
6*  ^  a*  )  j  avremo  adunque .  V  illuminazione  in  G  espressa  dalla 

formula -^^^^-^ j  j  e  questa  funzione    differenziata  ed 

Tom.  Il 


(a)  Si  veda  l'Opera  del  Geometra  Fossombroni  „  Saggio  di  Ricerche 
suW  Intensità  del  Lume  „  da  questa  abbiamo  presi  i  Problemi  d'Ottica. qui 
riportati  . 
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eguagliata  a  zero>  ci  dà  «  =  —  =*  v^(-|.  -i-  LJZiL),, 

U  doppia  segno  ci  dice^  che  ri  Problema  ha  due  solnzionir 
potendosi  ritrovare  al  disotta  del  piana  nel  prolungamento  deli* 
la  linea  EF  j  un  punto  che-  goda  della  medesima  proprietà . 

Ci  potremmo  assicurare  che  il  ritrovato  valore  di  x  corri- 
sponde precisamente  ad  un.  Massima  %  facenda  uso  della  regola 
data  al  §.  58. 

Quando  la  linea  EF  è  perpendicolare  al  piano  PQ  y  si  ha 

TT  ==  o,  a  =  o  ,  e  quindi  x=^b ^—  ;  sarà  dunque  in  questo  ca- 

SO  xrhw  r  : \/iz,  e  questa  proporzione  ci  dà  una  regola  la  qua- 
le può  esser  utile  quando  vogliasi  in  una  torre  collocare  un  far 
naie  per  illuminare  T  imboccatura  di  un  Poita  >  o  altro  ec. 

4*.  Data  una  superfìcie  qualunque  ^  si  dimanda  il  luogo ,  ia 
cui  va  posto  un  lume^  y  acciò  uti  pnnto  preso-  in  un  piane  qua*- 
lunque,  riceva  la  massima  illuminazione? 

Per  facilitare  la  soluzione  di  questo  Problema  r  supponia- 
mo d'  aver  permutate  le  coordinate  della  data  superficie  curva 
in  moda  che  T  origine  sia  nel  punto  da  illuniinarsi  r  ed  il  pia- 
no degli  X  e  degli  y  sia  quella  stessa  del  punta  fisico .  Siane 
x^y^z  le  coordinate  'del  luogo  ove  dee  poFsi  il  lume,  e  sarà 
V(a?*  H- y  -h  ^*  )  la  distanza  di  questo  lume  dall'  origine  ,  cioè 


dal  punto  illuminato:  T  intensità  dell' illuminazione  sarà  dunque 
z\>/{^x^  -^y  •4-  2i*)S  e  quest'  espressione  deve  diventare  un 
Massimo  - 

Le  tre  variabili  x^y  ^z  sono  legate  tra  ài  Torà  per  la  nSh 
tura  della  curva ,  la  quale  possiamo  supporre  espressa  da  quest'  e- 
qnazione  2;==^(a?,j/),  o  semplicemente .2  =  ^,  essendo  (f>  fun- 
zione delle  due  variabili  x  ^y  ^  Ora  indicando  per  u  la  quanti- 
tà che  deve  di  venire,  un  Massimo  ^  avremo  (61} 


(S) = (jp  ••  (^' -^  •>' ^  ^')' -  3?>' •  c£)  .•  (  ^' -t-/ -f- ^*f 


av» 


(p  =  (f)-(*-t-/-*-^')  - 3^'. (f).(^'H./ -*•?>-) 


3^.j/;(a?*H-y  H-r) 


A 
a 
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ovvero  (^)  (x^y  —  ap"}  ~  3^  .  a?  =  o 

(g )  (a:' ^y  —  3^')  —  3^ -^  =  O  ♦ 

dalle  (Jiiali  dovrà  ricavarsi  il  valore  di  a?  e  quello  di  y . 

Sia  la  superficie  curv-a  quella  di  una  sfera ,  e  1*  origine  dell*  a* 

scisse  sia  nd  centrot  avremo  allora  (p*  =a*  —  a?'  :— y ,  (^)  = 
£ ,  (^)  =  —    '   ,  ^i— T^i  e  perciò 

5c  {(aa*  -I- op* H-y )  —  3l/(«*  —  ^*  — -y  )}  =<> 


dalle  qnaK  si  arra  a;  =  o,  jr  =  o,  s  =tz.  Per  aver  drniqiK  la 
Mcùssima  illuminazione  in  questo  -caso,  conviene  porre  il  lame 
neir  asse  degli  z ,  ove  esso  sega  la  superficie  sferica  ;  V  illumi- 
nazione poi  è  veramente  Massima ,  .poiché  rimangono  soddisfat- 
ti i  criteri  dati  al  §.  60. 

Scolio.  La  ricerca  dei  Massimi  e  dei  Minimi^  ha  luogo  tanto 
nelle  Matematiche  pure  che  nelle  miste  j  ed  il  Calcolo  Differenzia- 
Je  mirabilmente  risolve  tutte  le  questioni  di  questo"  genere.  Gli 
Antichi  non  han  fatto  invero  gran  passi  in  una  tal  carriera  > 
SG  abbiasi  riguardo  al  punto  ^  cui  noi  siam  giunti  ;  ma  qnei  passi 
£on  giganteschi ,  allorché  si  considera  che  essi  non  aveano  altro 
metodo  che  la  sintesi  ^  e  che  in  conseguenza  la  forza  di  ingegno 
necessaria^  per  immaginare  le  loro  dimostrazioni ,  è  di  gran  lun- 
ga superiore  a  quella  che  a  noi  abbisogna  per  la  soluzione  di 
siffatti  Problemi-  Per  convincersi  di  questa  verità,  basta" leggere 
alcune  dimostrazioni  di  questo  genere  >  dedotte  dalla  semplice  Geo- 
metrìa 9  come  sono  quelle  date  da  Apollonio  9  da  Pappo  9  ^  nei 
tempi  a  noi  piti  moderni  da  Torricelli  j  da  Viviani ,  e  da  Cava- 
lieri 9  e  dopo  la  metà  dell'  ultimo  secolo  9  dal  Tommasini  (  a) . 
Noi  affidiamo  un  Problema  al  calcolo^  il  quale  per  una  specie 
di  meccanismo  9  ci  conduce  alla  soluzione  9  senza  che  si  veda 


/ 


(a)  „  De  Maxìmis  et  Minimis  ad  Institutiones  Geometrìcas  accommoda- 
tis  „  Qoest*  Opera  sarà  sempre  «timata  dagli  Amatori  della  Sìntesi. 
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alcuno  di  quegli  anelli  intermedj  che  uniscono  i  dati  del  que- 
sito al  rìsultato> .  Bitoaniamo.  convinti  >  ma  non  {lersuasi . 

■  ■  • 

VH.  Uso  del  Calcolo  Differenziale 
nella  Teorìa  delle  Equazioni  ^ 

§.  64..  KApprcsentiama  per 
Fa:  ==  x    Hr  Aoa         -4?  Ba?         H^ H-  Vjcr  -i^  IT  ==  O» 

una  cquazione^  qualiinque  deir  ordine  m        . 

Siano  cù  y^  ^y  ec,  le  radici  reali  dell'  equazione  Yx=  o  y^ 
disposte  secondo  T  ordine  di  grandezza,  cominciando  per  le  piiì 
grandi  positive  »  e  finendo  per  le  più  grandi  negative ,  di  modo 
che  a^>^>  |3>2r  ec  r  ^  s*^  avrà  questa  equazione  identica 

Fa:=(a:  —  »)  {x  —  /5)  (^-^  y) Xfxr  ......  (a) 

jfìc  cssenda  una  simil  funzione  di  a?  r  nia  di  un  grado  minore  dt 
^  ^  la  quale  è  composta  delle  radici  immaginarie  dell'  equazio- 
ne .  Questa  funziona 


fx  =:  ax  -^bx  H* •  -4*  p  non  può  divenire  né  nul- 
la ,  né  negativa  per  qualunque  valore  reaje-  che  si  dia  ad  x; 
imperocché  se  divenisse  nulla  y  quel  valore  di  x  sarebbe  una  ra- 
dice reale  di ^  =;=  Or  eia  che  é  contro  V  ipotesi;,  e  se  divenis- 
se negativa ,  dando  allora  ad  x  un  altro  valore  cosi  grande  che 

rendesse  il  prima  termine  ax  maggiore  della  somma  dr  tutti  gli 
altri  che  lo  seguona  y  s*  avrebbero  per  questi  due  valori  di  x  so- 
stituiti in  fx  y  due  risultati  di  segna  contrario  ;  vi  sarebbe  uà 
valore  intermedia  h  che  renderebbe  fx  z=r  o  ;  avrebbe  allora 
qoest'  equazione  una  radice  reale  y  ciò  che  é  contra  V  ipotesi  • 

Facciamo  (px  =  (x  —  »)  {oc  — ^){x  —  y )  ed  e  T equa- 
zione (a)  prenderà  la  forma  Fa;  =  f>x  .fx  r  ora  différenzianda 
quest*  ultima  equazione  e  dividendola  per  dxy  avrema  (F,^,jr 
tengono  luogo  di  Fx  i  px  ^fx  ) 

(£)=/»(g)H-**(|).  esarà 
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(^)  =  (ar  — .^)  (a?  —  y )  (ar  — ^)  eaH-(a7— »)  («  —  y )  (x  — 
^)  ec  -f-  (ar  —  «)(ar  —  /3)(jc  —  ^)  ec.  H-(a  —  «)(a  — 
|3)(aa  —  y)ec.  H-ea 
Se  pertanto  facciamo  in  (^),  a7  =  «,  s'avrà  (— )>ojse 

facciamo  a;  =  p:,  s' avrà  (^)  <  o  j  se  facciamo  a?  =  y ,  s*  avrà 

(^)  >  Oy  e  così  dì  seguito;  e  siccome  facendo  ar  =  ^,|5,y  ec.p 
abbiamo  sempre  9(x)  =  o,  e^>o;  dunque 

* 

ar=«,  darà  (?)>o 

ce»-  ec*^ 

Ma  preadendo  il  differenziale  del  polinomio  Far»  e  divi- 
dendolo per  dx ,  si  ha 

/ H-TT; 

dunque  T equazione  (~)  =  Oy  avrà  necessariamente  delle  radi- 

dx    * 

^  CI  reali,  le  quali  caderanno  fra  i  valori  delle  radici  a»P,y  ec, 
a  avranno  per  limiti  queste  radici  medesime  ;  poiché  è  dimostra- 
to nella  Teorìa  delle  equazioni  che  se  due  numeri  m  ed  n  so- 
stituiti in  luogo  deir  incognita  in  una  equazione ,  la  rendono  di 
segni  contrari ,  tale  equazione  ha  una  radice  reale  contenuta  fra 
quei  due  numeri .  Indichiamo  ora  per  a  ^^  ^y    ce.  y  le  radici 

reali  deir equazione  (~^)  =  o,  ed  egualmente  dimostreremo  che 

x=z  a    darà  (  ~  )  >  a 

€c.  ec. 
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<3'  onde  segue  cho  1*  equazione  (  ^  )  =  e,  nella  qnjtle 

a)(OT —  3)B»        H- H-»T, 

avrà  anche  delle  radici  reali  >  le  qnali  caderanno  fra  i  valori 
delle  radici  «  >  ^  }  7  ec. ,  o  avranno  queste  quantità  per  li- 
miti . 

Risulta  di  qui  che  se  T  equazione  Fa;  =  o  ha  un  numero 

n  di  radici  eguali  ad  « ,  1*  equazione  (  ^  )  ne  ha  un  numero 

n  —  I  parimente  eguali  ad  «  ;  T  equazione  (^)  ne  ha  uà  nu- 
mero n  —  2;  r  equazione  (^)  ne  ha  un  numero  n  —  3,  ed 

infine  l'equazione  C€—3.\  ha  una  sola  radice  eguale  ad  «; 

ciò  è  d*  altr'  onde  evidente ,  poiché  il  polinomio  Fa?  contenendo 

"    '^)  contenà  il  fattore  (a?  — «t)"""';  (^^ 

conterrà  il  fattore  (a?  —  « )        ;  ed  infine  /  — ~  ]  conterrà  il 

fattore  x  —  «  . 

§.  65.  Consideriamo  adesso  le  radici  dell' equazione  Fa?=o 
per  rapporto  all'  essere  positive  o  negative  ^  e  supponiamo  che 
le  positive  siano  di  numero  p  ,  e  le  negative  di  numero  g . 

Dovendo  (4^)  =  o  avere  una  radice  di  meno  di  F^  =  o> 

essa  conterrà  necessariamente  p — \  radici  positive ,  e  5 — i 
radici  negative , .  e  di  più  un'  altra  radiòe  reale  che  potrà  esse- 
re positiva  o  negativa;  imperocché  una  radice  dell'  equazione 

(  5  )  cadendo  necessariamente  fra  due  radici  consecutive  dell'  e- 

^  dx'    ' 

quazione  Fa?  =  o,  un  numero  p  —  i  di  positive,  caderanno  fra 
le  p  positive,  e  5 —  i  negative  fra  le,g  negative,  ed  una  fra 
la  più  piccola  positiva ,  e  la  prima  negativa ,  la  quale  potrà  es- 
sere positiva  o  negativa . 


il  fattore  (a?  —  «)">  (^)  contenà  il  fattore  (a?  —  a^    ';  (^) 
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Donque  se  I*  eqnazioae  Fa?  ha  più  radici  positive  che  1'  e-» 
coazione  (  j|)  ==  <^  »  ^ssa  non  potrà  averne  che  una  di  più ,  e 

lo  stesso  è  delle  negative . 

Ora  fflccome  ogni  equazione  ha  nn  numero  pari  di  radicC 
positive  se  1*  ultiino  termine  è  positivo ,  ed  un  numero  impari 
delle  medesime  radici  se  Y  ultimo  termine  è  negativo  ;  cosi  se  gli 

ultimi  termini  senza  x  delle  equazioni  Fac  =  o,  (^)=:o  sono 

dx 

del  medesima  segna  >  V  equazione  Fa?  =  o  non  potrà  avere. una 


radice  positiva  di  più  che  T  equazione  (  —  )  =  aj  dunque  in  que- 
sto caso  ella  non  potrà  avere  che  una  radice  negativa  ài  più 
che  quest^  ultima  equazione  y  ed  egualmente  essa  non  potrà  ave- 
re una  radice  positiva  di  più  che  quando  gli  ultimi  termini  di 

Pa?a=o,  (j^)  =  o  hanno  segni  contrafrj.  Dunque  in  generale 
r  equazione  Fa?  =  o.  non  potrà  avere  che  una  rad[ice  positiva  o 
negativa  di  più  dell'  equazione  (  ^  )  =  o  secondo  che  i  loro  ul- 
timi  termini  sono  di  segno  contrario  o  del  medesimo  segno .  Per 
la  stessa  ragione  V  equazione  (  ^  )  3=  o  non  potrà  avere  clie  una 
radice  positiva  o  negativa  di  più  delF  equazione  (  ^  )  =  o  i  se- 

dx 

Gondo  che  i  loro  aitimi  termini  safaimo  di  segno  differente  o 
del  medesimo  segno. 

Ora  osservando  nella  seguente  Tavola ,  dopo  ciò  che  abbia- 
mo qui  dimostrato; 


«  ♦ 


1^2  MATEMATICA     SUBLIME 


,  H- 2T.K? -ir  V  =  0 


H-*T==Q 

— —  )  =  4. 5 ",' moQ  -*•  $•  4 "r  (m—l)  Ax  ■+  ?. 3 .... (ra - 2) B* h-  i .? .... (z« -^ 3} C= 0 


/^^ — -^  =  2.3....7wa;-f  1.2.3 (n2-|)A;=Q 

\dx"'-'J 


dx 

vedremo  che  1*  equazione  '(  - — ~  )  ==  ®  ^^  h  radice  positiva 


0  negativa  — •  —  secondo  che  A  è  negativo  o  positivo  ;  1*  equa- 


/•-'f 


zione  (  - — ;::-  )  =^  9  non  potrg  avere  una  radice  positiva  o  ne- 


.f»  —  I 


gativa  di  più  della  (  ^ — —  )  =  q  S0  B  noij  è  di  segno  centra-' 

m  —  3p 

rio  0  dello  stesso  segno  di  A  j  T  equazione  (       _   )  "^  ^  ^^^^ 

,fw  —  '^p 

potrà  avere  una  radice  positiva  o  negativa  di  più  della  (  —^zr^  )  =^ 

dx 

o  se  C  non  è  di  segno  contrario  o  dello  stesso  segno  di  B ,  e 
così  di  seguito . 

Da  tutto  ciò  possiamo  concludere  che  V  equazione 

X    H-  Ax         ^nx         H- H-  yx  -h  U  =  o 
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non  pub  avere  più  xadici  •positive  o  negative  -,  delle  variazioni  a 
successioni  di  segni  ohe  si  ritrovano  in  essa .  Per  consegnenza  se 
r  ecTuazione  ha  tutte  le  radici  reali ,,  ve  ne  /saranno  tante  delle 
positive  quante  ;Sonb  ie  variazioni  dei  «egni ,  e  tante  .tlelle  nega- 
tive-quante .'Sono  le  successioni  ;  e  questo  è  il  famoso  Teorcraa" 
,di  Cartesio  -che  gì'  Inglesi  attribuiscono  ad  Han-iot . 

§.  log.  -Consideriamo  ora  le  radici  .dell'  .equazione  .P«  =  o 
come  reali  .o  immaginarie . 

Siano  come  sopra  «.,  j3  ,  y.  ec-,  le  radici  reali  (dell*  equazio- 
ne Tx  =  o ,  ed  :»  ,  p  ^y   ec  >  le  radici  reali  iddi*  equazione 

» 

(  —  )  =  o ,  ^essendo  ^jueste  radici  per  ordine  di  grandezza .  Io  di- 
co che  delle  radici  «  >  P  >  7  ^c  >  non  ve  ne  può  .essere  che  ih 
uà  sola  maggiore  di  »  i  xhe  una  sola  la  quale  icada  fra  n  e  p  ; 

« 

che  una  sola  la  quale  cada  fra  0^  e  y^  ;  e  così  <ùì  seguito  j  ed 

infine  che  una  sola  pub  ^essere  minore  -della  più  piccola  delle 
rguantità  .u  ,  /3  ,  y  ec,  :  imperocché  se  «  e  /3,  per  esempio >  fosse- 

jo  nello  stesso  tempo  maggiori  della  quantità  x  ,  siccome  fra 

le  due  radici  ^  e  p  deve  necessariamente  cadere  una  radice  dell* 


^equazione  (j^)  =  o>  questa  radice  sarebbe  allora  maggiore  di 
M  ^  dunque  a    non  sarebbe  la  maggiore  delle  radici  ^delF  equazio- 


ne  (— )  =o  come  si  supponeva:  egualmente  se  ^ue  xadici  p  p 
7  cadessero  nello  stesso  tempo  fra  le  due  .«  ^  jS  ^  «siccome  fra 
P  e  y  deve  necessaiiamente  cadere  una  radice  dell'  equazione 
{ ^  )  =  o ,  -questa  radice  caderebbe  anche  fra  «^  e  p  contro  T  i- 

potesi ,  poiché  si  suppone  che  queste  si  seguano  in  ordine  di 
grandezza ,  e  così  di  seguito  •  Infine  se  molte  delle  radici  a ,  p , 
7  ec.  >  fossero  minori  della  più  piccola  «delle  radici  a  ?  P  i  y  ec. , 

siccome  fra  eli  esse  dovrebbero  cadere  alcune  delle  radici  di 
Tom.  Il  Y 


\ 


I  • 
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(  ^  )  =is  o ,  sarebbero  quest*  ultime  radici  minori  della .  più  picco^ 

2a  delle  medesime,  ciò  che  è  assurdo. 

E  qui  osserviamo  che  questa  dimostrazione  solo  conclude  » 
«uà  sola  tra  le  radici  <« ,  |3  ,  r  ec. ,  essere  maggiore  della  più  gran- 
de delle  radici  a  ,0    ecf  una  sola  minore  della  piii  piccola  ;  ed! 

"ona  sola  cadere  fra  due  consecutive  «. ,  P  ,  ovvero  0  ,  y    ec.  ; 

.ma  più  radici  delle  a  »  |3>   ec.  >  possono  essere  maggiori  della  più 

^ande  a  ;  più  radici  essere  mkiori  della  più  piccola  delle  radi- 
ci  »,|3,y  ec.j  ed  infine  più  radici  delle  «  ,/3    ec,  possono  ca- 
ldere tra  due  consecutive  «  »  p  ;  ovvero  /3  ,  y  ec. 

Questa  premessa ,   scriviama  te   funzioni  (  ^  ) ,  (  —  ) ,  (  _ r  ) 

ce.  y  per  Yx  9  P"^  >  F  '^  ec. ,  e  ciò  jper  comoda  dei  calcali  che; 

siamo  per  fare . 

Poiché  abbiamo  in  generale 

è  evidente  che  sostituendo  a^   in  luogo  di  a? ,  se  nessuna  delle  ra* 

dici  *  j  /3 ,  y  ec-  è  maggiore  di  ^  ,  il  valore  di  Fx  sarà  positiva  ; 

e  se  la  sola  radice  »  è  più  grande  che  a  ,  il  valore  di  Fa;  dì* 

Terrà  negativa  ;  poiché  nel  primo  caso  9  tutti  i  fattori  semplici 
saranno  positivi,  e  nel  secondò,  un  solo  sarà  negativa,  mentre 
nei  due  casi  sarà  sempre  fx  positivo . 

Supponiamo  in  seguito  che  si  sostituisca  /3  in  luogo  di  or, 

e  se  nessuna  delle  radici  aé  ,  /3 ,  y  eco  cade  fra  «  e  ^  ,  questa 

I       I 

sostituzione  darà  per  Vx  un  valore  del  medesimo  segno  di  quel- 
lo che  ha  dato  k  sostituzione  di  a  ,  Ma  essa  darà  un  valore 

di  segno  contrario)  se  una  delle  radici  cade  tra  «  e  (J  .  Imperoc- 
ché è  manifesto  che   ogni   prodotto   come  (^   : — <»)(^| — ^)  ^ 

necessariamente  sempre  positivo  ^  finché  la  quantità  a  é  nello 
stesso  tempo  maggiore  o  minore  delle  quantità  a  ?  /3^i  e  che  ial 


•    •    *     é 
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contrario  >  è  necessariamente  negativo  se  la  quantità  «  cade  fra. 
le  quantità  «^  e  P^,  cioè  a  dire  se  è  maggiore  di  p^  e  minor» 

di  »  '  ora  la  sostituzione  di  «,  in  F*,  in  luogo  di  a?)  ci  dà 

(^^_-4k)(«j— p)(a  — y)  - X/«j» 

e  la  sostituzione  di  j3    in  luogo  di  a?  nella  stessa  funzione  dà 

f0  «)(p  —  (3)(Pj  —  y) Xj^j»  dunque  il  prodot- 

Jo  di  queste  due  quantità ,  cioè  il  valore  di  F*  x  F^^ ,  sarà 

della  forma 

Dunque  questo  prodotto  sarà  positivo  «  se  nessuna  delle  qnan-« 
tità  u,  ^  yy  ec. ,  cade  tra  le  quantità  «  ,  ^  ;  .e  sarà  negativo  >  so 

una  sola  delle  quantità  «  ,p  y y  ec,  cade  tra  le  quantità  «  e  p^ , 
poiché  fot  e  f^  sono  sempre  positive  ;  per  conseguenza  i  valo- 
ri di  F«    e  di  F/3    saranno  del  medesimo  segno  nel  primo  ca^. 

50  9  e  dì  segno  differente  nel  secondo . 

Si  dìniQstrerà  egualmente  che  la  sostituzione  di  y  per  x  ìq 

Tx^  darà  un  risultato  del  medesimo  segno  o  di  segno  contrario 
a  quello  della  sostituzione  di  /3  >  se  nessuna  delle  radici  ^  >  P  > 

y  eìt.^  caderà  tra  /3    e  y  »  o  se  ve  ne  caderà  una  ,   e  così  di 

seguito . 

In  fine  se  rappresentiamo  per  f^  Y  ultima  in  grandezza 

delle,  radici  «  >  l^i  >  ^j  ^^'>  si  troverà  per  mezzo  dell*  espressio- 
ne di  Fx  nei  suoi  fattori  che  il  risultato  della  sostituzione  di 
>   invece  di  x  in  Vx  sarà  positivo  9  se  nessuna  delle  radici  et  > 

jS^y.ec.r  sarà  minore  che  f^  ,  ovvero  negativo  >  se  una  di  que- 
ste  radici  sarà  minore  di  p  ,  essendo  esse  di  numero  pari  ;  e- 
gwalmente  il  risultato  di  quella  sostituzione  sarà  negativo ,  se  nes- 


\ 
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suiia  delle:  radici  ^%p  ^7^  ec  ,  sarà  minore,  di  f  ^  ovverà  posi- 
tiva j.  sa  una,  di  esse.  sarà.  più.  piccola,  di  v  y,  essendo,  queste  di 

numerO;  impari  •  Ora,  siccome  il  numero^  delle  radici  immagina- 
xie  è  sempre  pari,,  così,  il  numerò:  delle  radici  reali  delF' equa- 
zione^ Fa?  =  o ,  sarà,  necessariamente  pari  o  impari ,.  se.  pari  o. 
impari  sarà,  il:  grado  m  dell'  equazione  .. 

Potremo,  adunque  giudicare  della-  natura:  delle-  radici  di  una- 
equazione  qualunque  del  grado.  Pi  yFx=z  o  y  per  mezzo-  di  quel- 
le dell'  equazione  FV=  Q  che  è  sempre  di  un  grada  minóre  di 
imf'nnitài.  imperocché^  avendo,  essa,  le  radici  reali  x  yfi'  ,y  ce.  ^ 

K^j,  basterà,  sostituirle  successivamente-  per  x:  neir'equazione.  pro- 
posta,, e  concluderemo.. 

i^  Cha-  essa:  avrà,  o  noni  avrà,  una:  radice^  maggiore  dì  «  se- 

condo.  che  ^a^^  sarà  <  o,  ovvero.  > o  ., 

a"".  Che  essa,  avrà:  q^  non;  avrà,  una:  radice:  compresa:  fra  a  e 
jS^  secondo:  che- F/3  sarà:  di:  segno:»  differente-  o*  deli  medesirao> 
segnO'  di  ì^a  .. 

3"^.   Che;  essa;  avrà,  o?  non^  avrà:  una;  radico*  compresa:  tra  ^*  e; 

f.  y  secondo^  che;  Fy  ,.  sarà,  di  segno»  contrario*  o.  del  medesimo^ 

segnO'  di  FP^»  e:  così  di!  seguitor. 

E-  che-  infine  essa-  avrà*  o^  non  avrà,  una  radice-  minore^  di: 
r  y  secondo,  che.  Fy. ,  sarà,  positivo  o  negativo  „  nel  caso^  di.  tìl 

impari  ;  e  negativo  o  positivo  per  m  pari. 

Conosceremo-  adunque^  eoa  queste  regola*  non*  solò'  il  nume-- 
ro'  delle  radici  reali  della  proposta ,  ma  ancora:  i  loro-  limiti. 

§'.  66.  Noi  abbiamo  fin:  ora  supposto  che  T  equazione  propo- 
sta potesse  avere  delle  radici,  immaginarie*  e  reali!  mescolate:  in- 
sieme :  esaminiamo  ciò  che  deve*  risultare:  dalla:  supposizione; 
che  tutte  queste  radici  siano  reali .. 

E'  primieramente  manifesto,  che  T  equazione^  Fa;  =  o  del 
grado  m  ,  avrà  m  radici  reali ,  e  che  T'equazibne  derivata  Yx  =  o 
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£él  grado  m  —  i  avrà  necessariamente  m  —  x  radici  reali  ^  poi- 
ché fra  due  radici  reali  consecutive  dell*  equazione  Fx  ==  o  > 
cade  necessariamente  una  radice-  reale  della  F'ar=o  :  per  la  stes- 
sa ragione  la  seconda  equazione-  Y'x.  =  o  avrà  necessariamente; 
tutte  le  sue  radici  reali  >.  e  così  di  seguito . 

Così  la  prima  condizione  perchè  una  equazione  ahbìa  tutte 
le  sue  radici  reali ,  è  che  le  sue  equazioni  derivate  per  la  suc- 
cessiva differenziazione  y  abbiano^  ancora  esse  tutte  le  lor  radici 
reali  ;,  ma  tutte  queste  equazioni  potrebbero*  aver  le  lor  radi- 
""  ci  reali  >  senza  che  la  Tx  ==  o  ne  avesse  alcuna . 

Supponiama  adunque  che  \g:  m.  —  l  radici  ^  ,  |3-  ,  y    ec.  > 

deir  equazione  F^a?=  o  siano  tutte  reali  r  e  vediamo  quali  sono 
le  condizioni  necessarie  y  perchè  le  m  radici  ^t ,  ^ ,  y  ec- ,  dell* 
equazione  Fx=?o,,  siana  ancora  necessariamente  reali-.  Avendo 
noi  dimostrato'  in  generale  che  delle  radici  reali  dell'  equazione 
Yx  =  a  non  ne  può  cadere  che  una  sola  neir intervallo- fra  due 
radici  consecutive  dell'  equazione  Yx  =r  o ,  e  che  una  soltanto 
può  essere  maggiore r  ed  un  altra  soltanto. minore  della  pili  gran- 
de e  della  pili  piccola  delle*  radici  di  questa  njedesima  equazio- 
ne ,  è  ancora  evidente  che  se  tutte  le  radici  di  numero  tti  dell'  e- 
q.uazione  Fx=:  o  sono'  reali,  esse  debbono  necessariamente  esser 
tali  che  a:  sia  maggiore  di  ^    e  che  ^  cada  fra  a^  e  /3^;:  che  y 

cada  fra  p'   e  y  r  ^  cosi  di  seguito  ;  al  contrario  se  esse  non  so- 

no-  tutte  reali  y  siccome  in  questa*  caso  il  numero  delle  reali  noti 
può  superare  iti  —  a  ,  esso^  sarà  in  conseguenza  minore  del  nu- 
mero delle  radici  »  ,  fl-  ,  y    ec.  >,  ed  h  chiaro^  che  la  stessa  di- 

sposizione  non:  avrà  piii  luogo  y  e  vi  sarà  necessariamente  qual- 
che intervalla  tra  queste  ultime  radici ,  nel  quale  non  caderà  al- 
cuna radice  di  Fac=  Or  a:  meno  che  nessuna  di  queste  radici  sia 
maggiore  o  minore'  della  piii  grande  a  della  più  piccola  delle 
radici  a  >  |3  ^  y    ec:. 

X-  X*  *' 

Dunque,  seconda  quanta  abbiam  sopra  dimostrato ,  se  so-? 
stìtuiamo»  successivamente  per  x.  in  Fx  y  tutte  le  radici  «»,  ?  P  i 

pr^  ec.  y  avremo  necessariamente  nel  primo  caso 
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Ice  <  o ,  F^^  >  o  ,  Fy^  <  o  ec, 

e  nel  secondo   caso  vi  sarà   una  o  molte  di  queste  condizioni, 

la  quali  non  avranno  luogo . 

Per  un'  altra  parte  sostituendo  successivamente  le  medesime 

radici^  %&  ^y    ec.   nella  seconda  funzione  F"ar,  s'  avrà  sem- 
1 ' '  l'i 

pre ,  come  abbiam  visto  sopra , 
Y'x  >  o,  F'^fl  <  o,  F'V  >  o  ec- 

Dunque  combinando  queste  condizioni  con  le  precedenti , 
si  concluderà  che  quando  le  radici  dell'  equazione  data  Fx  =  o 
sono  tutte  reali ,  le  quantità 

Fa  xF''«  >  r/3  xF''j3  ,  Fy  xF'V    ec.,  saranno  tutte  negative, 

e  che  al  contrario  ve  ne  saranno  delle  positiva  se  T  equazione 
data  ha  delle  radici  immaginarie . 

Ora  se  si  fa  M(^)  (Fa?)  =  ^,  M  essendo  un  coefficien- 
te positivo  o  una  funzione  qualunque  essenzialmente  positiva  1 
e  in  seguito  si  elimina  x  per  mezzo  dell'  equazione  (— )  =  o , 
della  quale  ^^j^^y    ec,  sono  le  radici ,  s' avrà  un' equazione 

in  y  dello  stesso  grado  che  (  ^  )  =  o ,  e  le  radici  di  una  tale 

equazione  saranno  i  valori  dell' j^  che  risulterebbero  dalla  sosti- 
tuzione successiva  delle  radici  «  ,  /3    ec.  in  luos;o  di  x.  Dun- 

Il  ^ 

que  se  questi  valori  sono  tutti  negativi  y  Y  equazione  in  y  non 
avrà  che  delle  radici  negative  j  e  per  conseguenza  tutti  i  di  lei 
termini  avranno  il  segno  più  ;  e  reciprocamente ,  se  tutti  i  termi- 
ni di  questa  equazione  avranno  il  segno  più  y  essa  avrà  tutte  la 
radici  negative ,  e  i  valori  di  y  saranno  tutti  negativi . 

Possiamo  adunque  dedurre  di  qui  che  i  caratteri  della  real- 
tà delle  radici  dell'  equazione  Fa?  =  o ,  sono  che  1'  equazione 

(~  )  abbia  tutte  le  sue  radici  reali ,  e  che  1'  equazione  in  y  ri- 

CLX 

sultante  dall'  eliminazione  di  x ,  per  mezzo  di  quest*  ultima  e* 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  CAP.  IV.         igp 

m 

qnazione  e  dell*  equazione  (j-i)  •  F*?  =  J'»  abbia  tatti  i  suoi  ter- 
mini positivi. 

Applicando  i  medesimi  ragionamenti  ali*  Equazione  ( — )  =  o , 

si  concluderà  egualmente  che  i  caratteri  della  realtà  di  tutte  le 
sue  radici,  sono  che  l'equazione  (  — )3=o  abbia  tutte  le  sue 
radici  reali ,  e  che  1*  equazione  risultante  dall'  eliminazione  di  x 
per   mezzo  di  essa  e  dell'  equazione  {^){^i)=yy  abbia  tutti 

i  suoi  termini  positiv;i ,  e  così  di  seguito .  Dunque  infine  per  ave- 
re tutti  i  caratteri  della  realtà  delle  radici  dell'equazione  Fa;=o, 
si  £&ik , 

i".  y  =  Fx(j^^))  si  eliminerà  x  per  mezzo  dell*  equazione 
(  ^  )  =  o  >  e  s*  avrà  la  prima  equazione  in  ^ . 

3°.  Si  farà  jy==(^)(~),  e  si  eliminerà  x  per  mezzo  dell'e- 
quazione (  ^  )  =  o ,  e  s*  avrà  la  seconda  equazione  in  y  . 

3°.  Si  farà  y  =  [jl)(^€l)^  e  si  eliminerà  a?  per  mezzo  dell* e* 

qnazione  ( j-j )  =  o ,  e  s  avrà  la  terza  equazione  m  y^  e  cosi 

di  seguito . 

Queste  equazioni  in  y  saranno  tzz  —  i  di  numero ,  se  Y  e- 
quazione  Fx  =  o  è  del  grado  ra . 

Ciò  posto  i  caratteri  della  realtà  delle  radici  dell*  equazio- 
ne Fa?  =  o  saranno  ^  che  tutti  i  termini  di  queste  differenti  e- 
quazioni  in  y  siano  positivi ,  cioè  a  dire  dello  stesso  segno  che 
ha  il  primo  termine  in  ciascuna  equazione . 

Ora  è  facile  vedere  che  V  equazione  Fa?  =  o  esserfdo  del 

grado  mj  T  equazioni  differenziali  (^)  =^0,  (^)==oec.,sono 

successivamente  dei  gradi  m  —  i  ^  m  —  a  ec. ,  e  che  V  equazio- 
ni in  y  sono  egualmente  di  questi  stessi  gradi  ;  ciascuna  di  es- 
se darà  in  conseguenza  altrettante  condizioni  i  di  modo  che  il 
numero  totale  delle  condizioni  sarà 
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Tacile  equazioni  però  del  terzo  e  del  quarto  grado  le  con- 
dizioni si  riducono  ad  un  minor  numero  (a)- 

§.  67,  Le  condizioni  trovate  per  la  realtà  delle  radici  d{ 
un  ordine  qualunque ,  possono  servire  per  tutti  gli  ordini  supe- 
riori ;  così  potrebbero  faciluiepte  costruirsi  delle  Tavole  che  con- 
tenessero «uccessivamente  i  caratteri  della  realtà  di  tutte  le  ra- 
dici ^  cominciando  dall'  equazione  del  secondo  grado ,  e  rimon- 
tando successivamente  air  equazioni  dei  gradi  più  alti . 

3Fer  dare  »n  jibbozzo  di  gueste  Tavole 

Sia  Vx  =  pc''>-{- 2 Aoc H- B ,  $d  avremo  (~)  =  2X H-  sA • 
(J^)=I,  onde^=T'a?.(0)  =  (  a^'-t- aAa? H- B)  .  i ,  ed 

^  -4-  A  c=  o  :  eliminando  adunque  x  per  mezzo  di  queste  due  e* 
qnazioni  ai  H-  sAa;  *+B=y',  a?  -4^  A  =  o ,  s*àvrà  j/  h-  A*  — 
B  =  o  ;  dunque  A'  ^ —  B  >  p ,  ^arà  la  condizione  della  realtà 
delle  radici  della  proposta. 

Sia  Fa?  =  a?'  H-  3 Aa?*  -4-  ^Bx  *4.  C  =  p ,  ed  avremo 


(l^)  =  3a?*H-3a.Aa?H-3B;(^^)  =  6a;^6A; 


dunque  ^  =  ( a;' -+•  3 Aa?' -^ 3Ba -TKG)(a7*+.A),  ovverò 

y  =  a?*H-  4Aa7'  -4-  3  (  A'h-B )  a;*  H-  (  sABh-  C)x^  AC,  e  « 
dovrà  eliminare  x  per  mezzo  delt*  equazione 
a?*  H-  a  Aa?  h-  B  =  o .  Per  questo  prenderemo  dall'  laltima  equa- 
zione i  valori  di  a?'  »  x* ,  ed  avremo 
a;'  =  —  (  Bh^  aAa?)a?  =  — ^^ Ba?  —  sA»'; 


a? 
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Bo?*  —  a Ao?'  =  —  Bop*  h-  3 ABa;  h-  4 A^jc*  =  (  4A* 


B)a?*— HaABo;;  e  sostituendo  questi  valori  neir  aqu azione  in  y^ 
avremo  un*  altr*  equazione  della  forma  seguente 
y  =  ax^  '^  bx  ^  e  ^ 


.m»t 


(a)  La  Grange  „  De  la  Resolution  des  Equations  Numeriq^ues  T^.  3?.  ,1 
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Sottraendo  ora  dall'  equazione  qui  trovata .,  V  equazioae 
^ax^ -+ aaAx ^ àB  ^=  o,  s'  avrà  j^  =  (6  —  aaA)a?H-  e  —  aB: 
moltiplicando  V  equazione,  y  =  aoc^  -+bx  ^c  per  ax  h-  2aA  ^ 
;avretóo  {ax^  aaA  )y  =  à'x^  H*    dbx"^    h*  cax^jiAac 

•e  moltiplicando  parimente  ax^  -j-  aaAo?  ri-  ^B  =  o  jper  ax^hf 
-s'  avrà 


m 

-sottraen9o  una  dair  altra  le  ottenute  equazioni ,  avremo  X  -ow*- 


aaA)_y  =  (  ca  —  a*B)  x  -<-  aAac  :  se  ora  per  mezzo  di  quest'ul- 
tima equazione  e  di  j'  =  (A  — j2aK)x  -i-  e  —  aB,  eliminiamo 
a?,  è  facile  vedere  che  avremo  per  j»  un* -equazione  della  forma 
j'' -(- My  H- N  =  o  che  ci  darà  le  due  condizioni  M>o,  N><> 
di  più . 

Sia  Fa?  =  a;*  h-  4Aa?''-h  óBa?'  H-  4Cx  -rf».D  =  o.;  avremo 


(g)  =  4«?' H- 4-3Aa:V^  5.2Ba?H- 4C; 

(^. )  =  4 •  3 •  ^'  H-  4 . 3 . aAar  -f-  6 .  a  .B ;  dunque 

jf  =  (  a?*  H-  4Aa;'  ^-  6Ba;*  H-  4Ca?  -{-  D)  ( a?' H- aÀ* -^ B) ,  ed 
^'  H-  3Ax'  -^  3Ba?  ^  C  =  o. 

Sostituendo  nella  prima  equazione  (  eseguita  che  sia  la  mol^ 
tìplicazione  )  per  a?* ,  a;* ,  a?* ;  i  valori  ricavati  dalla  seconda, 
avremo  un'altra  equazione  di  questa  forma  j^  =  aa?*  h- è**  H- 
cx  -^  e  t  ed  eliminando  x ,  avremo  per  y  un'  equazione  dei  ter- 
zo grado  della  forma  j^  -f-  Py*  -h  Q j'  -4-  R  =  o ,  la  quale  ci  dà 
di  pili  le  condizioni  P>o,Q>o,R>o. 

Potrebbero  facilmente  continuarsi  t[ueste  iioerche  per  le  t> 
quazionì  dei  gradi  superiori . 

Le  condizioni  adunque  per  il  secondo  grado  sono 

A'  — B>o 

Tom.  Il  X 
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Per  il  terzo,  sono. 

A*  — B>o, 

]yt>b,,N>0; 

Per  il  quarta  sono» 

A*  — B>a 

■ .  m:  >•  0 ,;  IT.  >  .o, 

P>o,.Q>o,,R>o,, 

e  così   di;  seguito .. 

E!  qui  riportiamo»  una  bellissima',  conseguenza^  di  quanto^  ab- 
biamo, detto,  sopra  ^  la.  quale  De  -  Gua.  ha-  dedotta,  da:  altri,  prin- 
cip;  .. 

Se*  neir  equazione-  Fx  ==  o y  sostituiamo^ a^ z  in  luogo  di 
a:  ^  si  ba  per  mezzo*  della  formula,  dello;  svilùppOi  delle;  funzio- 
ni in.  serie  >, 

FaH-f  — y^JH-C— ).— H- H- 2*^=0,:  purché  dopo* 

le  differenziazioni^  si  faccia  x=  a  •  Facciamo^  sparire*  uni  termi- 
ne qualunque  di:  questa,  equazione  >,  quello  cioè  nel  quale  si  tro- 
va la   potenza:  z^    determinando»  a  per  mezzo:  dell!' equazione: 

(— )  =0.  ovvero^  F  *  (a)  =  o.  Ora  noi  abbiamo;  veduto: che: 
se  tutte  le:  radici  dell' equazione  Fa?;=  o^  sono:  reali,. i;  valori  dil 
F  or  ed-  F  *         oc  sonov  necessariamente-  di.  segno^  contra- 

rio  per  tutti  i  valori  di  x  che  risultano  dair*equazione  F  ^:=  o  ;, 
dunque  anche  i  valori  di  F  a>  F  a  saranno- di.  segni; 

centrar)  per  tutti  1  valori  di'  a  dati  da  F      a'==  a. 

jy  onde  segue  che  se*  facciamo-  svanire  un  termine  qualun- 
que della  trasformata  in  « ,  i  due:  termini  vicini  avranno,  neces- 
sariamente segni  centrar] ,  se  là  proposta  ha  tutte:  le  sue  radici 
reali  ;  per  conseguenza  ella  avrà  delle  radici;  immaginarie ,  se  i 
termini  vicini  a  quello  cher  sparisce  v  hanno  gli:  stessi  segni . 

M  Questo  eccellente  pezzo  d'Analisi!  per  T  applicazióne  del 
,,  Calcolo  Differenziale  alle  equazioni,  è  del  Geometra  La-Grange, 
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^y  e  forma  la  Nota  Vili,  'della  sua  Teorìa  sopra  la  risoluzione 
^,  delle  equazioni  numeriche  .,>  - 

§.  68.  'Quando  non  si  possono  avere  le  radici  esatte  dì  una 
^equazione,  1*  unico  compenso  è  quello  di  .cercarle  approssimata- 
mente, e  .per  tale  .approssimazione  di  una  grandissima  risorsa  so* 
no  le  serie  ;  'per  ;'questo  noi  ci  occuperemo  ora  della  soluzione 
di  un  .Problema.,  dal  quale  .dipende  la  xicerca  delle  radici  dell' e- 
quazioni  espresse  per  serie . 

Nel  Tomo  IV. .della  Società  Italiana,  il  Goemetra Profes- 
sore Pietro  Paoli  si  propone  e  dà  una  completa  soluzione  di  que- 
sto Problema  „  ©ato  un  numero  qualunque  d' equazioni  s  =  o, 
.„  z  =0^  z'^=x)  ec,  tra  le  variabili  x  ^y  ^  t  ju  ec,  esprime- 
9,  re  una  funzione  qualunque  ^  delle  medesime  variabili  per  tan- 
„  te  di ,esse,, -quanto  è  illoro  numero  diminuitodel -numero  dell' e- 
„  quazioni  z  =  o ,  z'  =  o ,  z"  =  o  ec.  ,^ 

Non  potendo,  per  la  natura  di  questo  Trattato,  aver -qui  luo- 
go la  soluzione  generale  di  tal  Problema ,  noi  ci  limitei^emo  a 
risolverlo  nel  caso  che  sia  tdata  una  sola  equazione  z=^o  tra 
le  due  variabili  a?,j',  e  si  cerchi  di  esprimere  una  funzione  qua- 
lunque F  déllcMnedesime  variabili  per  ^  senza  x. 

Prendiamo  a?'  H*  ^  —  x'  in  luogo  di  x ,  e  supponiamo  che 
sia  z  il  valore  di  z  quando  x  si  cangia  in  x  ,  avremo  allora 
per  il  Teorema  di  Tajlor  (  y  in  questa  operazione  resta -costante  ) 

Pef  determinare  la  quantità  .x  —  x  mediante  quest*  equa- 
:zione,  facciamo 


,x  —  X  =  Az  rt- Bz' ^ Cz'' H- D2r* ^ Ez'^ h-  ec. 
^  sostituendo  questo  valore ,  avremo 


i64 


MATEMATICA    SUBLIME 


»"B<^) 


z'^.(^^,) 


,   a'».  2AB  ^  «/•«' 


(S')H- 


«??♦.  2  AC  />  ^'  \ 


a 


ec: 


ec. 


a.  3     ^rf*!''  a       ^W*'»'' 


ec. 


a.  3     '•</*'»'' 


6C. 


a. 3. 4  ^rf*'*'' 

Paragonando  i  termini:  affetti  dalle  medésime  potenze  di  z' y  a- 
vremo 


fK)...A 


(a).  Bl 


(0) 


</jr^ 


(3).-..G 


(4).-.D 


ec. 


2  AB 


Vvr/»^      2.3   ^d*'»-' 


(  — ) 


2AC   /iSs' 


A*    rd*k' 


li  equazione  (  i  )  ci  dà  4-  C^  ) 


2.3.4^<'*'*"' 


(— ) 


ovvero* 


T ( S )  =  T  (^' ) '  ^  ^"^^^^  ^=  l< S')  •  ^^^1'  equazione  (i) 


si  ricava 


^(^.) 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRAJ-E  CAP.  IV.  f^c 

»  Cloe 


^^dx'^  Z    ^dxt*^         i-Z^àx'i^^^  2,  ^dx>*^  ^  dxf*  ^  ^ 

2.3  W*'»''*' 

"e  perciò  G  =  A.(g:)=^:^('^^).   Così  pare    T  equazione 
(3)  ci  darà 

1   ,  rfCx  2   ^dx^  *    a   ^dx'*^  a    ^dx'^  *    3   ^</*'*^  4    ^  dx*i^ 

*       /^     "^  V-T-^  ■      ■ Il  n  .  ,  .  7 


^ 


^dx'^'2.3^dx'^^       2.S.^^dx'^^  _.     4   ^dx'*^        4    MJt'*^'2.3\/jH^ 


(èv  ci) 


V 


cioè' 


4^^dx^  4  ^^;p'*''     *    2^^*'^  a  2.3^ dx'^^         2 

« 

D  =  à.(^,)  =  -4-  {ÌSi£L"*l])  ,  e  cosi  troveremmo 

^  \dx'^         2.3.4   V-  dx'*  J   ^ 

ji  _.  A  /dO\  A       rd<,Ad[Jid(AdA)]^n 

5  Woc'-'  "^  a.3.4.5L  rf*'^  P 

ec:  6c: 

Avremo  pertatito 

w  ~-  aa  ^s  J\z  — h  —  V  TT/  J  ^   H*'  —  s  — T-r— ^  r  2»    -+• X • 


2  ^dx'^  2.3   ^     dx'*      J  ^.3.4 

r  drA(f(Ai/A)l\  ^.4  ^  _A_  r  ^<AdrAi(A^A)l>  1  ^.s  ^  gQ, 
^  dx'l         S  2.3.4.5  L  rf*'*  J 


\ 
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essLMido  A  = -'—  . 

(  — ) 

§.  69.  Determinati  così  i  coefficienti  A  ,  B  ,  C  ec. ,  s*  avrà 
oc  —  a;'  dato  per  .una  serie  che  sarà  funzione  di  a;'  e  di  j^ ,  ^ 
se  flicciacno  jx  =z  f^  essendo  f  una  funzione  qualunque  di  y  ^ 
avremo  .x  .—  ,07'  ^dato  per  una  funzione  soltanto  di  j^  ;  e  sicco- 
me z  yZ  sono  funzioni  simili  di  x  e  di  x  .y  potremo  usare  :z 
ed  X  in  luogo  di  z  e  di  x  >  purché  ad  operazioni  eseguite ,  si 
ponga  jda  per  .tutto  x=f:  .avremo  adunque  , con  questa  condi- 
zione 
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facendo  .dopo  le  difFerenziazioni  ,x  =/*• 

Indichiamo  ora  per  F  quella  funzione  di  x  e  di  y  che  ó. 
proponiamo  di  sviluppare  in  una  serie  data  per  y  soltanto ,  eli- 
minando la  X  in  virtù  dell'  equazione  2;  =  o .  Se  poniamo  x'  ^ 
X  —  x'  invece  di  x ,  avremo  per  il  Teorema  di  Tajloj 


yjp'  j»      v***^         2.3    ^4x' 

facendo  nel  .secondo  jnembro  in  ^  >  (j^)  »  (^»)  *c.,  a?=/.  So-> 

stitniamo  ora  in  questa  formula  il  valore  di  a?  —  x'  dato  dall'e- 
quazione z  =  p  ,  e  che  iibbiamo  qui  sopra  trovato  >  ed  avremo 


•  t« 


-.rf[  A«/(  ArfA)K  rdV-i  _,    A*  /«/(  ArfAÌNrrf'Fn  _.    A»  /'rfAvr^l-4. 


'i(f,n'^^-^rt^'^^^}-^_^- 
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Cioè; 


F  =  F^^A[^].H- 


AJP 


"i^) 


dX: 


2.3    \ 


-r(A-r(A[£-n)) 


d» 


[g]..) 


<f{Arf(AJ(A[^]))) 


dx 


dx? 


) 


ec. 


ficendo  nel  secondò^  membro»  dòpo*  le-  difFerenziazioni  x  =jr== 
funZé  y  ' 

Ma  si  può  gihngere  ai*  Medesimi'  risultati  peip  nn  altro  me- 
todo infinitamente  più  semplice  di  quello  seguito»  dal  sopra  lo- 
dato>  Autore  ::  infatti  riprendiamo^  T  equazione* 

ar —  x'='  Az  ^Bz''^{^ Cz'^^  Dz'^ Ht  ec  ;.  questa  differenzia- 
ta, rapporto  ad  x'  diviene- 

cHe-  ci  dà.  immediatamente-  queste-  equazioni. 


4x' 


dx' 


dalfa:  qualÌB-  si  ricava- 


Oi 


dtf\  » 
dxi 


B 


^dx'' 


dA 


(JS): 


dx 


c=- 


dx' 


A    /><f(A(7A) 


3(S) 


2.3 
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come  sopra 

Eer  awré  ora  la  serie  che  ci  (Jia  il  valore  di  Tx^  osser- 
viamo che  essendo 

Se  facciamo 

Fa?  =  o:  H*  àz'  H-  02"*  H-  ez'^  H-'CC- ,  «ara  «  =  Fap%  e  perciò 

Fx  z^  Fx  H-  òz  H-  C2;'*  H-  ez'^  h-  ea 

Differenziamo  guest'  ultima  equazione  rapporto  >ad  x'  9  ed 
avremo 

la  quale  subito  ci  dà 
(^) 


K^) 


2.3 


Wx 


e  quindi  per  F  la  stessa  serie  che  abbiamo  trovata  sopra. 

§.  70.  Poniamo  V  equazione  z  =  o  sotto  questa  forma  x  — ^ 
f —  ^  =  o,  essendo  f  quella  funzione  di  y  che   sopra  sostitui- 
vamo in  luogo  di  07  dopo  le  differenziazioni-,   e  p  una   funzio- 
ne qualunque  di  a:  e  di  ^  ;  avremo  allora 


(?.) 
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,-(£),  ed  A 


-(J!) 


ovvero 


A  =  — 

^e  qoindi 


($)-(!?)' 


Jx 


(-)' 


ec. 


K 


'A[S] 


.•W^ 


-)=t(.v)-^7(0)(S)-*-!-{S)(S')(S)-^«»- 


dp^/é^F 


3  r<i^\«/(i*P 


(S)(i?)-*-f(Sr(!?)-*-«^ 


a.3\  «i«»  / 


(— ) 


(HK^)-*.«. 


.3.4\ 


<fF 


d(A«f[AJ(A[g])l) 


) 


(-) 


ea 


che  z 


^*'  y       2.3. 4-^  d** 

Sostituendo  questi  valori   in  quello  <li  F  ^  ed  osservando 
=  —  (p  quando  x  =  jf ,  avremo  / 


F  =  F 


Tx 


*(S)-^*'(^)(3-:)H-^(^)-(?^)-t- 


d* 


<f>i 


4x 


«>'(^)  (&•)-«■  ■T-^'":'" 


dp  \S  r  ^ 

«TF 


*» 


3.3 


* 


a 


TOTO.    //. 


8-3-4 


( 

( 
( 


élx 

£p 
dx* 

d« 


7—) 


4x' 


j 


(^) 


d!) 


(-) 
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la  qual  ibroiuk  si  ridace  alk  seguente 


'-rX 


«..3:V       <«'       /  2.3.4, 


(-;^)-^ec. 


nella  quale  dobhiaiiia  fare  dapo  Te  differenziazioni  x  =^f'. 

Se  (p  ed  P  sono  funzioni  solamente  di  Xy  e  poniamo  jT 
y  y  di  modo  che  Y  equazione  sia  x  =zj(^px  y  avremo^ 


JF-t  ^, .    v.r^ 


2.3.4^         jy        ^ 

La  qual  formula  è  stata  data  la  prima  volta  dal  Celebre 
La -Grange  nello  Memorie  dell' Accademia  di  Berlino  del  1768^ 
ed  in  seguito  nella  sua  TeOTÌa  delle  Funzioni  Analitiche  p.  104; 
e  nella  Nota  XI.  della  Risoluzione  delle  Equazioni  Numeriche. 

Cerchiamo  adesso  il  valore  di  ar  data  dalT  Equazione  Alge- 
braica  del  grado  m . 

fft  m—l.m  —  i  ,, 

ap   -4»aa?        -t-o«        -4» .^  -f- pa?  h- y  =  o  ».  ed  avre- 


■       • 


mo  primieramente 

«*♦•— H* ^  ^    ■■ =:0: 

f  P 

ora  facendo  F:c  =  a; r  «or  =  —  """^      ' —^^ 

s*  avrà,  per  il  valore  della  cercata  radice 

purché  si  faccia  jr  =  —  —  dopO'  le  differenziazioni . 

Sia  ora  ra  =  a ,  oioè^  abbiasi  V  equazione  a?*  Hr-  aa(?  H*  6  =  o  > 
ed  ayrema  »-h—  -f-—  =  o,^  e  quiadi  ^^  =  — ^:  dunque  «  = 
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s 


il 


4i 


S . 

23  a^ 


ce. 


±     V 


Per  avere  T  altra  radice-,  diamo  alla  equazione  proposta  la 
•forma  a?  -+•  a  ri-  —  =  o  1  «"i  ^^  questo  icaso  sarà  -^  =  - 

.X 

—  a  >  e  perciò 

e  questa  sarà  la  seconda  radice  -deir^eqnazione  tlel  secondo  grado . 
Si  vede  di  qui  come  potranno  trovarsi  tutte  le  m  radici 

deir equazione  a?    •haa?         -+•  •  .  .  .  .  -|-jpa?H-5=  o. 

Chi  brama  vedere  una  più  estesa  applicazione  <3el  Calcolo 
Differenziale  air  Equazioni  Àlgcbraiche,  legga  le  Note  IX ,  X  > 
XI ,  della  citata  Opera  sopra  Ja  Risoluzione  ddl' Equazioni  Nu- 
meriche ,  ed  il  •Calcolo  Differenziale  del  ;Sig.  Euler  ai  Capito- 
ci XII  e  XIIL 
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Della  Trasformazìjane 
delle  Equazioni  Differenziali 


§.  7-1-.  w[E  tra  co  edjf  si  Ha  un^ec^u^zione  qualunque  'F(xy. 
Il^  j^  )=  o  ^  è  noto  che  possiamo  sempre  trasfor- 
marla in  un*  altra  fra  due  nuove  variabili  t  ed  rr,  la  quale  ten- 
ga il  sua  luoga.  Supponendo  infatti  ad  arbitrio  x  =:^  (p{u  y  t)r 
y  =:'¥(uyt)j  ovvero  a?  =  ^tj^=:Tr  ^  rappresentando  per  (fr 
e  per  T  due  funzioni  di  re  e  tj  s' avrà  F(^,^)  =  Oy  che  sark 
un'equazione  fra  le  variabili  net. 

Ora  può  dimandarsi  t  se  data  un*^  equazione  differenziale  tra 
due  'vpiriabili  x  ed  y  ^  potrà  egualmente  trasformarsi  questa  ia 
un*  altra  equazione  dijfferenziale  tra  due  nuove  vaiìabili  u  e  t  y 
e  come  ciò  potrà  conseguirsi . 

Per  rìi>pondere  a  questa  questione  y  premettiamo  che  se  si  ha: 
un'equazione  F(af,J^)  =  o  tra  due  variabili  x^y^h  in  nostro* 
arbitrio  considerare  la  y  funzione  di  x ,  ovvero  lìa  x  funzione- 
deir^;  ma  allorché  dobbiamo  prenderne  i  differenziali  ^^  conviene- 
stabilire  quale  delle  due  si  considera  funziona  dell'' altra ,  per  sa- 
pere rapporto  a  qual  variabile  dobbiamo  differenziare .  Se  poi  è 
data  un'  equazione  differenziale  v  allora  non  è  più  nulla  al  nostro- 
arbitrio  >  e  r  equazione  differenziale  dice  da  se  medesima  quale 
è  la  variabile  rapporto  a  cui  sono  presi  i  differenziali  ^  ovverà 
quale  delle  variabili  è  considerata  funzione  deir  altra . 

Infatti  se  essa  contiene  (^),(^*-?}  ec. ,  allora  le  differen^ 


V 


ì 
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i  ziali  SOTTO  prese  rapporto  ad  a? ,  ed  ^  è  considerata  funzione  del- 

la x:  se  essa  contiene  (^),(^)  ecv  le  differenziali  sono  al- 

lora  prese  rapporto  ad  y^  ov\rero  a?  vi  è  considerata  funzione 
di  y  :  notr  possono  però»  mai  sussistere  equazioni  che  nello  sttS'^ 

so  tempo  contengano  (^)  >  (g)  ,  (g>,  (0)  ec,  poiché  la  sup- 
posizione per  ottenere  le  differenziali  della  j^  rapporto  ad  a?,  non 
.   è  compatibile  nello  stesso  tempo  con  quella  che  porterebbe  le  dif- 
ferenziali della  X  rapporto  ^à  y. 

Ciò  premesso,  s5a  data  un'equazione  tra- a?  ed  j^  e  f^),  • 

si  voglia  trasfOTmare  in  un*  altra  tra  due  variabili  a  e  #  y  ed  il 
differenziale  di  una  di  queste  variabili  rapporto  all'  altra .  Sup- 
poniamo X  =  ^(i^>*)  =  ^r>  =  Y(M,f)  =  Y,  e  consideria- 
mo u  come  funzione  di  t  y  dì  modo  eh«  V  equazione  trasforma- 
ta debba  essere  tra  rz ,  f  e  (^).  Ora  essendo  u  funzione  di  ty 

sarai  necessariamente  x  funzione  di  f ,  ed  y  parimente  funzione 
di  t ,  poiché  ambedue  sono  funzioni  di  z^  e  di  f ,  e  di  più  y 
era  funzione  di  x  ;  dnuque  differenziando ,,  come  abbiamo  inse- 
gnato sopra  (^§  IO.  )  >  avremo 

^S^~(£^^^)'  ®  P®^^^^  ^°  ^^^^  supposizione 

^2)  =  (S)  •  (£)>  "^^  ^^  ^  «Itro  lato- 

Se  adesso"  sostituiamo  nella  propost»  pCurtJ  invece  di  », 
T{uit)  invece  di  ^ ,  ed"  iT  ritrovato  valore  per  (^),  avremo 

un*  equtizione  trasformata  ia  u^t  e  (  -  y,  la  qiiale-  terrà  il  luo- 
go della  proposta . 
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Così  avendo  reg[ua2Ìone  .{^)=.F(*  j^)  comincieremo  dal 

. 

trasformarla  in  (  ^  )  :  (  ^  )  ?=  F  (  a? ,  ^^ , ,«  ^indi  invece  di  a? ,  j^ , 

(*:y,  (^)   vi    sostituiricmo  i   loro   yalori  .dati   dall' equazioni 

j>  =  Y  )  3?  =  ^-j  e  dai  loro  .differenziali , 

Per  farne  un  esempio  >  sia  data  T  equazione 

♦ 

e  poniamo  ,x  .=  u  -4-/ ,  y^=iai  :a vremo  allora  (  ^  )  =  ( 4j  )  H-  J  ♦ 
(  1?!  )  =  tt  H-  /  (^  ) ,  e  quindi  .sostituendo  in  a?'  -f.  qy  (  g )  ;  (  ^)  =o 

le  nuove  yariabili,  s*avrà  (  u  H-  *)*-*- <iut  x** H-^ C^))- :  {i  H- 
(J^)}  =  o,   ovvero  (iz  H-^rn^  (i^h-/)*  (g)  n-ai^V  H^ 


aiz^*  (  j)  =  p  ,   ovvero  {  u  H-  i^  )*  H-  ciut  h-  {(  zz  -!•  f  )*-+• 
Gut*y(^).=  p^  ^equazione  .che  tiene  luogo  dcir altra  in  x  cdy. 

Sia  r  equazione  4a  trasformarsi  ,del  secondo  .ordine ,  con- 
tenga cioè  ancora  ( ^^  ):  se  facciamo  ( ^ )==  z ,  avremo  (^)  = 

(  —  )  ;  ora  nel  caso  della  trasformazione  ^  cioè  considerando  z 
come  funzione  di  a;  ^  ed  a?  ,c0m6  funzione  di  t ,  si  ha 

stesso  caso  (£)  =  (5)  '  ($)  =^i  danqne 
(g)^.(^{(|HS)>),, e  quindi 
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ed  6segaendo  la  difF^renziazibac ,  s'avrà 

{0)  =  {(g):(fì-(f.)($)^(|r>-(S).»vvero. 

Sostituenda  allora,  nella  proposta  pef  (  g  )  e  per  (  £?  >  le 
ritrovate  espressioni  »  essa  ctonterrà  «)J'»(£)»(^)>-(^)>(^}» 

e  per  eia  ponendovi  ia  seguito  per  Xyyr{~}  ec,  £  valori  dati 
àai  x=^<{y{Urt)r  y  =  *(a,f)  %  e  dai  differenziali  di  queste, 
s'avrà  un*^ eq^aazione  trasfòrmatai in  a ,  f ,  (^)  ,  (  ^)  »  che  terra 

il  Ittoga  della  proposta  ^ 

i)ia  r  eq^oazione  da  trasformarsi  del  terza  ordine»  contenga 

cioè  ancora  (0):  fecciamo.  (g>  =  Zy  e  sarà  (jg)  =  (g)i 
^  (£)  =  CS):CS)i  dunaue/(0)  =  (g):(f  )..Orainque. 
Sta  caso  sì  ha. 


"{(?.)••(§)}■•(§> 


^)--(g 


ove  non  altro  si  deve  fare  che  eseguire  le  differenziazioni  per 

f  esoresso  m  i  -ht  f  «.  i 


avere  (g>  espresso  in  (g),.(0)  >(Sr-)  ec^  e  s'avrà 
r^'>\         /"'"'^/"''>^      «r*'\f^ì'       r^ìC^) 

Lo  stesso  metodo  ci  insegna  come .  trasformare  T  equazioni 
degli  ordini  superiori. 
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§.  7».  Risulta  dunque  da  ciò  che  si  è  detto  al  §,  antece- 
dente che  considerando  in  una  equazione  a  ed  ^ ,  funzioni  di 
un'  altra  variabile  t ,  dovremo  in  essa  fare  le  seguenti  sostitu- 
zioni 

ec  ec. 

Se  ora  un*  ecfuazione  differenziale  nella  quale  è  considera- 
to y  funzione  di  a? ,  si  vorrà  trasformarla  in  un*  altra ,  nella  qua- 
le sia  viceversa  »  funzione  di  y^  allora  supponendo  che  f ,  rap- 
porto a  cui  si  hanno  i  differenziali  nelle  formule  superiori  >  di- 
venga la  stessa  y  >  sostituendo  y  per  t  in  quelle  formule  >  ed 

osservando  di  piii  che  la  differenziale  (^)  ^  ii^  questo  caso  Tur 
nità ,  avremo  da  sostituire 

•:(^')per{£).«-(^):(i^)'.per(0),  e   così  di  »- 
guito . 

Così  neir equazione  P'^-Q(~)==o,j^  è  considerato  co- 

me  funzione  di  or  ^  e  le  differenziali  sono  fatte  rapporto  ad  co  : 

vi  si  ponga  i  -C^)  invece  di  (^)>e  s'avrà  P(j)H-Q  ==Oy 

.  equazione  trasformata  che  ticue  il  luogo  della  proposta ,  e  vi  è 
considerato  a?,  come  funzione  di  ^,  o  la  differenziazione  vi  è 
fatta  rapporto  alla  variabile  y . 

U  equazione  del  secondo  ordine 
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nella  quale  y  è  considerato  come  funzione  di  x ,  si   trasforma 
•     (  ponende  .  :  (g)  per  (g),  e  -  (^.)  :  {p  per  (^))  ia 

iove  i  differenziali  sono  presi  rapporto  a^^>  ovvero  jp  è  confii^ 
iterato  come  fnnzione  dì  y  s 
Facciamo  qualdbie  esempio. 

Abbiasi  V  agnazione  ^  ^  ^  )  *f-  «?  (0  )  ^=  xy 

^  sì  voglia  trasformare  in  hq'  altra  nella  qaale  i  tdifferfiozìali  sui^ 
no  ^Tfìsi  rapporto  ad  j^ . 

Fatte  le  opportune  sostituzioni  >  la  nostra  equazione  div^inf 

«ove  è  considerato  x  funzione  dell' j/. 

La  stessa  equazione  y (^^)  ^  x {~^)  =^  acy  roglìasì  trasfor- 

mare  in  un' altra  tra  le  variabili  «,*>  e  (^),(  ti)  «sbendo  j=a 
ii^t^  x=iut .  S^  avrà  primieramente 

^  ^  ^  )  "**  '  (  ^5  )  *  dunque  sostituendo ,  avremo 


(-1*)  f       (t»\ 


-'(?,)      i(-^(S)r 


To7;r.  //.  2 
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ovvero,  ridocenda 

equazione,  del:  secondo  ordine,  fra  le  due:  nuove;  variabili,  u  ^  tp, 
ed.  i  loro;  differenziali.  • 

§•  73;  Riguardando  y^  come:  funzfone  di  x  j.  se  ó^  aumenta 
di  una.  quantità,  indeterminata,  w  ^  iwsi  equazione  ^(ac  >j)  =  o 
tra.  a?/^ed  jf  >  ci  dà.  T  equazione.  difFerenzialei  del  primo#  ordine: 

Ph*Q(— )  =  0i,  e  «e  «  è-  la.  variabile; che  noi. riguardiamo, co- 

me  funzione  di  j/  ^  ovvero-  y  è  la  variabile-  che-  aumenta^  della 
quantità  (0. per  darci  l'equazione  differenziale ,  allora. dall! equa- 
zione ^  (  jc  ,  j^  )=  o  otteniamcu 

P(^)  •+.  Q  ==  o.  Ma  se  neir equazione  ^=  o.  noa  è  già:  la  x: 

o  la  y  che  aumenti:  di  w,  ma  è- una.  data  funzione-  F'(Xyyy 
delle-  variabili  Xjy  la  quale  aumenta,  di  w  ,  qualei  sarà,  allora, 
r  equa/fone  differenziale  ? 

Fkcciama  F(x  ,  jf)=r  f  ^^ed:  eliminando^  a?  ovvero-  y  ,  per 
mezzoi  delle  due-  equazioni.  ^  ==  o  ^  F'=  o  v  s'  avrà  un*  equazio- 
ne fra  y  e  t  j  ovvero,  fra.  x.  e  tr  della:  quale  sarà-  fàcile,  pren- 
dere la  diiferenziale  rapporto*  a:  t .  Data.  pero.  Y  eijuazione  diffe- 

9 

renziale^  Ph*Q(^)==o,,  come-  potrà,  trasformarsi  in  un*  altra; 

che  abbia  i  differenziali  rapporto*  a  f  ? 

Essendo^  t  nn*  funzione  di  x  e  di  yy  ed  y  una'  funzione 
di  X  y  saranno  ia  conseguenza.  le:  variabili  x  ed  jy- funzioni  di  ti 

.dxiaqne  V  equazione  Ph-  Q{j^)='  o>  si  trasformerà.  (  §1  71  )  in. 

Ora  eliminando  da  questa^  equazione  x  e-  (^-^y  per  mezzo» 
di  F(a7,^)  =  f,  e  della  di  lei  difFèrenziale- 

(2) . . . .  (£)  (^)  H-  (^)  (g)  =  0,.  avremo,  un'  ec^uazione  di; 
questa  forma 
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TElH-S(^)  =  o;'e  ijnesta  sarà  la  ricercata  «quaziono  dil^ 
ferenziale .  .I^oi  avremmo  potuto  egualmente  .ti»vare  mtf  equazione 

tn  xttye  (g)  eliminando  y  «  (g)  • 

Nella  stessa  -maniera  se  fosse  .data  :nn'  equazione  «iiffbrenzia^ 
le  di  qualunque  ordine  in  a? ,7,  t^)»  (^)  ec. ,  «  si  Tolesse 

trasformare  in  nn*  altra  nella*  quale  i  differenziali  fossero  presi 
rapporto  a  .*,  essendo  .f  =  F(«>J')  >  si  cominoierebbe  >dai  ri- 

♦durre  T  equazione  proposta  a  contenere  soltanto  a? ., ^ ,  (^),(^), 

^4!£  )  ec,  e  quindi  s'eliminerebbe  3P>(^)r>(^)cc.,  per  mezzo 
.dell* .equazione  /  =  F(a7,_y),  e  delle  sue  differenziali  Tapporto 
,a  t-i  -ed  in  questa  guisa  s'otterrebbe . una  :trasformata  in^ ,  (^)» 

*Se   poi   invece  .di  essere  data  fra.a?,j^,  e  t  T  equazione 
^(0:,^)=/,  fosse  .data  .un*  equazione  ^differenziale  del  primo • 
ordine 

questa  terrebbe  luogo  .dell* equazione  (a).  Si  potrebbe  per  mez- 
zo  di  essa  eliminare  dair  equazione  tO  ^*  differenziale  (^).>  ' 
ma  resterebbero  sempre  le  .due  .variabili  x  ed  y ,  e  1*  equazio- 
ne»  cui  ^condurrebbe  guestVeliminazione,  P'h-Q'(  j^)  =  o  ;Con- 
:terrebbe  a?,  v >  e  {%^%  essendo  le  variabili  a?  ed  y  considerate 


^ome  ftinzioni  di  t .  Per  eliminare  anche  x  ^  converrebbe  avere 
T  equazione  9  ^allà  quale  dipende  k  data  y  =  i . 

Se  V. equazione  da  trasformarsi  fosse  di  un  ordine  più  ele- 
vato del  primo  >  alloi^a  prendendo  le  .differenziali  deir  equazio- 
ne Y  =:  1  ^  s'  avrebbero  lo  equazioni  necessarie  x«r  eliminarle 
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r^^,  (^)  ec.  i  e  si  troverebbe  «ina  trasformata  ia  jc>jr^(^)^ 

www  wt^  "»W 

(i^)  ce. 

§»  74.  Rendiamo  più  chiara  questa  Teoria  per  mezzo  d*  sJv 
cuQx  esemp; . 

Sia  l'equazione  a^-^Jl^(^).=  o ,   e  proponiamoci  di  tra»- 

farmarla  ia  un'  altra  che  abbia  i  differenziali  rapporto  a  if  1,  es^ 
sendo  oTy  =  f  . 

S'  avrà  primieramente  C  §  7^  ) 

x(^)-i-y{-^)=iQ:  ora  diiFèrenziirado  iey  =  f,  sarà 
dsr^.)^jf(ff!)=  i;  dunque  sostituendo  a?  =;=— j 
(  g)  •=  {i  —  ^(g)}  •r»  avremo- 

JL-j^(jf  — !l)(*f)  =  0,  la  quale  sarà  la  trasformata'  che  a 

« 

voleva . 

Data  la  stessa  equazione  x  H-  J'  (  £  )  =  o'  »  si  vogTia  trafor- 
mare  in  un'  altra  con  i  differenziali  raj^orto  a  t ,  essendo  data 
fra  X  ,y  e  t  quest"  equazione  y(~^=z  r  . 

Essendo  x,y  funzione  di  t,  avremo  primieramente 
x{^)'hy(^)  =  Or  nella  quale  facendo  {^)z=±y  si  troverà 
la  trasformata  richiesta  j^h-J'(^)  ==  o .  Per  eliminare  x  con- 
verrebbe avere  1'  equazione  ,  dalla  quale  ,  per  mezzo  della  dif- 


d*,„  j_ 


ferenziazione  dipende  y  {■£)  — 

Sia  ora  V  equazione  jc 4.  (  j^ )'  h- ^  ( 0)  =  o ,  e  fra  x,yrt 
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dx\%     ,    /  ^\* 


si  abbia  r£T  H-  (g)  ==  I  :  avremo 

,-HÌ^ -*->  ^ -^  ^^^^^^=o. 

e  quindi  ponendovi  per  (£),  i^(i  — (|)'),  e  per  (0) 
C?J(S)^v'(i-(^r)»siavrà 


7(S)'('^)^V(i-(g)-)  =  o. 

k  quale  equa/ione  comiene  i  diflferenziali  rapporto  a  f . 

§    75-   Le   formule  differenziali  le  quali  contengono  (— )> 

mix 

(  j^»)  6^  >  si  possono  egualmente  che  requazìoni,  trasformare  in 

altre  ove  si  trovino  i  differenziali  di  a?  e  d'j/  rapporto  ad  u- 
na  nuova   variabile  f  ;  per  questo  basterà   sostituire  in  esso  le 

espressioai  di  (  ^) ,  (^Ij)  ec,  trovate  per  tale  oggetto  al  §  71. 

Ridotta  così  una  formula  a  contenere  le  differenziali  (~  )  r 

(^)  ec,  (£) ,  (^^)  ec.  >  potranno  da  essa  eliminarsi  i  differen- 
ziali rapporto  ad  una  variabile  x ,  ovvero  y ,  per  mezzo  deir  e- 
quazione  che  stabilisce  la  relazione  tra  X'^y  e  la  nuova  varia- 
bile ,  e  delle  di  lei  equazioni  differenziali . 

Quando  per  stabilire  la  suddetta  relazione  è  data  un'equa^ 
iione  differenziale  (  §  antecedente  ) . 

Y(a;,jf,(^) ,  (^))  =  t,  ovvero  Y=  r,  allora  essendo (^)  = 

o>(~)  =  o  ec,  soole  anbhe  dirsi  che  la  trasformazione  è  fat- 
ta o  deve  farsi  nella  supposizione  che  Y(a;,jr,(^),(^))  sia 
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una  .4![tiantità  costante  ,.o  ch^  abbia  i  Riverenziali  nulli-;  co^ 
.,j}eH\ultimo  caso  del  §' '  .abtecedenté  V  la  trasforniazioie  di  x 


^"      (  -  )*'+*7  ^  si»  )  ^^  °  f  e^uas^óne  io  ijui  dx  h  supposto  costante  J 
.•^'  si  dice  che  deve  .farsi  nella  supposizione  «che  .sia  costante  (^)* 

Egualmente  se  un'equazione  tid}»  ^imle  le  differenziali  so- 
no prese  relativamente  ad  x  ^  vuole  trasformarsi  in  un'altra  nel- 
la quale  Je  differenziali  siano  relative  ad  ^  9  suole  dirsi  9»  cbe 
„  queir  ^equazione  biella  quale  è  costante  dx  >  .deve  jtrasformarsii 
„  in  xin' altra  nella  quale  è  x^òstante  dy  ,, . 

r 

Infatti  trasformata  .€[aeir equazione  in  (l?),(*!),(^)ec., 

vi  faremo  ^  =/>  ed  in  conseguenza  (.^)  =  j  ,  (^)  =  .o  ce. , 

per  il  :cbe  la  trasformata  pon  conterrà  che  (  ^  ) ,  (  ^  )  ec. 

Proponiamo  per  «sempio  di  trasformare  ]a  formula 
^^):-v/(i.-4-(^)*)  in  un* altra  pella  ^uale  i  .differenziali  sia- 
no presi  rapporto  a  /,  jessendo  y((^)*-<-l[^)*)=:i  .Ponen- 


do in  questa  formula* (g  )  :  (  ^;  )  per  (g  ) ,  avremo  (|)  :  v^  (  {%  T  -^ 
{^)')i  espressione  che  si  riduce  a  (^)  per  essere  y^Hj)*  -iH 


y  fiy 


TIoì  non  ci  estendiamo  «di  pia  «opra  -queste  trasformazioni^ 
poiché  <quginto  abbiamo  detto  jae  contiene  T  intiera  Teorìa ,  e  ci 
riserbiamo  a  <3arne  ulteriore  ;Spiegazione  1  allorché  ci  verrà  il  ìAr 
so%xìo  jdi  farne  ubo  . 


/^ 


/ 


1^3^ 


»•         r     • 
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^rim&  Applicazioni  del  Calcolo^  Differenziale- 
alla:  Geometria:  ed  alla:  Meccanica . 


Qt  ajrevamo'  determinato^  di  dar  con^  tutta  la 
possilj|ìIìp  estensione'  le-  applicazioni!  alla  Geo- 
metria: ed  alla:  Meccaaica  nel  fine  del  Calcolo  Integrale  ;  ma 
siccome,  seguendo  un  fai  metodo  9.  non:  avremmo  potuto  tramez- 
zare le  stenlr  Teorie*  dell*  integrazioni  y  cow  Problemi  interes- 
santi e  celebri  per  ayere  esercitati  i  primi  inventori  dei  Cal- 
coli DifFerenziale  ed  Integrale  i  cod  abbiam  cangiato'  consiglio  1 
e-  destinato''  abbiamo^  xjuestO'  C^itolo-^  ad  alcune  di  siffatte  appli- 
cazioni i  le  chiamiamo  prime  per  distinguerle  da  quelle  piìì  su- 
blimi interessanti  rieerche  Geometricfae  e  Meccapiclie  1  delle  qua- 
li parleremo^  nel  seguente:  Volume .. 

Prime'  Applicazioni  alla  Geometria  . 

(  Fig.  I  )  Si  abbiano  due  curve  qualunque*  EF ,  ET'  riferi- 
te a  due  assi  ortogonali  AB  ,  AG .  Siano  le  coordinate  della  pri- 
ma^  cmva  AP'=  w^  PM^=  t  y  fra  le  quali  si  abbia*  T  equazio- 
ne Tz=zf{jòy  indicando^  per  jfw  una  qualunque  funzione  di  w; 
le  cooi  dinate-  della  seconda  curva  siano^  AF  =rp  ,  PMf=  5  , 
fì-a  le  quali  abbiasi  la  relazione  g  =  Fp ,  essendo  Fp  una  fun- 
zione di  p .  L!  equazione  adtinque  t=./w  rappresenta  la  cur- 
va EF  ,  e  l'equazione  q=¥p  la  curva  ET'. 

Affinchè  le  due  curve  abbiano  un.  punto  comune,  è  neces- 
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p.  sario  che  ad  una  certa  ascissa  comune  corrisponda  nelle  due  cnr-^ 
5*  ^'  ve  una  sressa  ordinata  .  Sia  AN  =  x  quest'  ascissa  comune,  e  sia 
NH  =j  r  ordinata  che  vj  .corrisponde:  converrà  per  resisten- 
za del  punto  -comune  alle  due  curve,  che  mentre  <o  ascissa  della 
prima  curva ,  diviene  x ,  Y  ordi^iata  t  divenga  y  ;  e  quando  p 
ascissa  della  seconda  curva,  divietie  x  j  l'ordinata  q  divenga  pa- 
rimente y  ;  ovvero  che  si  abbia  y  =fx  ,  y  =  Fa: ,  d*onde  fx  = 
Fa; .  Quest'  ultima  equazione  in  a? ,  ci  darà  il  valore  dell'  ascis^ 
sa  X  che  corrisponde  al  punto  comune  N .  Se  la  risoluzione  di 
quest'  ultima  equazione  ci  dà  per  x  un  valore  immaginario ,  le 
due  curve  non  possono  allora  segarsi .  .  • 

Abbiano  le  due  curve  un  punto  H  comune,  sia  cioè /a;  = 
Fa: ,  ed  esaminiamo  il  corso  di  queste  curve  al  di  là  di  quel 
punto . 

Facciamo  nelle  due  equazioni  ^  =^w ,  g  ==  Fp ,  co  =  a:  -+• 
^,  p  =  a:H-fi>  ,ed  avremo  t  =  jr(a:H-0»  q  =  F(a:H-fl).  Sa- 
rà dunque  OQ=/(a?H-0  l'ordinata  della  prima  curva  EF^ 
e  OR  =  F(a:H-0  1*  ordinata  della  seconda  E'F' ,  corrispon- 
denti ambedue  alla  stessa  ascissa  AO==a:H-fl.  Queste  due  or- 
dinate ,  le  quali  cadono  evidentemente  una  sopra  V  altra ,  sono 
distanti  dall'  ordinata  NH  ==j/  della  quantità  NO  =  J . 

La  differenza  RQ  =r  F  (  a:  h-  0  '^fi  ^  -+  fl  )  di  queste  dtic 
ordinate ,  sarà  la  distanza  dei  due  punti  R  >  Q  delle  curve ,  cor- 
rispondenti air  ascissa  AO ,  misurata  questa  distanza  sopra  la  di- 
rezione deir  ordinata , 

Sviluppando  in  serie  le  due  funzioni  F(a:H^6),y(a7H- 
6  )  per  mezzo  del  Teorema  di  Tajlor ,  avremo  (  rammentiamo 
che  Fx  =/a: ,  e  quindi  Fa:  — fx  =  o  )     . 

RQ ={(£)-  (g)}  «  H-  {(0)  -  (.%)yi  ^  {(0)  -. 


'} 


ec. 


Si  vede  primieramente  che  questa  distanza  RQ  sarà  tanto  mi- 
nore, e  per  conseguenza  le  curve  tanto  più  si  avvicineranno , 
quanto  maggiore  sarà  il  numero  dei  termini  che  svaniranno  al 
principio  di  questa  serie;  ee  dunque  oltre  essere  Fa:=ya:,  fos- 

se  ancora  (^)^=(^)»la  differenza  RQ  sarebbe  minore,  e  lo 
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^ae  curve  «'avvicinerebbero  di  più,  che  se  (pesta  condizione 
non  -avesse  luogo;  se  fosse  anche  (^^)  =  (^)) l'avvicinamen- 
to crescerebbe  di  piiì ,  e  così  di  seguitò . 

•  Ma  per  vedere  più  chiaramente  in  che  consistono  questi 
differenti  gradi  di  ravvicinamento,  noi  considereremo  una  terza  p. 
curva  E'T'  riferita  ai  medesimi   assi.  Siano  r  ed  5  le  coordì-     ^^*  ^' 
nate  dì  questa  curva ^  la  quale  sia  espressa  -dall' equazione  s  =s 
f>r .   Supponiamo  che  anche   essa  passi, per  H;  quando  dunque 
r  =  a: ,  sarà  5  ==  J',  e  perciò'  ^o;  =foc  =  Fa?* 
Sia  ora  RQ  ==  D,  RR''=  A  >  ed  avremo 

«empre  clie  D  sarà  minore  di  A  >  la  terza  curva  non  passeià 
fra  le  due  prime  ;  e  se  per  qualunque  valore  di  • ,  comunque 
si  voglia  piccolo  o  grande^  sarà  sempre  D  <  A  ^  la  terza  cur-     * 
va  E"F"  per  tutto  il  suo  corso  al  di  là  del  punto  N^  non  potrà 
mai  passare  tra  le  due  prime  curve  EF ,  E'F'. 

Acciocché  la  terza  curva  potesse,  dopo  il  punto  comune ^ 
continuare  il  suo  corso,  almeno  per  un  certo  tratto,  tra  Je  altre 
tino  curve ,  bisognerebbe  che  per  il  valore  di  B  corrispondente 
a  quel  tratto ,  non  uvesse  luogo  la  condizione  suddetta  ;  non  fos- 
se cioè  D  <  A  •  Finché  però  le  funzioni  sono  tali  che  sussiste 
questa  condizione,  la  terza  curva  non  passerà  fra  di  esse. 

Sviluppiamo   le  funzioni  /(  a?  H-  fl  )  »  F  (  a:  H-  fl  )  >  <P  {  ^"  H-  9  ) . 
in  serie  per  mezzo  delte  formule  del  (  §.  36.  ) ,  prendendo  i  due 
soli  primi  termini  dello  sviluppo  non  trascurando  però  il  resto  > 
ed  avremo 


«ssendo  j  una  quantità  maggiore  di"  zero  «  minore  di  9  ;  ijne- 
sta  quantità  J  potrà  essere  diversa  nei  tre  «viluppi ,  ma  dovrà 
essere  sempre  contenuta  tra  gli  stessi  limiti.  Sarà  dunque 
Tom,  Il  A  a  ' 
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I>  ^  Tx  ^fco  H-  a  {(£)  ~  (1^)  >  H-  ^  {F'(*s.y) 

/'(*-^y)} 


Ma  avendo  le  tre  curve  tra  ip^VLio  comune  coriispondent» 
air  ascissa  a;  >  è  Fi»  =jfìc  =  9^  ;  dunque 

»  =  '{(S)-(s)>-*-t{^"(*-^ì)-/"(*-*-»> 

Supponiamo  frattanto  clie  nelle  due  pnnre   curve  sì    abbia 
(^)  =  (^),  ed  allora  s'avrà  per  D  quest'espressione 

Ora  finché  neir  espressione  di  A  sussfsterà  il  termine  hioT- 
tiplicato  da  tf ,  potremo  dare  a  ft  xxn  così  pìccolo  valore  »  che  la 
quantità  A  divenga  maggiore  della  D>   astrazione   fatta  dai  se- 


K. P  <  9  {(g)  -  (£}}  H<  ^Q^  ovvero  quando 


^(P~Q)<fl{(£)-(g)},  ovvero  quando 

Ìl(P  —  Q)  <  (^)  —  (^)  ;  ora  il  primo  termine  dì  quest'  ulti- 

mo  rapporto  diminuendo  contìnnamente  col  diminuire,  di  fl ,  ne 
segue  che  porrà^ prendersi  9  cosi  piccola,  che  non  solo  il  primo 
termine  di  quest*  ultimo  rapporto  eguagli  il  secondo ,  ma  ancora 
che  sia  minore  di  Ini^  per  il  che  ancora  D  sarà  minore  di  A> 
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e  tutti  i  valori  di  6  minori  di  questo,  goderanno  a  più  fòrte  ra- 
gione della  stessa  proprietà  (  a  )  . 

Dunque  per  questo  valore  di  fl  e  dei  suoi  minori ,  non  po- 
trà mai  essere  Ja  differenza  A  minore  della  D,  cioè  non  potrà 
mai  il  punto  R"  cadere  fra  i  punti  R  >  Q  ;  non  potrà  perciò  la 
terza  curva  continuare  il  suo  tratto  fra  le  due  prime  curve  al 
di  là  del  punto  comnne ,  o  passare  per  mezzo  ad  esse ,  se  la 

* 

quantità  (— )  —  (^)  non  si  annulla,  ovvero  se  non  è  (^)  =? 
t^)',  e  se  quest'  ultima  equazione  è  vera ,  allora  non  ha  luogo 

€LX 

la  €onclnsione  precedente . 

.  §•  77   Supponiamo  che  il  ravvicinamento  delle  dae  prime 
curve  sìa  tale  clip  si  abbia  nel  punto  comune  alle  due  curve  noa 

solo  Vx  => .  (  j^  )  =  i%) .  ma  ancora  (  j^)  =  (0) . 

Sviluppiamo  in  serie  le  ordinate  corrispondenti  air  ascissa 
^  H-  d  )  e  fermiamoci  al  terzo  termine  tenendo  conto  del  resto  i 
avremo 

F(x-*.«)  =  F«.H.J(S)H-|(0)-+f,F"(»H-/) 
/(«  H-  J  )=/«-*•  «  (^t)  H- 1"  ig.)  -i-  i^/"(«  -ì-j) 

ora  r»  =/*  =  P»,  (£)  =  (£).  (0)  =  (^ò  i  donque 


(a)  Faccio  osservare  la  differenza  cbe  passa  tra  T aumento  9  indeter- 
minato t  ed  il  dx  infinitesimo  •  Qaesta  debbe  esser  minore  di  ogni  quanti- 
tà  assegnabile  »  di  modo  che  non  puossi  concepire  una  grandezza  più  pic- 
cola di  lai  9  e   quello ,   cioè    il    6-  »    lo   considero   diminuire    finché   renda 

'rC^""Q)  =  (  — )-  T— )*  e  P^sso  immaginare  allora  una  infinità  di  al- 

tri  valori  di  la  più  piccoli  di  quello  ,  per  i  quali  ,  il  primo  membro  dive* 
Bendo  minore  del  secondo,  nascerebbe  l'assurdo. 
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■ 

RQ=D={r'(«-»:y)_/"(«M.»}  JL 
ER-'= A=.  {(2)  -  (£)}  H-«4  {CD  -  (0)} 


« 

3 


ra{F'"(«H.i)~<^"'(«H.^*)}^ 


Con  un  ragioaamcnta  simile  a  quello  fatto  al  §j  anteceden» 
tC)  provcretDQ  che  se  i  termini  moltiplicati  per  le  potenze  di  0^. 
A^  neir  espressione  di  A  non  sono  nolii ,.  potrà  prendersi  è  cosi 
piccolo  che  1%  q^uantità  A  superi  D  9.  astraendo  dai  segni . 

Si  rappresenti  infatti  per  P  la  quantità  moltiplicata  per  ~  t, 

che  è  nel  valore  di  D  ;  per  Q  ^  quella  che^oltiplica  i-  ;,  e  per 
R  qaella  che  moltipllca  —  nell'  espressione  di  A  >  ed  avrema 

sarà  dunque.  D  <  A  s& 
ilP<fl-{X?)---(^*)>H--Q~i-—R,,  ovvero  s& 

Jl  (  p  «-  R  )'-.  ±  Q  <  (g)  —  (£)  1  ora  il  primo  termine  di 

questo  rapporto  diminuisce  continuamente  col  dìrarnuìre  di  f;  dun- 
que egli  arriverà  noa  sola-sid  essere  eguale  al  secondo  termine  |, 
ma  ancora  ad  esser  minore ,  nel  qua!  caso  sarà  jQ  <  A  •    • 

Se  ipoi  la  seconda  e  la  terza  curva  fossero  tali  che  (  ^  )  =& 

(j^),  allora  avremo  A=  7-Q-hr^Ri  ia  questa  caso»  ancora 
possiamo  prendere  •  cosi  piccola  da  renderò  D  <  A  *  infatti  sa- 
rà D<  A  quando  il  P  <  i^  Q -h  ii  R  »  ovverà  quando  ^  (  P  — 

R  )  <  Q  ;  ciò  che  potrà  sempre  accadcrey  se  Q  non  è  nullo 
da  se  medesiino  i  poiché'  in  questo  rapporto  il  primo  termine  di* 
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minuisce  coutinaamente  col  dimiauirc  0  ^  ed  il  seconda  resta  co* 
stante . 

Dunque  non  potrà  mai  RR'''  esser  minore  di  RQ ,  ovve- 
XQ  la  terza  curva  noa  potrà  inai  passare  fra  le  due  prime  »  se 

non  e  (_)  =  (_), (_)  =  (^^,). 

Proveremo  nella  stessa  maniera  clie  avendo  le  due  curve 
EP  y  ET'   nel  punto  comune   non    solo  Fa?  =/3c  >  ma  ancora 

cS) = (fD'(S' = (&^)'(Sr) = (0)'  ^  *«'«  «"™  E-F'. 

la  quale   ha  io  smesso  punto  comune  con  loro  9   non  potrà  (  al 
di  là  di  questo  punto  )   passare  tramezzo  ad  esse  f  se  essa  non 

ia  (i»)  =  (?J,(^t)  =  (^!),(^-^:)  =  (i^,):  e  così  di  se- 


guito.  .  ' 

Dunque  se  in  due  curve  die  hanno  un  pnùto  comune  t  le 
diflferenziali  prime  dell'  ordinare  corrispondenti  a  questo  punto  co- 
mune sono  eguali  r  nessuna  altra  cnrva  avente  Io  stesso  punto  co- 
mune con  esse  >  può  passare  fra  di  loro  quando  non  abbia  an- 
\  cor  essa-  la  difFerenziale  prima  della  corrispondente  ordinata  e- 
guale  alle  differenziali  prime  dell* ordinate  dell'altre  curve. 

Se  poi  in  quelle  due  prime  curve  ancora  s'  eguagliassero 
fra  di  loro  le  differenziali  seconde  dell" ordinate  del  punto  comu- 
ne, non  può  allora  alcuna  altra  curva,  dotata  dello  stesso  pun- 
to comune  r  passare  tramezzo  ad  esse  >  se  oltre  la  difFerenziale 
prima ,  anche  la  differenziale  seconda  della  di  lei  ordinata  per 
quel  punto  comune  >  non  eguagli  le  altre  differenziali  prime  e 
seconde ,  e  così  di  seguito . 

Queste  curve  adunque,  parlando^ con  precisione  Geometrica  1 
non  coincidono  che  in  un  sol  punto,  ove  le  ordinate  sono  egua- 
li,  e  r  eguaglianza  delle  differenziali  prime  e  seconde  di  queste 
ordinate,  non  le  rende  più  o  meno  coincidenti  negli  altri  punti; 
ma  essa  le  fa  tanto  avvicinarsi  che  nessuna  altra  curva  per  la 
quale  non  sussiste  quest*  eguaglianza ,.  può  passare  fra  di  esse . 

Questa  Teorìa  dei  Contatti  che  si  deve  all'  immortale  La- 
l»raiTge,  ci  da  la  vera  idea  dei  diversi  gradi  di  ravvicinamento 
drTTe  curve ,  ai  quali  si  dà  il  nume  di  Contatto ,  Osculazio- 
ne €C. 
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§.78.  Ma  limitando  un  poco  la  generalità  di  queste  ricer- 
che ,  applichiamoci  a  qualche  esempio . 
•p-  Sia  al  solito  r  =f^  V  equazione  della  curva  EF ,  e  pro- 

^  poniamoci  di  paragonarla  con  una  linea  retta  qualunque  .  Noi 
abbiamo  rappresentata  per  q  =  Fp  V  equazione  della  curva ,  al- 
la quale  si  voleva  paragonare  la  proposta  :  ora  siccome  Y  equa- 
zione di  una  linea  retta  qualunque  ET'  è  q=^a^bp  j  a  e 
b  essendo  due  costanti  che  determinano  la  posizione  della  retta  > 
avremo  dunque  nel  nostro  caso  Fp  =  a^bp. 

Dovendo  la  linea  retta  ET'  avere  un  punto  comune  H  con 
la  curva  EF  ,  dovrà  essere  fx  =  Fx  =  a  ^  bxi  e  per  mezzo 
di  quest'  equazione  potremo  determinare  una  delle  due  costan-» 
ti  a  9  ò  . 

Supponiamo  in  seguito  (g)  =  (g)  =  lLi^l} ,  ed   avre* 

mo  ( ^ì  =  bi  così  i  valori  di  a  e  di  6,  saranno  6  =  (^),  a  = 
fx — x(^)i  r  equazione  adunque  della  Jinea   retta   ET'>   la 

quale  ha  un  punto  H  di  comune  con  la  curva  EF ,  ed  ha  in 
questo  punto  la  differenziale  prima  della  sua  ordinata ,  eguale  al- 
la differenziale  prima  dell*  ordinata  della  curva ,  è  q  =fx  — 

X  (-^)H-jp  {^)ì  ove  p  e  5  sono  le  due  coordinate,  e  Tascis- 

sa  a;  è  quella  che  conviene  al  punto  H  comune  alla  retta  ed  al- 
la curva ,  ed  è  riguardata  costante  relativamente  a  tutti  gli  altri 
punti  della  retta  medesima  • 

Essendo  nel  punto  comune  H  non  solo  /a?  =  F^ ,  ma  zur 

Cora  (^''^)  =  (^),  nessuna  altra  retta  (  §.  antecedente  )  potrà  a- 

vere  lo  stesso  punto  H  comune ,  e  passare  fra  la  curva  e  la  pri- 
ma linea  retta  ;  infatti  sia  5  =  ^7*  =  ^  H*  ^r  V  equazione  di 
un'  altra  retta  qualunque  ;  affinchè  essa  passi  per  il  medesimo 
punto  cónuipe,  bisognerà  che  sia  <px:=^fxi  ed  affinchè  essa  pos- 
sa passare  tra>44.  curva  HF ,  e  la  retta  *tìF',  bisogna  che  di  più 

sia  (^)  =  (£)  =  (£").  Per  adempire  a  queste  due  condizioni 
si  ha  ^--h  hx  =J}/^  h  =  (^) ,  dalle  quali  si  ricavano  per  g^ 
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c  per  h  gli  sressi    valori    ritrovati  per    a  e  per  b  ;  qucst*  ulti- 
ma retta  caderà  adunque  sopra  la  prima  . 

Dunque  se  noi ,  seguendo  le  idee  degli  antichi  Geometri  > 
chiamiamo  tangente  ad  una  curva  quella  retta ,  la  quale  aven- 
do un  punto  comune  con  la  curva  non  permette  ad  alcuna  al- 
tra retta  che  abbia  lo  stesso  punto  comune,  di  passare  tra  essa 
e  la  curva  *  la  retta  che  noi  abbiamo  determinata  >  e  di  cui  l' e- 

quazione  è  q —fx  —  x  {£)^p  (^)'y  sarà  la  tangente  della 

curva  EF  nel  punto  H. 

Possiamo  ancora  prendere  subito  y  =/a?  per  1*  equazione 
della  curva  i  ed  allora  1*  equazione  della  tangente  ad  essa  nel 
punto  corrispondente   ali*  ascissa  x ,  sarà  j  =  a  h-  ^p  j  essendo 

Neil*  equazione  alla  linea  retta  g  =  a  -4-  ftp  ,  è  facile  ve- 
dere che  b  esprime  la  tangente  dell'  angolo  FE'B ,  che  questa 

retta  fa  con  1*  asse  delle  ascisse  *  e  che  —  4"  ^  ^'  ascissa  AE' 
del  punto ,  ove  la  retta  sega  1*  asse  ;  poiché  in  questo  punto  do- 
vendo essere  5  =  0,  si  bap  =  —  y;  dunque  questa  retta  E'F 
essendo  tangente  nel  punto  H  corrispondente  all'  ascissa  x ,  sarà 
(i^)  la  tangente  dell*  angolo  che  essa  fa  con  1*  asse  »  ed 
A;^i  =  ar^(jr  — «(|)):(jt)=^;(£),  sarà  la  porzione 

NE'  =  NA  —  AE'  dell'  asse ,  alla  quale  si  da  il  nome  di  Siit- 
tangente . 

Conoscendo  la  tangente  (  ^  ) ,  si  ha  il  coseno  dello  stesso 

angolo  = ^ — ,  ed  il  sGno  =  {^y):y/{i  ^if-T)' 
Dì  più ,  se  rappresentiamo  per  5  =  e  -i-  ^'*  1*  eqnazione  di  ^.^ 
un*  altra  retta  OP  che  passi  per  il  medesimo  punto  H  ;  r  ed  s      a'  ^* 
essendo  le  due  coordinate  di  essa ,  s*  avrà  nel  punto  comune  H  « 
r  =  p  =  a?)  s  =  a  =y  ì   dunque  a  ^i'  bx  =  et  '^  fix  i  e  se 
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vogliamo  che  questa  retta  tagli  la  prima  sotto  uà  angolo  E'H'O  « 
la  cai  tangente  sia  m  >  siccome  6  e  j3  sono,  le  tangenti  degli 
angoli  H£B,HOB,  avremo  per  le  conosciate  formale  di  tri- 
gonometria 

tans.  HOB  =  tang.  (  HEB  ^  E'HO  )  =  Jf^^±^^^-,  « 


1  —  tanji.  HE'B  X  >«»;.  E'HO 


i-*.H 


perciò  /3  =  —zt~  =  ~x »  ^^^^  dunque  «  =  a'.-|-(5 — p)a?  = 

a  —  '"^''^**J  a  =  a  —  ~—  x ,  nella  quale  bisognerà  sostitui- 

i—«m  j .  *  ^ 


re  i  ritrovati  valori  per  a  e  per  b . 

Se  questa  seconda  retta  OP  diviene  MHL  perpendicolare 
alla  tangente,  allora  l'angolo  EHM  diviene  retto,  e  la  sua  co- 

tangente  —  =  o  :  abbiamo  allora  P  =  —  y  >  ed 

«  =  a  *-h  *^''?"^--^  =  ^  H*  y  -*-  A^  i  «ostìtuendo  per  a  e  X)er  b 
i   ritrovati  valori,  avremo  B  =  fa/zi?".  HMB  =  —  i:  (él)^ 

a  =  AM  =  J  H*  ^  :  (^)  i  e  V  equazione  di  questa  perpendico- 

lare  sarà  s  =jr  H-a?:(^)  — r:  (£). 

Avremo  poi  —  *  •  (  ^)  P^i'  la  tangente  dell'  angolo  HMB, 
che  LM  perpendicolare  ad  E'F,  fa  con  l'asse;  ed  i:(^)  sa- 

rà  la  tangente  del  supplemento  HMA.  Questa  perpendicolare 
HM- chiamasi  Normale. 

La  porzione  poi  NM  intercetta  fra  1*  ordinata  e  la  norma- 
le ,  e  che  chiamasi  Subnormale  y  sarà  =  AM  —  ANj  ma  AM  = 

dunque 

Trovate  le  formule  della  suttangcnte  ETìT,  e  della  sabnor- 
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male  NM ,  sarà  facile  trovare  quelle  della  tangente  stessa  E'H, 
e  della  normale  MH:  infatti  essendo  HE'==j/((E'Ny  ^-(NHy), 
HM  =  V  (  (  NM  )'  H-  (  HN^*  ) ,  avremo 

H£'-v^(y:(grH.y)=v^{I-^(gr>r:(l) 

HM  =  v/(/-(gr-»-/)=-VvOH-(?J*>. 

facciamo  alenai  esemp) . 

t&a  EHDF  una  mezza  Ellisse ,  riferita  ai  due  assi  EC  =  «. 
a  ,  CD  =  6  ;  si  cercano  la  tangente  i  la  suttangente  ,  la  norma-     *«'  5" 
le  e  la  subnormale  al  punto  H  corrispondente  ad  una  ascissa  a;. 
Se  r  origine  dell'  ascisse  si  sappone  nel  punto  E ,  sarà  EN  = 

Xi  NH  =>>  e  T  equazione  dell'Ellisse  sarà  /  =^(30»  — «'). 
SLe  foriutrle  esprimenti  i  valori  delle  suddette  linee  >  sono 
date  in  x*  y  e  (  —  ) :  abbiamo  il  valore  di  y  dato  in  x  per  mez- 
IO  dell'  equazione  della  curva  ;  cerchiamone  dunque  il  valore  di 
(^)  per  mezzo  della  difFerenziazione  : 

dx 

essendo  j'  =  —  v^  (.aa«  — ,x*  )  *  differenziando  s*  avrà 
(^)=:    t^^~*\.-  avremo  pertanto 


E'N==^zatang.=y:{fJ  =  {^V{2ax--^jx:')):^^;j^^^ 


£:n 


iax  —  x* *(iM  — *) tN.tIF 


Abbiamo  adunque  nell'  Ellisse  NC  ;  NE  :  ;  NF  ;  suttangente. 
La  «ostituzione  di  v  e  di  (^)  nelle  altre  formule  ci  darà  le  cs- 

■^  *  dx  ' 

pressioni  della  tangente ,  nornmle  e  subaonnale .  1  nostri  Let- 
tori s'  eserciteranno  nel  farla  . 

Se  invece  di   prendere  l'ascisse   dal  ptrnto  E,  si  fossero 
prese  dal  centro  C ,  V  equazione    allora   iteli*  Ellisse  sarebbe 

Tom.  IL  Bb 
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Stata.  jj==  —  s/ ( a*  —  a:* ) »,  e.  differenziando^  avremmo 
(p)  =-    ■  ~  *  -TT ,,  dal:  che.  si  ricava. 

smtang.=r —  — __  =. _ =- ___,  ed.  il  se- 

gnO;  negativo'  ci  avverte ,,  che-  essa,,  relativamente-  air'ascissa'.  a; , 
ha  una:  posizione  opposta  a  quella,  che^  aveva,  nel  primo  caso .. 
Se  neir  equazione-  dellf  Ellisse  si.  fa  a  =  è ,.  essa,  diviene 
r  equazione  del:  Circolo  ,  e.  V,  espressione,  della,  suttangente.  rima- 
ne la.  stessas 
jij^^  g.  Per  un  altro)  esempio  si.  cerchi  là^  suttangente^  nella.  Loga- 

ritmica; EHP  V  corrispondente-  al*  punto*  H  .. 

Facendo^  AN,=  a?,.  NH  =  j/ v  1'  equazione  della  Logaritmi- 
ca è  07=  mlyr^  essendo '  77E  ì\  parametro  costante  (  che  in  questa 
curva:  sii  chiama:  Modulo.  \  il.  quale,  fa.  differire,  questa  Logarit- 
mica! da^  un!  altra  .. 

Differenziando*  quelir  equazióne  si  ha:    . 

JS:(!5)=  t,  edJn.conseguenza  sr/£fa;2^.  ===E'N.'==jjf  :  (5^)=^ 

dunque  nella; Logaritmica-  la  suttangente  è  serapre'Costante*=OT,, 
qualunque  d!  altr' onde  sia  il  punto  a:  cui:  corrisponde.. 

§•  79,  Abbiamo  esaminato  il  contatto  che  può  avere  una  li- 
nea* retta:  con  una;  curva,  qualunque  ;.  esaminiamo,  ora.  quello  chej 
puoi  avervi  il  Circolo . 
Fiir   '7.         '  ^^^  EHP"  una  curva  rappresentata^  dà  t = jfco  ,.  essendo* t,  w 
^*  ^\  lèi  sue-  coordinate;  e  sia  il  Circolo- E'HF'  che  abbia*  il  punto  H 
di  comune  con  quella^  curva:.  Siano  p  e-  q  Ic'  coordinate  AG ,. 
GD  del  Circolo  ;  e  il  raggio  ;  a  ,  6  le  coordinate-  AP VPC.  del. 
SUO)  centro.  C  ,^  e:  la  sua:  equazione   sarà  (p. —  ^)*  •+  (?  "—- 
6  )*  =  e*  • 

Da  quest''  equazione:*  si'  ricava: 

rappresentando  (  §;  76*  )  adunque  per  g'=  Fp;  T  equazióne*  del-- 
]a  curva  da.  paragonarsi:  con:  EF  ^  avremo^  neLnostro^  caso^ 

Fp  =  i  H-V{c*  —  (  jp  —  a  y J  V  e  quindii 
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Se  ora  capponiamo  <che  nel  punto  «comnne  ^H  >  debba  esse* 

Te  Tx  ^fx'=:y ,  C^)  =  (^)  =  (^)»  -l^isogoerà  determinare 

.-a  e  b  in  maniera  che  siano  sodisfatte  «queste  ^condizioni . 
La  seconda  di  quell'equazioni  ci  dà 

V(c* — .(*— a)*)= — ;(  a?  —  <*)  •  C^)  »  '*^11*  <l^ale  «i  ricava 
a?  —  a  =  e  (  T^  )  :  V  (  I  -I-  (  ^  )*  )  •  Dalla  prima  :poi  abbiamo 

jr-6==V(c'~(«-ay)==--(ar--a):(&)  =  -«;v'(l^ 

(£r);. dunque 

.a  =  a?~c(g):v/(iH.(fp-),i=J'-J-c.V(i^(gn. 

Se  dunque  Tignardiamo  il  raggio  e  come  una  ^nantità  de- 
terminata ^  non  rimangono  piiì  arbitrarie  nell' equazione,  e  con- 
fclnderemo  che  il  circolo  ET',  il  cui  centro  G  è  determinato 
dalle  coordinate  AP  =  a,  PC  =  6,  ha  non  solo  un  punto  H 
comune  con  'la  curva  EP,  ma  di  più  in  questo  punto  Ja  diffe- 
renziale prima 'deir  ordinata  del  circolo,  eguaglia  la  differenzia^ 
le  prima  dell' ordinata  (della  curva  . 

Quest*  ultima  ^circostanza  fa  sì  che  nessuti  altro  circolo  del- 
lo stesso  raggio  può  avere  quel  pùnto  H  comune,  e  nello  stesso 
tempo  passare  fra  il  ^primo  .circolo  e  la  -curva;  infatti  supponen- 
;do  ciò  possibile ,  sia 

s  =  ^r=  ( Ah- l/( e*  —  (  r  —  gY)  T  equazione  del  secondo 

circolo,  il  cui  centro  è  determinato  dalle  coordinate  h  e  g". 
Dovendo  per  ipotesi  tjuesto  nuovo  circolo  avere  lo  stesso  pun- 
to comune  H ,  e  passare  fra  il  primo  circolo  e  la  curva  >  biso' 
gnerà   (  §.  76  )   che  non   solo  sia  (px^^fx=^^  nla  ancora 

(^)={^)  =  (^):  ^determinando  ora  le  coordinate  h^g  in 

modo  da  soddisfare*  a  queste  condizioni,  ricavando  '^cioè  i. valori 
di  g  e  di  h  da  queste  due  equazioni 
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5*);:.(^).,  avremo  per  g  e  per  h  i  medesimi  valori  ritrovati  per 

a,  e  per  b  ;  il  nuovo  circolo  avendo  adunque  il  medesimo  racr. 
gio^  del  primo  ,  ed  il  centro  nello  stesso  ponto  del  primo,  si  con- 
fonderà o  coinciderà  con  esso. 

Dunque  chiamando  Tangente  in  un.  punto  H  di  una  cur- 
va ,..  quel  circolo  ,  il  quale  avendo  un  determinato  raggio  e , 
non-  permette  che*  mi  altro  dello  stesso  raggio  abbia  Io-stesso  punr 
to  comune  e  passi  tra  esso  e  la  curva ,  il  circolo ,  le  coordina- 

te  del'  cui'  centro  sono  a  =^  x  —  e  ('^):\/(i  -hi^Y),  ò= 

y^C'.\/{^\  -I-  ('§^0') ,  sarà  il' circolo  7a«^emfe  della  curva  EP 

nel  punto  H. 

Questa  conclusione  ha  luogo  qualunque  sia  il  valore  del  rag- 
giò e:  dunque^  possiamo- riguardare  e  come  indeterminato  nell'est 
.pressioni  di  a  e  di  6  ,  e  per  ciascun  valore  che  daremo  al  rag- 
gio e,  avremo  diversi  valóri  per  d  e  per  &,  i  quali  determi- 
neranno inconseguenza  diversi  punti,  o  i  diversi  centri  G%C"ec. , 
dei.  circoli  tangenziali  K'HP''',  E'-'HF'^  ec 

Queste  ordinate  a  ,  6-  apparterranno  allora  ad  una  linea  ret- 
tA,r  equazione  della  quale  risulterà  dall' eliminazione  di  e.  Ese- 
guita  questa  eliminazione   per  mezzo  dèlF  equazioni  a.=  a?  — 

c(-^-?):v/(rH-(^y),  S  — y-lrCf-V'(iH^"(^)*)V  avrenlore- 


quaaione  6-=rj^ -+ (,»' — g)-C^)  per  rappresentare  questa  ret^ 

ta  HGC  ce.  In  quest^  equazione  x  è  rigu«irdafa  come  costante^ 
a ,  h  sono  le'  coordinate  dei  divèrài  punti  C  ,  C  ,  C  co. 

Qnesta  linea  HCC  ec. ,  essendo  iMuogo-Geometrico  di  tatr 
ti  i  centri  dei  circoH  taogemi  della*  curva»  nel  punto  H  r  sarà 
normale- alla  curva;  ed  infatti  la  di  lei  equazione  è  la  stessa* che 
r  equazione  delia  norrfiale  trovata  di  saprà*  (»  §.78'),  avvertendo 
,qhe  ivi  abbiamo  indicato  per  r ,  s  quelle  coordinate  che  qui  so- 
no rappresentate  da  a,S. 

Frattanto  tra  tutti  i  diversi  circoli  che  soddisfanno  alle  con- 
dizioni Fa?  =/«  =  j^,  {^)  =  (M)  =  (^) ,  se  ne  può  trovare 
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uno»  i^  qnale  soddisfaccia  anche  alla  condizione  (^)  =  (£^)r=: 

(j^i)*»^  determinando  opportunamente  il  raggio  e. 
Per  questo ,  avendo  ritrovato  superiormente 

(Jg)  =  --<^— >!-,  sarà  (^)  =  - —^-r 

(«*— (*— <i.)*r 

e  quindi '- j  =  (g);  or». 

^(c*~(*-ar)  =  -C*-«)-(g)  = ^j-~-i  dunque: 

(  ^  )  = ^^ ,  ed  m  conseguenza? 

c=  (^i  H-  (?)*)*  ••  (^);  e  questo  sarà  il"  valore  del  raggio  del 

circolo  tangenziale  die  soddisfa  a  quella  terza  condizione .  So- 
Mituendo  questo  valore  di  e  nei  valóri  di  a  e  di  6  ^  s'  avran- 
no ancora  le  coordinate  del  di  lui  centro  r  e  sarà 

,  =  «_(£)  (,H-(g)'):(0> 

Le  tre  costami  a ,  5 ,  e  cBe  entratìo  nel?  equazione  gene- 
rarla del  circolo 9  essendo  in  questa  guisa  determinate)  possiamo 
concludere  che  nessun  altro  circolo  potrà  passare  tra  la  curva 
proposta  9  e  quello  che  è  determinato  dai  valori  delle  a  r  5  9  e  ; 
infatti  acciò  un'  altra  curva  qualunque  riferita  alle  coordinate  r 
ed  5 ,  e  rappresentata  dall'  equazione  s  =  ^r,  possa  passare  tra 
la  curva  ed  il  cii'colo  , 'di  cui  si  tratta,  bisogna  che  si  abbia 

Ora  se  questa  curva  è  nn  circolo  >  indicando  per  gihyk 
fe  «jQaaatità  omologhe  alle  a  >  6  >  e  del  primo  circolo  >  avremo 

per  <f>Xy  (g)r(0)  delle  «spressioni  in  gyhtk  simili  a  quel- 
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le  in\a,v6  ,*?  ottenute  per  F*,  (^) ,  (0);  danriue  le  tre  eqna- 

zioni  che  avremo  per  la  determinazione  di  g^h  ^h  saranno  ne- 
cessariamente le  stesse  che  quelle  trovate  per.  a  jb  j  e:  dunque 
avremo  per  g  yh  ^k  *^]i  stessi  iralori  che  per  a  y  b  y  e  ^  e  per 
conseguenza  il  nuovo  circolo  sarà  il  medesimo  .che  il  primo  )  coin- 
cidendo ipèrfettamente  sopra  di  lui . 

Questo  circolo  pertanto  avrà  relativamente ui  circoli,  la  me- 
desima proprietà  che  ha*la  tangente  a  riguardo  alle  linee  ret- 
te .  Fra  la  curva  e  quella  retta  tangente  non  può  passare  nes- 
suna altra  linea  retta  y  ed  egualmente  fra  la  curva  ed  il  circo- 
lo >  da  noi  determinato^  non  può  passare  nessun  altro  circolo. 

A  questo  circolo  danno  i  Geometri  il  nome  di  Circolo  0«- 
cuiatore  o  di  Curvatura  perchè  si  avvicina  alla  curva  più  di 
qualunque  altro  circolo ,  ed  in  conseguenza  ici  dà  la  misura  piiì 
prossima  della  curvatura  .di  una  curva.  Il  raggio  di  esso  si  chia- 
ma Raggio  Osculatore  o  di  Curvatura  y  «d  indicandolo  pCT 
R,è 

§.  80.  Zie  formule  da  noi  date  nei  §§.  antecedenti ,  •sup- 
pongono le  curve  riferite  alle  coordinate  ortogonali  a?  ,j^:  se  pe- 
rò saranno  esse  referite 'a  due  altre  qualunque  ^coordinate  t ,  ti 
delle  <juali  si  conosca  la  relazione  con  :Xyy  y  bisognerà  allora 
in  quelle  formule  cangiare  i  differenziali  che  erano  presi  relati- 
vamente .alla  variabile  x  >  in  altri  presi  xelativamente  alla  varia* 
bile  t . 

Così  supponendo  y  =^^{uyt)y  a?  =  ?> ( a , f  ) ,  dovremo 

(  §.  72  )  invece  di  (^)  -sostituire  (^)  :  (— ),  ovvero 

<(S)-^CS){f:)>:  {(g)-»-(S)-.:(i:)}  ponendo  j«rj-« 
per  X  i  respettivi  valori;  ed  invece  .di  f^) dovremo  sostituire 

■  La  formula  adunque  della  sattangente  trovata  al  §.  78,  cioè 
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y  :(^)  diverrà  ^\.(^)  ;  (^);.  la.  tangente;  dell!  angolo  fatto  dal- 
la, tangente-  alla,  curva,  con  1'  asse  ,  la  quale  era:  espressa  da  (  — ), 
io  sarà  ia-  questo^  caso^  da:  (  ^  )  :  (  ^  )  j  il  coseno  dello  stesso  an- 

gelo  sarà;  (g)  :V((|)*  -^(gr  ),  ed:  il  seno.^  (fX-VCC^P* 
i^Y)  y.  la-  formula.  della>  silbnormale y.  cioè  v  f  ^ )  %  diverrà  v(^): 

^  dt'    /  ^dx  ^  ^  dt' 


dx 


{^)ì  egaalinente-  si  trasformeranno*  le-  formule  della,  tangente  e 

^della  normale  y  come  pnre  quelle  delle:  coordinate  de! centro  del 
circolo,  osculatore . 

{Sl  '■ 
I  ^(f^y\*: 

ij^i)  si  cangierà.  io: 


=  --rr: — j--r — T j»^ — -, — 1  y,  la.  qoale  si; .ridnce  a 


K 


Ih  guest** ultima"  espressióne*  x  ed  y  sono>  considerati  come- 
funzióni  di  ti  poiché  per  quanto  essi  si  suppongano  funzioni  di 
UrC  di^jt.  la  uh  una:  funzione  di  t  datai  dair  equazione  alla 
curva  tra:  uGt. 

§.  8i.  La  formula  ottenuta-  per  il  raggiò ^  di  curvatura  può 
ancora,  trasformarsi  ia^  un'  altra  più  semplice  ,  la-  quale  contenga 
nel'  numeratore  la:  differenziale-  dell-  arco  y  piuttosto  che  quella 
deir  ordinata  ;,  per  questo*  ricerchiamo,  la  differenziale  di:  un  ar- 
00'  data'  per  la  differenziale-  della  sua  ordinata*  medésima^ 

E"  principio  d'Archiinede' adottato  da  tutti  i  Geometri  An- * 
tjchi  e-  Modèrni,,  che  ,v  di'  due-  curve-  o  di  due  linee  composte 
yr  dì  rette  ^  le  quali  hanno*  le  concavità  voltate   da  una*  medesi- 
jj:  ma  parte ,  e  terminano  agli  stessi  punti:  estremi ,  è  più  lunga 
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TV      o    w  quella  che  contiene  entro  di  se  V  altra  y^ . 
^^'  Sia  duiique  la  curva  'ZZ  riferita  all'  asse  AB  ,  sia  AP  = 

^,  VM^y=fix),VQ  =  6,QN=f{x^d)i  si  conduca^ 
no  le  tangenti  alle  estremità  M ,  N  deir  arco  MN  finché  incon- 
trino le  due  ordinate  prolungate  in  T  ed  S  ;  si  conduca  la  MF 
parallela  ad  NS ,  SL  perpendicolare  a  QN ,  e  ripiegando  la  fi- 
gura TSMZPQ  in  Tttz^pQ  ^  sarà  per  il  principio  qm  sopra  ri- 
portato ,  BITto  >  MNot,  ed  MNot  >  MFot  ;  ma  MT;72  =  aMT, 
MNm  —  2MN,  MFm  —  2MP;  dunque  sarà  ancora  MT  >  MN, 
ed  MN  >  MF;  dunque  delle  due  tangenti  MT ,  NS  una  è  mag- 
giore della  curva  ,  l'altra  è  minore,  ed  è  perciò  il  valore  dell* ar- 
co MON  intermeidio  ai  due  valori  di  US  e  di  MT.Ora  essendo 

faw^-.  TMR=:(^),  sarà  TR  =  «(^),  e  perciò 

MT='flv'(i  H-(y^)').  Indicbiamo  per  ^(ac)  questa  quantità, 
ed  avremo 

Se  in  p{cc)  peniamo  a?H*d  invece  dì  a:,  avremo  9ip(«H- 
4)s=:NS  (  poiché  r  angolo  NSL  è  eguale  all'angolo  fatto  dal- 
la taagdote  NS  con  Y  asse ,  ed  NL  =  0  tang.  NSL  >  onde  NS  = 

%/  (  «*  H-  fl*  tang.  NSL  )  =  »  v/  (  i  H-  (  ^^Y  ) ,  indicando  per  / .  il 

valore  della  seconda  ordinata  QN  ) .  Sarà  dunque  Y  arco  MON 
contenuto  fra  i  due  limiti  ip{x)j  JJp(a?H-ft),  comunque  picco- 
lo possa  prendersi  d . 

Dunque  se  Fx  è  la  funzione  di  x  che  esprime  l'arco  del^ 
la  cnrva  ZM ,  dovrà  la  quantità  F  (  «?  h-  •  )  —  F^  =  NOM  es- 
ser sempre  compresa  tra  le  due  quantità  9p{x)j  J^(a?H^fl); 
dunque  la  diflbrejiza  tra  queste  quantità  dovrà  esser  sempi'e  majf- 
giore  (  astraendo  dai  segni  )  ^dòlla  differenza  tra  una  di  essG^  e 
r.arco  NOMi  e  però  6(p{x^i)  —  $p{v)>TSOM'^6p(x), 
ovvero  6jp(.r  h*^  )  —  flp  (oc)  >F(er-hfl)  —  Fa?  —  ùa>(x);  oca 
'Pl,x^^i)  =  f>{x)'^òp{x^j)^  essendo  (p\x^j)  la  <iifle-  • 

renziale  (^)  nella  quale  si  pone  x^j  invece  di  jc,  ed  è  oOjj 

dx 

<  o  {  §.  36  )  ;  «gualmeme  F  {  «  H-  *)  =  ^  (*)  "^  H  £)  **• 
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$1 F'  f  a?  H-J  )  i  sostituendo  dunque  s' avrà  é'p  (  »  h-^  )  >  K  ^  ) 
fi F" (« -f-y )  —  ^p{x),  owvero 

onde  piccolo  possa  prendersi  ^4  « 

Questa  condizione  non  pnò  in  generale  aver  luogo  se  non 

6i  annulla  la  quantità  {  —  )  —  p{x):  infatti,  supponendo  che  ciò 

non  succeda ,  noi  possiamo  (  ^.  7^  )  sempre  inunaginare  per  I 
un  tal  valore  finito  e  determinato  che  renda 

lp'(a?H-j)  =  (*)  —  ^ ( a? )  H- -j- F" ( a H-7 )  »  ovvero  che  sod- 
disfaccia ad  un'  equazione  di  questa  forma  {  per  P'{x-^j)  e 
per  P"(»H-j)  si  pongano  le  respettive  serie  (  J.  35)) 

<2j  H-  5«*  H-  <^*  H-  ec.  =»  (^)  —  ^(ap)-^  a'd  ^  ht  •^  ce. ,  e4 


allora  tutti  i  valori  minori  di  questo-»  renderebbero 

•  ■  *  • 

e^'(a?H-j)<(^)  —  ^(^)-l-— F'(a?H-y)>  ed  inconseguen- 
za corrisponderebbero  a  porzioni  di  cyrya ,  per  le  quali  non  a- 
vrebbe  luogo  quella  proprietà  caratteristica  contenuta  nel  prin- 
cipio di  Archimede  ^  ciò  cbe  h  assurdo  :   debbe  dunque  essere 

{— )  —  ^(«)  =  0,  ed  in  conseguenza  (^)  5«=  ^(«)i  cioè 
.,t  La  differenziale  deir  arco  divisa  per  dx  >  è  sempre  eguale  al- 

>,  la  quantità  v^(i  h-  (^D  »  • 

Se  dnnque  indichiamo  per  s  X  arco  EH  »  sarà  «•_  ,. 

(2)  =  V(  I  H-  (?)*)>«  ^a  fortónla  del  raggio  osculatore  diverrà 

Se  poi  le  variabili  ae^y  sono  date  in  ftinziooi  di  una  ter- 
Tom.  If.  Ce 
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za  f>  allora  sarà  ancora.  «  una  funzione  di  f ,  e  ponendo  {—) 


(|)  in  luogo  di  (g),  e  (g):(g)  in  vece  di  (g),  avremo 
(S)  =  ^C(^'r-i.(gr),  e  quindi 


Poniamo  s  =  f  ^  ed  otterremoi 

per  esprimere  il  raggio  osculatore >  quando  le  coordinate  si  con*- 
àderano  funzioni  dell' arco-.  Allorché  parleremo  della  rettifìcji^ 
rione  delle  curve,  faremo  uso  della  formula  cke  abbiam  data, 
per  esprimere  la  difFérenziale  di  un  arco  qualunque . 
T?-  0  •  §•  ^^'  Noi  abbiamo,  al  §.  79.  trovate  le  coordinate  ADrDG 
S-  9-  j^j  centra  G  del  circolo  osculatore  nel  punto  Hy  cioè  abbiam^ 
trovata 

« = AD = ,  -  (  é)  (  I. -K^^r  )..•  (£?)) 

S=DC=j.-(-(.-)-(g)-):(0J', 

sostituendo  in  queste  espressioni  il  valore  di  j^  in  a:,  dato  dall^ 
equazione  della  curva  EF,  avremo  evidentemente,  per  a  e  per. 
b  due  funzioni  di  ^:  supponiamo  adunque  a  ==:  ^o?,  5  ==  'V'xy 
e  questi  due  vafori  di  cz  e  di  5  saranno  quei  che  convengono 
aj  punto  H  corrispondente  all^  ascissa  AN  =  *.  iSe  ora  per  mer- 
zo  delle  due  equazioni  a  =  yjc  ,  6  =  Vx  eliminiamo  x ,  avremo 
un'  equazione  fra  le  coordinate  a  e  £ ,  la  quale  rappresenterà 
la  curva  EGCP  che  sarà  il  luogo  Geometrico  di  tutti  i  centri 
dei  circoli  osculatori  corrispondenti  ai  diversi  punti  della  curva 
EP  •  Esaminiamo  ora  questa  curva  dei  centri  ;  e  primieramente 
ticerchiamo  la  direzione  della  tangente  a  qualunque  di  lei  punto  C  • 
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Da  ciò  che  abbiam  detto  di  sopra  (  §•  78  ),  risulta  che  la 
tangente  della  cnrVa  EGGP,  condotta  ad  nn  qualunque  di  lei 
punto  G>  fa  con  Tasse  AB  nn  angolo  che  ha  per  tangente 

(5),  ovverp  (^)5(^)»  perchè  B  ed  a  sono  funzioni  di  »^ 

e  i  differenziali  sono  presi  rapporto  a  questa  variabile.  Ora  so* 
stitnendo  per  b  e  per  a  i  loro  valori,  avremo 


(z?.)' 


e  quindi 

di  queir  angolo ,  fatto  dalla  tangente  della  curva  dei  centri  nel 
ptfnto  C ,  con  V  asse  AB . 

Ma  la  tangente  dell'angolo  HMB  che  il  raggio  osculato- 
re HG  fa  con  1*  asse  AB ,  h  appunto ^  ;  dunque  il  raggio 

osculatone  HG  è  tangente  della  curva  dei  centri  nel  punto  G» 
Dunque  fra  una  curva  EF  e  la  sua  curva  dei  centri)  vi  è  que> 
^a  corrispondenza  «  che  le  perpendicolari  alla  prima  di  queste  car^ 
ve  sono  tangenti  della  seconda. 

Dimostriamo  un'  altra  skigolar  proprietà  di  questa  curva  dei 
centri.  Indicando  per  s  il  di  lei  arco  £GG,  avremo  {  $.  ante- 

cedente)  (£)  =  ^((g)*H-(£r),  e  sostituendo  per  {^), 
(  j;)  i  ritrovati  valori  >  s*  avià 
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ora  se  differenziamo  il  valore  del  raggio  oscalatore 


dongoe  (—)  =  (§)  »  cio^  ^^  difièrenzìale  dell'arco  della  crav 

»  va  dei  centri  è  egnale  alla  difTerenziale  del  raggio  oscnlato» 
M  re  n  •  Dunque  il  raggio  osculatore  e  V  arco  della  cnrva  dei 
centri  che  a  questo  raggio  corrisponde»  sono  due  tali  funzioni 
di  X  che  hanno  lo  stesso  ^fi^renziale  primo  ;  dunque  »>  il  rag- 
ji  gio  osculatore  è  egnale  all^  arco  suddetto  „  cioè  R  =  «  ;  ed 

to&tti  dalla  mrcBmzìoac  di  quest'equazione  «otb.  (g)  = 

-wj     -  ArrciDo  pertanto  he  =  EGc  >  HC  =  EGO  ec. 

^'  ^  Segue  di  qui  >  che  fiO  data  uóa  carva  EGCP»,  fasciata  et 

ira  filo  EGGPt  il  quale  si  adatti  perfettamente  alla  di  lei  cor-^ 
vita,  e  se  svolgendo  questo  iilO),e  tenendolo  setnpre  teso,  nel- 
le posizioni  he ,  HG  ec. ,-  si  descrive  con  1*  estremità  E  la  cur- 
va EAHP  »  saranno  queste  due  curve  quelle  da  noi  sopra  con- 
siderate; le  porzioni  del  filo  &e,HG  ec,  saranno  sempre  tact- 
Moti  nei  punti  h,C  ec. »  ed  eguali  agli  archi  EGc , EGG  ec. : 
WiCP  sara  la  curva  dei  centri  di  curvatura  della  curva  EltHF. 
Delle  due  curve  la  EGGP  si  chiama  la  Svilttppata  0 
V  Evoluta,  e  Y  altra  E^HF,  la  Sviluppante  o  V  Evolvente* 
La  Sviluppata  adunque  è  formata  dai  ee&tri  di  curvatura  della 

Sviluppante . 

$.  8^  Facciamo  qualche  esempio. 
1".  Data  r  equazione  della  Parabola  Apollomana  jr*  =  mar,  si 


CALCOLO  DirFEBBIIZlALS'  ED  INTIGIAU  CAF.  VL        ^05 

dimanda  il  valore  del  raggio  oscolatoro  di  questa  «arva  9  e  T  p« 
qaazioae  della  cerva  dei  centri . 

Essendo  jr  =v^(ai»),  saia  (£)  ==  i-v/^,  (g)  «  _ 

i./^;  danqae(J.79) 


e  siccome  la  posizione  del  raggio  ci  è  data  dalla  posizione  del 
centro  di  corvatura ,  perciò  possiamo  prendere 

^  --.       "t**     senza  aver  ritardo  al  segno . 

Facendo  in  qnesta  formnia  «  =  o,  avremo  R  =  E,  e  qner- 

sto  sarà  il  raggio  osculatore  al  vertice  della  parabola. 
Per  le  coordinate  a ,  5  del  centro  (  $.  79  )  si  ha 

o  =  »H-fi/(f).(iH-i.^).4v'(^)  =  3«H-^, 

B  =  v/('»«)  — {«-•••7-)-4*V(i)  =  — 4»\'(^).  «d  eli- 
ininando  x  da  q«este  dne  equazioni  >  avremo 

2imb*  =  16  (a  —  *)'  i  tale  equazione  sarà  qnella  della  cncva 

dei  centri ,  la  quale  è  una  seconda  parabola  cubica . 

La  considerazione  poi  dei  valori  di  a  e  di  £.,  ci  dimostra  p. 
che  questa  curva  dei  centri  debbo  essere  al  di  sotto  dell*  asse      »*  ^' 

AB,  e  che  deve  avere  l'origine  io  G»  essendo  GEs=^. 

a*.  Sia  la  curva  EF  la  quarta  parte  di  un*Iperlx)la  Eqnilate-p.  ^^ 
ra  riferita  ai  suoi  s^sintoti  AB ,  AL  ;  sia  AES  il  suo  asse ,  E  ^'  * 
la  sua  orìgine. 

Facciamo  AD  =  DE  =  m  >  AN  =  »,  NH = jr ,  e  la  di 

lei  equazione  sarà  xy  =  m* }  ovvero  ^  s=  2!l .  Avremo  dunque 
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(^)=s— .?J,(0)  =  H^,  e  facendo  le  opportune  sostituzio* 
ni  nella  formula  ^el  raggio  oscalatore  >  &.  avrà 

R 


2»»»  2«'«* 


*' 


Fi".  IO.  Se, facciamo  <»  =  to,   sarà  R  ==  mv'a  »  per  esprimere  il 

*      '  raggio  osculatore  che  corrisponde  al  vertice  E  dell*  Iperbola . 

Le  coordinate  a^b  del  centro  del  circolo  osculatore  sa- 
ranno 

B=^^ -^(i  ^—)  —  z=^ ^*.J^i  e  V eqnazione  della  curva 

GGP  dei  centri  s'  otterrà  eliminando  x  per  mezzo  delle  due 
equazioni 


Facendo  x  =  mj  si  trova  a=^B  =  am^  dal  che  si  rìca- 
xra  che  il  raggio  osculatore ,  appartenente  al  vertice  della  Iper«* 
boia  ^  cade  sopra  Y  asse  ES  da  È  verso  S  :  dunque  la  curva  dei 
centri  comincierà  dal  punto  G  distante  da  E  dellk  quantità  EG  = 

p.  •     3''.  Sia  AHF  una  mezza  Cicloide ,  il  cui  circolo  genitore 

^^^'  *  '•  sia  ADB  ,  e  facciamo  AN  =  Xj  NH  =yj  AB  =  2a .  La  prò- 

prìetà  della  cicloide  »  per  la  quale  NH  =  ND  H«  AGD  »  ci  dà 

l'equazione 

y  =  Vi^ax  —  »*)  H-  Àr.  sen.  v.  «;  dunque 

f^\  _.        ^-^^ ,.  '^ V(atf  — j») 

(  ^  )  = ^_      ;  e  fatte  le  opportune  sostituzioni  )  si 

trova 

r 

R  r±=  2v^(4a*  — 2aa?)  =  ay(2a(aa  — »))  =  av'(AB.BN)» 
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ma  AB  .BN  =  (BD)*;  dunque  R  =  2BD,  cioè  il  raggio  osca-  _ 
latore  del  punto  H  è  doppio  della  corda  BD  .  ^^S-  '  ' 

Le  coordinate  del  centro  di  curvatura  C ,  1©  quali  indiche- 
remo per  t  ru  per  non  confonderle  con  la  lettera  a  che  rap- 
presenta il  semidiametro  j  saranno  f  =  40  —  x  ^ 

u  =i  A  sen.  v.  x  —  \/  (  qìox  —  a?'  )  ;  ed  eliminando  x  per  mezro 
di  queste  due  equazioni ,  avremo 

w  =  Asen.v.  (40  —  t)  —  \^{2a{4a  —  f)  —  (^a  —  t)'): 
quest*  ultima  equazione  sarà  quella  della  curva  dei  centri . 

Ora  è  facile  dimostrare  che  una  tal  curva  FCO  è  la  stes- 
sa cicloide  AHF  y  ma  posta  inversamente  ed  in  quella  guisa 
che  rappresenta  la  Figura  1 1  ;  infatti  facendo  BO  =  AB  =  aa> 
compiendo  il  rettangolo  BFLO ,  e  descrivendo  sopra  FL  il  se- 
micircolo PPL  ,  sarà  MO  =  QL  =  AO  —  AM  =  40  —  f  >  e 
perciò 

u=:Asen.v.Q'L  —  \/(3a.QL  —  (QL)"),  ovvero  ar=PL  — 
QP;  ed  in  conseguenza 

QG  =  QM  ~  CM  =  LPP  —  tt  =  FP  H-  PQ  che  è  la  pro- 
prietà della  cicloide  FCO  r  il  Cui  cirìcolo  genitore  è  FPL . 

Data  triia  curva,  noi  abbiamo  detto  come  può  aversi  il  Ino- 
ga  Geometrico  dei  centri  dei  circoli  osculatori  che  equivale  a 
dire  data  ttna  curva  sviluppante ,  abbiamo  insegnato  a  trovarne 
la  sviluppata  ;  potrebbe  però  proporsi  il  problema  inverso  n  Da- 
jf  ta  cioè  la  sviluppata ,  trovarne  la  sviluppante  99 . 

Sia  per  esempio  i&=0(a)  V  equazione  della  sviluppata, 
ed  avremo  allora 

«=»-(g)('-<-(t)')^(é) 


d»^    ^     ^dx 

se  ora  pei'  mezztf  di  queste  due  equazioni  eliminiamo  a,  avre- 

mo  tra  a ,  j> ,  (^) ,  (^)  nn*  eqnazioae  che  sarà  quella  della  svi- 

lappante  che  appartiene  alla  sviluppata  5  =  ^(a).  Quest'equa- 
ztpnB  perà  sarà  an*  equazione  differenziale ,  dalla  quale  conver- 
Th  ricavare  il  valore  di  j'  in  «j  ma  questa  ricerca  appartiene 
al  Calcolo  Integrate, 


<y 
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§.  84.  Fin  ora  abbiamo  considerate  le  curve  z  coordinate 
rettangole  «  parliamo  adesso  delle  cnrve  polari . 
Fi».  12.  ^^^  ^^  ^^^  curva,  rì&rìta  .al  polo  Cj  descrìtto  intorno 

^  '  al  polo  C  il  circolo  ADQ ,  il  cui  raggio  sia  <z ,  e  posta  in  A 
r  origine  dell'  ascisse ,  Y  arco  AD  sia  Y  ascissa  corrispondente  al 
punto  H»  e  GH  ne  sia  l'ordinata.  Se  facciamo  AD  =^,  GH= 
u  i  la  curva  £F  sarà  data  per  un'  equazione  tra  iz  e  ^  che  noi 
lappresenteremo  per  u  =  pt  -  Ora  essendo  le  nostre  formule 
adattate  alle  curve  a  coordinate  rettangole  «  permutiamo  le  coor- 
dinate della  curva  EF .  Per  questo ,  condotto  1'  asse  TAB ,  fac- 
ciamo AN  =  X  i  NH=^  ,  ed  avremo 


^•1 


/■ 


X  =  a  —  zIzLl  ^  y  z=2  1IS!L1  ;  dalle  quali  si  ricav^ 


a 
4t0\  ftff.f     .   mcof,à 


Possiamo  adunque  riguardare  la  curva  EF  come  determina- 
ta dalle  coordinate  rettangole  x  ^y^  ed  adoprare  per  questa  cur- 
va le  medesime  formule  adoprate  per  le  altre  :  solo  rammente- 
remo ciò  che  abbiamo  detto  (  $  80  )  ^  cioè  che  essendo  x  %  y 

funzioni  delle  variabili  u%t^  dobbiamo  invece  di  T ^ )  mettervi 
(g )  =  (f;).  ed  iQveoe  di  (0)  lettere  («?):  (^)--(è)(9): 

La  formula  della  suttangente  per  le  curve  a  coordinate  ret- 
tangole era  j>  :  (^);  nel  nostro  caso  adunque  la  sottangente  NT 


sarà 
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NelU  stessa  maniera  potremniQ  trovare  la  ibrmola  per  ìi 

raggio  osculatore . 

Per  fame  un  esempio  sia  FÉ  la  spirale  d*  Archimede  «  la  „. 

Fjg.ia 

cai  eqxiazione  è  u  =  i^)  iadicando  per  e  la  circonferenza  ADQ, 
poiché  in  qaesta  cnrva  sta  sempre  GH  :  AD  ?  ovvero  ADQAD  :  : 

a  =  AC  :  e  =  ADQA  i  je  si  avrà  (^)  =  —  ;  dnnqae  la  snt- 
tangente 

iw-rp  t  sen.  t  ftun  t  €OS.t\  ^  / 1 cos.  t  ^  ^    seu.  t \ 

e       ^      e  f    /  '  \      e  e    S  * 


Conduciamo  ora  la  perpendicolare  GC  6opra  HC ,  fino  all'  ia« 
cóntro  della  tangente  in  G  9  e  cerchiamo  il  valore  dì  CG . 
Essendo  CG  :  CH  :  :  tang.  GHC  :  a ,  avremo 

CG  =  *.^^-^ii5.  Ma  fa/z^,  GHC  =  tó/25:(GHNH-CHN)==: 
j^^jGH^^  e  tang.  GHN  =  lfl'J^^i£:f ,  tang.  CHN  = 

— —  ;  dunque 

t*t»  t  —  eot.  t      c»t.  t 


tang.  GHC 


teot.t  -*■  te»,  t       te»,  t 

- e»t  t\,t t*M. t -'COS  t) 

te»,  t  (  t  ctt.  t  M*  tt».  t  ) 


in  conseguenza  CG  =  —  . 

Se  ora  col  raggio   GH  descrìviamo  V  arco  HR  >  avremo 

HR  ;  DA  :  ;  a  :  a ,  e  perciò  HR  =  f£  =  GG;  dal  che  segue  che 

prendendo   GG  per  snttangente ,  essa  è  sempre  eguale  all'  arco 
Tom.  Il  Dd 
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Pi^  jo.  HRX  :  anche  il  Geometrar  di ;NSifaciisa-%aveva  ritrovata  qpesta«ia* 
^     ^  gola»  proprietà  di  quella  spirate.  ^ 

La  natura  delle  curve  polari  è  determinata  dalla*  relazione 
fra  r  ordinata  e  Y  arco  di  trn  circolo  cognito ,  intercetto  tra  es- 
sa e  r  asse 5  arcaiche  tieae  l^ogo  d'  ascissa  :  potrebbe;  anche  la 
natura  di  una  curva  essere  determinata  dalla  relazione  tra  V  or- 
dinata e  r  arèo.di  una.  cwv^  quallinqtie  cognita ,,  intercetto  tra 
la  stessa  ordinata  ^  Tasse;  per  averne  in  questo  casa  la  suttan- 
gente ,  la  subnorraale  ec.  ^  permutando  le  coordinate  della  cur- 
va ,  la  riporteremo  alle  cowdinate  rettangole  >  e  vi  applichercr 
mo  allora  le  formule  ritrovate  per  queste  curve . 

^.  85.  L*^  ordinata  di  una  curva  è  xina  funzione  delF  ascisi 
sa  che  varia  con  la  variazione  dell'  ascissa  medesima  :  ora  au- 
mentando r ascissa»  può  accadere  che  T  ordinata  aumenti  fino  ad 
un  certo  panto  y  al  di  là  del  quale  essa^  scemi ,  non  ostante  che 
r  ascissa  continui  a  crescere  y  oppure  che  V  ordinata  scemi  fino 
ad  un  certo  punto  9  per  aumentare  di  nuovo  al  di  là  di  quel 
punto  :  nel  primo  caso  si  dice  che  V'  ordinata  diviene  Massi- 
ma ^  e  nel  secondo^  Minima. 

La  Figura  1,^,  rappresenta  nm  curva  EMM'M'^P  che  ha 

^^^'  *3^due  Massimi  in  M^M'%  ed  un  Minimo  in  M'.  La  stessa  is- 
pezione di  questa  curva  basta  per  dimostrarci  che  nei  punti  del 
Massimo  e  del  Minimo ,  cioè  in  M  >  M%  M'%  le  tangenti  della 
curva  sono  parallele  all'  asse  ;  e  che  nel  Massimo  la  concavi- 
tìì  della  curva  è'  voltata  verso  Tasse^  e  nel  Minino^  la  con- 
vessità  della  curva  è  voltata  verso  di  essa. 

La  proprietà  che  ha  il  Massimo  q  il  Minimo  di  appar-* 
tenere  ad  un  punta  in  cui  la  tangente  è  parallela  air  asse ,  ci 
dà  il  mezza  di  determiflare  il  punto  .  ove  si  trova  il  Massimo 
o  il  Minimo;  questo  sarà  in  quel  punta  della  curva  nel  quale 

(^)  ^=  o^  poiché  (^)  è  la  tangente  dell' angola  fatto  dalla  tan- 
gente alla  curva  con  Y  asse  f  il  qua!  angola  essendo  nullo ,  la 
tangente  della  curva  è  allora  parallela  all'  asse  ;  dunque  per  ve- 
dere se  una  curva  ha  dei  Massimi  a  dei   Mietimi  >  converrà 

ricavare  dalla  di  lei  equazione  il  valore  di  (  — )>  il  qaale  e- 
guagliato  a  zero  >  ci  darà  un* equazione  tra  x  ,yì  elimiuare  per 
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mezzo  di  qnesta  equazione  e  di  xjrteMa.  della  curva  >  la  variabi- 
le y  »  per  avere  tin*  equazione  in  x  *  della  quale  tutte  le  radici 
reali  saranno  quelle  che  corrispondono  ai  punti  'del  Ms^sìmo 
o  del  Mìnimo,  e  le  ordinate  dì  queste  ascisse  saraimo  ì  Mas^ 
simi  ed  i  Minimi  cercati . 

Ma  come  distlngiiere  il  Massimo  dal  Minimo  ? 

Se  noi  facciamo  nelle  espressioni  delle  coordinate  a  e  B 
(  §.  80  )  )  le  quali  tletenmnano  il  luogo  del  centro  del  circolo 

osculatore  (£)  =  Q  >  avremo  «  =« ,  -5  =j>h-  1  :  (0)i  e  di 
qui  si  ricava  che  se  (-4)  è  una  quantità  positiva,  questo  ccn- 
ti'O  cadere  al  di  là  della. curva,  la  quale  sarà  in  conseguenza 
convessa  verso  Tasse,  e  vi  sarà  ira  Minimo  ;  e  se  (^)  è  ne- 

gati  vo  »  lo  stesso  centro  cadera  tra  la  curva  e  V  asse  ;  «ssa  vol- 
terà air  asse  ia  concavità ,  e  vi  sarà  un  Massimo . 

Ma  senza  far  dipendere  i  Massimi  ed  i  Minimi  delle  cur- 
ve dalla  Teorìa  delle  tangenti,  noi  osserveremo  che  essi  rientra- 
no nella  classe;  di  quelle  funzioni  capaci  di  divenire  Massime 
o  Minime ,  delle  quali  noi  abbiamo  diffusamente  parlato  ai  §§. 
57.  e  SGgg  i  giacche  (jualunque  funzione  può  considerarsi  come 
r  ordinata  di  una  curva ,  la  cui  ascissa  è  la  variabile  die  com- 
pone la  funzione  ;  per  questo  non  parleremo  iilteriormeute  dei 
Massimi  e  Minimi  delle  t)urve,  ed  altro  non  faremo  che  dar- 
ne alcuni  'esempj .  ' 

§.  86,  i"".  Si  dimanda  la  Massima  o  la  Minima  ordinata 
néir  Ellisse  EDF  ?  *^«S-  S- 

L'  equazione  dell'  Ellisse ,  presa  Y  origine  delle  ascisse  in  E  t 

h  y=:^V{ 2ax  —  x^)y  essendo  a  =  al  semiasse  maggiore  CE ^ 
e  5  =  al  semiasse  minore  DC^  e  però  T^ì  =     f/^'^'^\\=o 

ci  darà  V  equaisione  del  Massimo  o  del  Minimo  ;  da  questa  si 
ticava  wT  =  aj  dunque  il  Massimo  o  il  Minimo  corrisponde  al 
cèntro  deir  Ellisse,  ed  è  lo  stesso  semiasse  minore;  poiché  fa- 
cendo a?  =  a  oeir  equazione  della  curva ,  abbiamo  jy  =  5  . 

Differenziamo  ora  il  valore  di  f  ^  ì ,  ed  avremo 
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espressione  che  diviene  negativa  y  quando  facciamo  x  = 
gue  r  ordinata  corrispondente  al  centro  dell'  £llisse  è 


a;  dun- 
è  un  Mas^ 
Simo . 

a"".  Si  dimandano  i  Massimi  ed  i  Minimi  della  curva  espres- 
sa dair  equazione  y  =  a  ^  sen.  x  ? 

Differenziando  quest'  equazione  due  volte  si  ha 

(^)  =  cos  ar,  (y^)  =  -T-  S€H.  X ì ' é^ìÌ2L  prima  di  queste  due  e- 

qtiazioni  si  ritrova  che  x  =  90*^ >  x  =  370**  j  x  =  450* , 

a?  =  i7T  H*  90*"  (  essendo  t  la  semiperiferia  del  circolo  )  saran- 
no i  valori  delle  ascisse ,  i  quali  corrisponderanno  alle  Massi^ 
me  o  Minime  ordinate  della  curva  proposta;  e  dalla  seconda 
si  deduce  che  x=^  ^o  corrisponderà  ad  un  Massimo;  a?  =  270* 
aè  un  Minimo  ;  x  =  450*"  ad  uà  altro  Meissimo  ec.  :  la  Figu- 
ra 14  esprime  una  tal  curva:  te  ascisse  AP,AP  ec. ,  sono  e- 
gnali  agli  archi  Ap  y  Ap  ec.  y  e  Je  ordinate  PM ,  PM  ec.  y  sono 
eguali  ad  AB  (=?  a)  ^  sen.Ap  . 

S"".  Supponendo  una  sfera  riferita  a  tre  piani  perpendicolarji 
tra  loro  y  per  mezzo  delle  coordinate  rettangole  x  ^y  y  Zy  ^  cer- 
ea ove  si  troverà  Ja  Massima  ordinata  z . 

L*  equazione  della  sfera  è  (a  —  xY  ^  {h  — y  )*-{•(  e— 
j&  )*  =  r%  essendo  a ,  5  ^  e  le  coordinate  del  centro ,  ed  r  il  suo 
raggio  :  differenziandola  adunque  rapporto  ad  op  e  rapporto  ad 
y  y  avremo 


Jz 


(«-*)-(<?  ~  2)  (g)  =  o>~  (5 -J')-(c~2) 


dalle  qaali  otteniamo 

(^«)  =  — irjf,  (*5)  =  -.L=ìj::  ora  facendo 

(^)  =  o,  (^)  =  o,  come  ci  prescrive  la  regola  data  al  §.  60 • 

Otterremo  a  —  a:  =  o,  5  —  y  =  o,  e  quindi  ^  =  a  >  jr  =  5  : 
dunque  la  Massima  o  la  Minima  ordinata  della  sfera  sarà  quel- 
la che  passa  per  il  centro  di  essa . 
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Il  valore  di  questa  Massima  o  Minima  ordinata  ci  è  da- 
to dair  equazione  della  curva ,  facendovi  a?  =  a ,  j^  ==  6  ;  abbia- 
mo infatti  (e  —  zy  =  r  y  ovvéro  e  —  2;  =  rt  r ,  e  quindi 
z  z=  c^  r^  z  =  e  —  r:  corrispónde  dunque  allo  stesso  pun- 
to- étì  piano  un  Massimo  ed  un  Minimo;  z  =z  c^^  r  è  il  Mas- 
simo y  Z'=^  e  —  rè  il  Minimo  . 

Questa  medesima  conseguenza  sL  deduce  dai  criter;7  dati  al 

§.  60  :  ivi  abbiamo   detto  che  z  sarà  Massima  quando  (  ^  )  > 


dx' 


(^)  arvranno  un  valor  negativo ,  e  iWr/zma  quando  lo  avran- 
no  positivo,  purcHè  nei  due  casi  sia  (^)  (^)> C-£j-) ;  or» 

difFerenziando  le  ritrovate  equazioni,  si  ha  (~)  =~^,  (ti)  = 
_L_,  (-^)  =  04  nelle  quali  ponendo*  per  z  il  suo  primo  va'. 

lore  ,  otteniamo  (-■%)  =  —  —  =  (— ?■)>  e  ponendorl il  secondo^ 

otteniamo  (ff  )  =  —  =  (?t)  ì  dunque  a.=  e  -+•  r  è  la  Mas^ 

sima  ordinata 9  e  z^=g  —  r  la  Minima. 

Crediamo  inutile  trattenerci  di  più  sopra  qjaesta  materia  cbe 
abbiamo^  d*  altr^onde  abbastanza  spiegata  al  Capitolo  antecedente. 

§.   87.  Quando   una  linea  curva  EF  riferita  all'  asse  AB ,  p.      ^ 
di  concava  come  essa  è  in  EH,  diviene  convessa  come  in  HP     S*  *^* 
o  viceversa,  continuando  il  suo  cammino  dalla  stessa  parte,  il 
punto  H ,  ove  segue  quel  cangiamento ,  cSiamasi  punto  di  FTes- 
so  contrario  ,-  o  semplicemente    di  Flesso  i  e  se   nel  passare 
alla  convessità  torna  indietro  ripiegandosi  sopra  la  medesima  ^.  il  p^. 
punta  H  si  chiama  allora  di  Regresso-.  ^^'  ^' 

Tanto  neir  uno  che  neir  altro  casa,  preso  un  raggio  os- 
culatore MX7  nella  parte  convessa  HF  della  curva ,  e  presone 
nno  MG  nella  parte  eoncava  EH ,  V  ordinata  del  pnnto  di  con- 
tatto M'  per  il  primo^ raggio,  è  minore  dell'ordinata  del  di  lui 
.centro  C,  cioè  M'p-<G'P';  e  viceversa  l'ordinata  del  punto 
di  contatto  M  dell'  altro  raggio,  è  maggiore  dell*  ordinata  del  rcs- 
pettivo  suo  centro  C ,  cioè  Mp  >  CP . 

Incominciamo  dal  considerare  il  Flesso ,  ed  indicando  per 
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y   r  ordinata  che  •corrisponde  al  padtd  ^di  flesso ,'  essendo  x  V  as- 

T'ig.   17.     * 

cissa ,  e  facendo  FP  =  w ,  FF  =  w' ,  -avremo 

V       =  MP ,  >       ,  ==  BTP' .  Facciamo  y  =s  v       ,y  ==  v       . , 

e  s*  avrà  (§.80) 
Cp=.>H-(.-Kg)-):(^)' 

ep'=yH.(.H.(^)').(0) 


acciò  dunque  la  curva  abbia  un  punto  ^i  flessOr^  'converrà  che 
]e  due  quantità  (^I^)^(^)  siano   di  segno  ^contrario .  Svilup- 

•  -nX  •  mX 

piamo  in  serie  queste  quantitk^,  ^terminando  la  'serie. al  terzo  ter- 
mine >  ed  avremo 

(?S)=(7:j)-»-"'(S?)-ì-^'n. 


Ora  un  ragionamento  simile  a  quello  fatto  per  i  Massimi ^ 
ed  i  Minimi  (  §•  57  )  ci  dimostrerà  che  non  possono  quelle  quan- 
tità essere  di   segno  contrario  per  tutti  i  valori  possibili  di  w, 

se  non  è  (--|)  =  Oi  dunque  il  flesso  contrario  d'una  curva  sa- 

rà  in  quel  punto  nel  quale  (^)  =='o:  dunque  data  T equazione 

d'una  curva  »  troveremo  T  ascissa -corrispondente  al  flesso  ^  €- 
guagliando  a  zero  la  diifeFenziale  seconda  della  di  lei  ordinata 
espressa  in  funzione  della  ascissa  :x^  e  cercando  le  radici  reali 
ed  i  valori  di  a;  che -soddisfanno  ad  una  tale  ^equazione . 

Se  la  supposizione  ;(j4)  =  0  annullerà  anche  (j4)^  non 
vi  sarà  flesso.,  quando  non  rimanesse  ancora  anòullato  (t^)ì  ^ 

se  annullata  tjuest*  ultima  quantità* ,  s*  annullerà  (  ^  )  senza  che 
accada  lo  stesso  della  (j^)  non  vi  sarà  flesso,  e  così  di  seguito. 
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In  generale,  per  avera  4u». plinto ' di  flesso,,  bisogna  che  nella^ 
serie  •         .     .   •  • 

1*  ultimo,  termine,  che.  s'  annulla,  sia.  una.  differenziale  d*  ordine 
pari .  ^  , 

Combinando  dunque  ciò  che  abbiamo  detto^  (  §  58  )  con- 
cluderemo, che  se  una  curva  ha  dei  Massimi  o  dei  Minimi  ^ 
corrisponderatina  essi  a  quei,  punti  nei  quali  le  diflGerenziali  de-^ 
gli  ordini  impari  dpir  ordinata  sVannullano>  e  se  ha  punti  di  fles- 
so, in  questi,  s'  annulleranno  le   difFerenziali:  degh,  ordini  pari... 

Siccome  poi  la  curva.  EH  è  concava  quando.'  (S'H  ^  negativo ,    ^^'  '^* 
e  convessa  nel  caso  opposto  ;  così  quando  essa  abbia  un  punto, 
di  flesso,.,  passerà  dalla;  concavità;  alla,  convessità: se  (^)  sarà  ne- 

gativo  y  posta  che  il  flesso,  ci  sia:  data  dall' equazione  (^)  =0; 
se  poi  darà,  il  flesso.  I*  equazione  (  j^)=  o»,  allora:  la.  curva  sa- 

ik  prima  concava  a  convessa:  secondo,  che  (  j^)  sarà:  positivo  o- 

negativo  .  Questa  osservazione-  che  stabilisce  il  criterio,  onde  co- 
noscere r  andamento  della  curva  che  ha  il  flesso ,,  si  deve  al  Ma- 
tematico Pàolo  Frisi:  (a)  .. 

§;.  88.  Per  determinare  il  regresso  r  riguardiamo  le  ascisse  e- 
le  ordinate  come  funzioni  degli  archi  cui  corrispondono .  Siano 
dunque:  y  yX    V  ordinata. e.  V  ascissa  del  r^resso,;  essendo  s  V  ar- 

Sì  S' 

co  cori-ispondente  EH:  Facciamo  MB['=  w,  HM'  t=  w',  ed  a- 
vremo  j^  =  MP  =  j'  »  /=  M'P'^rj'  .  , .  Ora:  riguardan- 
do y  ed;  X  come-  due  funzioni  di  s,  le:  quantità  (?)  >  (^)  sa- 
ranno egualmente  funzioni  di  s :.  indichiamole  per  ^(5),F(s), 
e  sarà 


(a)  Disstnationum  variarumt  Tom.  II.  paj.  i8o. 
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.  Acciò  dnnqne  la  curva  abbia  'nn  punto  di  cipresso  >  coQwr- 
là  che  le  due  qHaotità  F(«  —  (à)yF{s  -i- ta)  siano  di  segni 
centrar),  giacché  i-f^*(«  —  w),  i-h^*(*H-w')  sono  sem- 
pre del  .medesimo  segno  :  ora  affinchè  questo  abbia  luogo  è  ne- 
cessario (  §  87  )  che  4ia  F(  «)  =p  o  ;  dunque  F(fi)  =  o,  ov- 
vero (  ^  )  =  ®  SBi^À  «Q*  equazione  ,  fa  quale  dovrà  avxir  luogo 
<»* 

nel  punto  di  regresso  ,  ed  il  valore  di  x  che  vci  «ara  dato  da 
quest'  equazione ,  sarà  1'  i*^cissa  corrispondente  al  regresso  :  di  qui 
«i  vede  che  la  medesima  equazione  che  ci  -dà  il  flesso ,  può  dar- 
ci ancora  il  regresso. 

Affinchè  in  una  curva  -si  abbia  -un  punto  di  flesso  o  %gres* 

€0,  abbiam  dimostrato  che  le  due  quantità  (£?)>(&)»  debbono 
essere  di  segni  contrai^  .  Lo  stesso  avremmo  potuto  -dimostraro 
delle  quantità     .'-'-  ,  -  ^  '     1  ora  rappresentando  in  generale  per 

I  il  valore  di  (0),  per  ^  quello  di  (£{) ,  e  per  ^  quello 

di  (^)>  acciò  siavi  il  flesso  o  regresso  in  uua  curva  corris- 
pondente alle  coordinate  a?,^',  dovranno  le  quantità  ^>57»  ov* 
vero  ^ ,  p  essere  di  segni  contrarj ,  ed  affinchè  ciò  succeda  do< 

vrà  essere  ^  =  o ,  ovvero  §.  =5=  o^ 

«  p 

Quest*  ultima  equazione  ci  dà  -^  =  —  =  —==  05  •  dunque 

t 
il  flesso  t)  il  regresso  ci  è  dato  dall*  equazione  (-{)==  o ,  e 

dair  equazione  (~  )  =  oo  ;   dimodoché   si  proveranno  ambedue 

« 

le  equazioni  (^)  =  o,  (|J?[)  =  oo,  onde  avere  tutti  i  punti 
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di  flesso  o  di  regresso  che  possono  trovarsi  in  una  curva . 

Non  vi  è  una  regola  per  distinguere  se  un  ritrovato  punto 
sia  veramente  un  flesso  od  un  regresso  y  e  ciò  che  ne  hanno  det-* 
to  finora  gli  Autori ,  è  a  mio  parere  inesatto . 

Il  Sig.  Bossut'ci  insegna  a  sostituire  il  valore  della  ascissa 
corrispondente  ad  un  tal  punto  singolare  ed  aumentato  d'  un« 
piccola  quantità ,  nella  espressione  della  ordinata  >  ed  osservare 
se  r  ordinata  diviene  immaginaria  9  nel  qual  caso  ei  dice  ^  ch^ 
il  punto  singolare  sarà  un  regresso  ;  ma  la  curva  può  relativa- 
mente air  asse ,  esser  situata  in  modo  che  vi  sia  un  regresso  sen^ 
za  che  queir  ordinata  divenga  immaginaria  . 

Sembrami  che  dalla  seguente  osservazione  sì  potrebbe  rica* 
vare  una  regola  sicura . 

„  Presi  due  centri  C ,  C  di  due  raggi  di  curvatura  MC ,  „. 
,,  WCy  al  di  qua  ed  al  di  là  del  punto  di  flesso  o  regres- *^^S- '  T' 
9)  so  9  e  determinata  la  posizione  della  linea  GG^  che  gli  unisce  > 
9>  se  la  curva  avrà  no  punto  di  comune  con  la  retta  f  e  questo 
99  situato  tra  i  due  centri  G ,  G'  relativamente  alla  retta  9  e  tra 
99  i  due  contatti  M  9  M'  relativamente  alla  curva  9  vi  sarà  il  f les- 
99  so  ;  e  quando  o.  non  vi  sarà  questo  punto  comime  9  o  ve 
99  ne  saranno  due  9  allora  la  curva  avrà  un  regresiso  99 .  La  tra- 
duzione però  di  questa  osservazione  in  espressione  analitica  9  sa-* 
rebbe  complicata  non  poco  9  e  resta  sempre  a  desiderarsi  un  crir- 
terio  semplice  e  sicuro  per  distinguere  i  flessi  dai  regressi . 

Facciamo  alcuni  esemp)  delle  spiegate  dottrine  • 
i^  Si  dimanda  il  punto  di  regresso  nella  curva  rappresentata 
dall'  equazione  y^  =  a^x  che  è  la  prima  parabola  cubica  ? 


Quest'equazione  ci  dà  j^  =  a^a?^^  e  quindi  (^) 


dal  che  si  ricava 9  facendo  (^)=:oo9  «==0:  il  punto  di  re- 

gresso  adunque  sarà  nell'  origine  delle  ascisse . 

a"".  Si  dimanda  il  punto  di  flesso  nella  Goncoide  di  Nicome- 

^le  9  la  cui  equazione  è  ^  =  i^^  (a*  —  a?*)*? 
Bifierenziando  due  volte  si  trova 
Tom.  IL  E  e 


\ 
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—  (^  )  =r  _l!ll±3£l*jC:zif!i_ ^  e  quindi  eguagliando  a  zero  quc- 

sta  espressione  ,  abbiamo  x^  h-  si'»?*  —  2ab  ==  o  ;  c^alla  risolu- 
zione di  questa  equazione  si  trova  il  valore  dell*  ascissa  corris- 
pondente al  flesso  contrario  ;  anzi  siccome  un  valore  di  x  ci  dà 
due  valori  per  y  eguali  e  di  segni  contrarj,  la  curva  avrà  due 
flessi  ad  eguali  distanze  da  una  parte  e  dall'  altra  dell'  asse 
delle  ascisse . 

§.  89.  Per  quanto  non  si  possa  determinare  la  direzione 
d'  una  curva  in  un  qualunque  suo  punto  9  poiché  essa  varia  con- 
tinuamente ^  pure  per  direzione  d*  una  curva  in  un  certo  di  Jei 
punto  9  si  intende  comunemente  la  direzione  che  vi  ha  la  tangen- 
te ;  così  il  Problema  che  dimanda  la  determinazione  di  quella 
direzione  nel  luogo  corrispondente  ad  una  ascissa  x=  a  y  è  ri- 
soluto quando  si  asségni  la  posizione  della  tangente  alla  curva 
in  quel  luogo  medesimo . 

Ottenuto  adunque  mercè  la  differenziazione.,  il   valore   di 

r^)  che  sarà  in  generale  una  funzione  di  07, j^,  e  ridotto  ad  es- 

aX 

sere  una  sola  funzione  di  oc  (  col  sostituirvi  per  y  il  valore  in 
07  dato  dair  equazione  della  curva  )  porremo  in  esso  x  =  a^ 
ed  avremo  allora  la  dilezione  della  tangente  alla  curva  nel  pun- 
to corrispondente  ad  a?  =^  d  ,  ed  in  conseguenza  la  direzione  del- 
la curva  in  quel  punto .  medesimo . 

Se  questa  supposizione  a?  =  a  renderà  (^)r=J?.,  allora 
cercandone  il  valore  9  còme  abbiamo  insegnato  al  §.  45  ,  avre- 
mo (^)  dato  per  un'  equazione  di  secondo  grado,  ed  in  conse- 

gnenza  due  valori  per  esso .  Vi  saranno  allora  nel  punto  corris- 
pondente air  ascissa  x  =  a  due  tangenti ,  e  vi  passeranno  in  con- 
seguenza due  rami  di  curva  :  nello  stesso  modo  se  la  nuova  es- 
pressione trovatai  per  (^  )  diasi  per  mezzo  di  una  equazione  del  ter- 
zo grado ,  avremo  allora  tre  vatori  per  (  ^  ) ,  ed  in  conseguen- 

/  mX 

za  tre  tangenti  nel  punto  dato  v  per  cui  passeranno  tre  rami  di 
curva,  e  così  di  seguito. 
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Viceversa ,  data  Y  equazione  d'  una  curva ,  potremo  facilmen- 
te determinare  ,  se  essa  ha  dei  punti  multipli ,  e  quali ,  Per  que- 
sto ricaveremo  il  valore  di  (  ^  )  dall'  equazione  della  curva ,  e 

supponendolo  =^^r  faremo  P  =  o,  Q==o; 'queste  due  equa- 
zioni in  07  ed  jy  ci  daranno  a;  =s  a  >  j^  =  ò ,  e  se  tali  valori 
soddisfaranno  all'  equazione  della  curva ,  avrà  essa  un  punto  mul- 
tiplo >  e  quando  ciò  non  succeda  >  non  vi  sarà  alcuno  di  questi 
punti. 

Per  decidere  poi  della  moltiplicita  del  punto  ^  osserveremo 

« 

se  x  =  aj  y  =^b  j  i  quali  rendono  (^)  =  ^,  riducono  ancora 
indeterminato  il  nuovo  valor*  che  sì  ritrova  per  {^)  =  Z.,  e 
quando  ciò  non  succeda  »  la  curva  avrà  un  punto  doppio  ;  lo  a- 
vrà  triplo  se  quei  valori  rendono  anche  =  5.  la  nudva  espres- 
sione trovata  per  (~)ì  ^  ^osì  di  seguito* 

^* 

Per  farne  un  esempio  i  si  dimandi  fo  la  curva  ^  la  cui  equa- 
zione h  x^  —  ax^  H-  by^  =  o  ha  punti  multipli  ? 
J>alia  differenziazione  di  quest'c^imeione  si  ha 

4»'  —  aaxy  —  (  ax*  —  ^by*  )  {^)  =o  che  ci  dà 

49X 

3èy*  =  o .  Da  queste  due  ultime  equazioni  si  ricava  a?  =  o, 
y  z=  o  j  i  quali  valori  soddisfacendo  alla  proposta,  ci  dicono  che 
essa  ha  uà  punto  multiplo  neir  origine  delle  coordinate . 

Per  trovare  il  grado  di  njultiplicità  del  punto  ^  differenzia- 
mo un'altra  volta ^  ed  avremo 


Q 


facendo  jc  ti=  o  ,  y  =  o,  sarà  T*')*  =  —  ^  dal  che  si  riconosce 

che  il  punto  è  triplo,  o  che  passano  per  T  orìgine  delle  coor- 
.dinate  tre  rami  di  curva.  Il  punto  è  triplo,  perche  difierenziaudo 
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di  nuovo  il  valore  di  (— )>  non  diviede  esso  indeterminato  per 

X  =  o  ^  y  =  o  . 

§.  90.  Parliamo  ora  della  Qnadratura   e  della  Rettificazio- 
ne delle  curve  ^  pome  pure  della  cubatura  dei  solidi .  Sia  y  = 
p,       ^fx  V  equazione   della  curva   EF  ;  lo   spazio  EHP   sarà   ancora 
lig.  *o-ggsQ.  ujji^  funzione  della  ascissa  .a?  che  indioheremo  per  Fa?  >  e  la 
determinazione  di  questa  funzione  Fa;  chiamasi  Quadratura . 

Per  ottenerla  y  supponiamo  che  AP  divenga  AM ,  ovvero 
che  07  divenga  a;  -t*  w  ,  ed  avrema  MN  =f{  x  ^^}i  ENM  = 
Fix^ijò):  sarà  danque  ENM  —  EHP  =  F(a?^.w)  —  F(a?), 
e  compiendo  i  rettangoli  PHSM  ,  PQNM  i  quali  sono  PHSM  = 
w/Jc,  PQNM  =  (of(a?-4-w),  vedremo  che  lo  spazio  F(a:H* 
(0  )  —  F(a7)  dovrà  essere  sempre  minore  del  rettangolo  circo- 
scritto alla  curva  >  e  maggiore  delF  isoritto  ;  dovrà  dunque  essere 

«r( a?  «-h  t»>)  >  F ( 3f -^  w )  —  F(a;)>tof(a?) 

qualunque  d*  altronde  sia  w  ovvero-  PM .  Ora  Io  stesso  ragio- 
namento che  abbiamo  fatto  al  (§.  81)  per  trovare  la  differenziale 
deir  arco  di  un?  curva  »  ci:  dimostrerà  che  questa  condizione  non 

può  avverarsi  se  noft  ^'(^)  =Ja?,  cioè  se  la  differenziale  del- 
lo, spazio  EPH  divisa. per  dx^non  è  eguale  ali*  ordinata ;y  »  dun- 
que avremo  .sempre 

ifjdx^ydx. 

Se  noi  adesso  rammentiamo  ciò  che  è  sfato  detto  al  (  §  50  ) , 
che  cioè  /p{x)dx  esprime  quella  funzione  ^(a?)  di  Xy  la  cui 

differenziale  è  la  stessa  quantità  ^(a?)d*,  avremo /(^). do:  = 

T(x)  =Jydx'j  cioè  in  qualunque  curva  lo  spazio  EHP  egua* 
glia  r  integrale  dell'  ordinata  moltiplicata  per  dxj  aumento  inde- 
terminato deir  ascissa  x . 

Noi  abbiamo  tacitamente  supposto  in  questa  Analisi  che  la 
porzione  di  curva  HN  non  contenga  né  un  Massimo  né  un  Mi- 
nimo: questa  supposizione  è  legittima,  poiché  se  un  Massimo y 
od  nn  Minimo  vi  si  trovasse ,  potremmo  assegnare  ad  co  una  tal 
grandezza  che  il  Massimo  o  il.  Minimo  cadesse  al  di  qua  o 
al  di  là  dei  punti  di  curva  corrispondenti  allo  stesso  w . 


jy- 
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Se  la  funzione  ^( a?)  esprimesse  1' area  della  sezione  d' na 
solido  fatta  perpendicolarmente  all'  ascissa  x  »  si  dimostrerebbe 
nella  stessa  maniera  che  la  solidità  è  espressa  dall'  integrale  di 
f{x)dxv  imperciocché  indicando  per  P( a?)  questa  solidità,  la 
dJfFerenza  F(a;-Hw)  —  ^{x)  esprimerebbe  la  porzione  del  so- 
lido compresa  fra  le  due  sezioni /*(»),  jf( a?  h-w)-,  e  questa 
porzione  sarebbe  necessariamente  maggiore  di  uno  dei  solidi  pris- 
matici, wf  (  a?  ) ,  e  minore  dell*  altro  wf  (  0:1  h^*  («x  )  «  prendendo  oa 
guanto  si  vuol  piccolo  ;  dal*  che  ne  concluderemmo  che  deve  es- 

•  sere  (^)=j^,  e  quindi  'F{x)=/ydi». 

^  Cosi  per  avere  la  solidità  d'  un  solido  qualunque ,  hìsogaa: 
,,,  prendere  V  kitegrale^  della  funzione  che  rappresenta  la  di  lui 
„  sezione  perpendicolare  all'  asse  degli  x ,  moltiplicata  per  dx 
5,:  e  corrispondente  alla  stessa^  ascissa  a?  9^ . 

Sia  la  curva  da  quadrarsi  una  parabola  Apolloniana*  di  pa- 
rametro a .  L*  equazione   di  questa  curva  è  y^  =  aXy  ovvero 

y  =  y/{ ax)  :  sarà  dunque  Fa?  =  fy/ (ax)  .  dx==:^  V{clx^ )  =^ 

3 

—  xyi  e  perciò  EHP= -?:a?y  =  4  EF. PH:  lo  spazio  adunque- 

parabolico  eguaglierà  due  terzi  del  rettangolo  circoscritto .  • 

Determiniamo  la  solidità  della  Paraboloide .  L'  Asse  della 
Paraboloide  sia  F  asse  degli  a: ,  ed  il  vertice  di  essa  sia  V  ori- 
gine delle  ascisse  •  Una  qualunque  sezione  perpendicolare  alFas^ 
se  e  corrispondente  all'ascissa  x'y  sarà  ^ry*  >  ovvero  (  ponendo 
per  y^  il  suo  valore  ax  )  ,  sala  ^ax  (  essendo  v  la  semicircon- 
ferenza del  circolo  che  ha  per  raggio  l'unità  }. 
La  solidità  adunque  sarà 

f^axdx  =  Tofxdx  =  Ta  —  =  wy^ .  i^ ,  cioè  la  solidità  cercata  e- 

guaglierà  la  metà  del  cilindro  circonscritto.  In  generale  rappre- 
sentando  per  y  una  qualunque  funzione  fx^ìx^  la  quantità 
^{f^T  esprimerà  la  sezione  perpendicolare  all'asse  degli  x  ia 
qualunque  solido  di  rivoluzione  la  cui  curva  generatrice  è  ^  = 
fx^  ed  in  conseguenza  f^ifx)^.  dx  =  '^/(faY  .  dx  esprimerà  la 
solidità  dello  stesso  solido  • 
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§.  91.  Si  chiama  Rettificazione  di  nna  curva  la  determina* 
zìone  della  di  lei  lunghezza ,  o  più  generalmente  parlando  9  la 
determinazione  d'  una  qualunque  di  lei  porzione  in  funzione 
deir  ascissa  cui  quella  corrisponde;  così  essendo  y —fx  Tcqua- 
^-  o  zione  della  curva  ZZ»  e  facendo  AP  =  a? ,  PM==j',  «e  indi- 
^^'  '  chiamo  per  Fx  V  arco  ZM  ^  per  rettificare  la  curva ,  conviene 
determinare  la  funzione  Vx. 

Ora  noi  abbiamo  dimostrato  al  §   81  che  la  differenziale 

deir  arco  è   sempre  eguale  a  V(iH-(J^y')i  dunque  (2)  = 


X 


,9  Dunque  per  avere  la  funzione  rappresentante  un  arco  qua- 
^y  lunque  corrispondente  allVascissa ,  bisogna  prendere  Tintegra- 

,,  le  di  (  i  H-  (— y/  •  ^^  dopo  avervi  sostituito  per  (J^)*  il  va- 

m 

9,  lore  dato  dall'  equazione  della  curva  ,9 . 

Immaginiamo  che  la  curva  ZZ  ravvolgendosi  intorno  Tas- 
se delle  ascisse ,  generi  una  Conoide  ;  le  sue  ordinate  MP  = 
y  =fx^  QN  =^f{  a?  H*  w  )  d^escriveranno  nel  tempo ^tes^o  due 
cirqoli  di  cui  queste  ordinate  saranno  i  raggi  ;  V  arco  MOL  de- 
scriverà una. Zona  Conóidica;  la  tangente  MT  e  la  linea  MF 
parallela  ad  NS,  <1  escriveranno  delle  Zone  Coniche ,  tra  le  qua- 
li la  Zona  Conóidica  sarà  necessaria  mente  contenuta:  onde  per- 
suadersene,  Lasta  suppori^e  che  V  intiera  figura  ZMNmZ'  si  rav- 
volga intorno  all'asse  AB,  »ed  allora  le  tre  superficie  descritte 
dalle  linee  spezzate  MF/a  ,  MNot  ,  MTot  ,  avranno  i  medesimi 
termini,  volteranno  sempre  la  concavità  dàlia  medesima  parte, 
comprendendosi  una  entro  V  altra  :  sarà  dunque  la  superficie  de- 
scritta da  IVETot  maggiore  -di  quella  generata  da  MNot  ^  e  que- 
sta maggiore  deir  ^Itra  fatta  da  MFot,  ié  le  metà  di  queste  tre 
superficie  avranno  ancora^  lo  stesso  rapporto  tra  di  loro . 

Ora.  la  Geometria  c^  insegna,  che  la  superficie  convessa 
ti*  un  *Cono  troncato  è  eguale  al  suo  lato  moltiplicato  per  la  se- 
misomma delle  ciroonfei^nze  delle  due  basi  ;  dunque  indicando 
per  T  la  circonferenza  del  circolo  di  cui  il  raggio  è  =  i ,  la 
superficie   della  Zona  Conica   descritta   dalla  tangente   MT  i= 
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sarà  wf>(x).T(fx^!t{^))l  poiché  £  raggi  delle  due  basì  so- 


no  r  uno  MP = ^  =/a? ,  T altro  QT  =  (JR  h-  RT  =^  H-  w  X 
^£^~^^"^"^£^^*  ^^  superficie  deir  altra  Zpna  descritta  dal- 
la retta  MP==NSi=w^(arH-w)>  sari 

w^(af-f.w).a-{/(»)H- j(^^^^^~^)},  imperocché  è  facile 
vedere  che  i  raggi  delle  basi  di  questo  tronco  di  cono  saranno 

/(a;)  =  PM ,  QF  ==/(«)  H-RF=/ar  H-«  C^l!l!i2)jse  dun- 

que  rappresenfiama  per  Tx  la  funzione  dell*  ascissa  che  esprime 
la  superficie  della  Conoide. ^  è  chiaro  che  la  Zona  Gonoidica 
sarà  espressa  per  Y(a?  h*  w)  —  Yor,  e  che  questa  differenza  do- 
vrà  essere  contenuta  tra  le  due  quantità 

«T^(«){/X-1-|(£)} 

comunque  piccolo  si  prenda  «  ;  si  dimostra  con  nn  ragionamen- 
to simile  a  quello  fatto  (  §•  8 1  )  >  che  questa  condizione  non  può 
avverarsi  in  generale  >  se  non  è 

Avremo  per  tanto 

Ta;  =  T/>(i  ^  (£)*)*.  dar. 

^  

Faremo  le  applicazioni  di  queste  Teorie  quando  tratteremo 
deir  integrazione  delle  funzioni . 

Scolio  .  La  normale  di  una  curva  M  riferita  alle  coordina** 

te  ortogonali  x,y^  è  (  §  78  )  eguale  ad  yV(i^{^?)i  se 
dunque  costruiamo  un^  altra  curva  >  la  quale  avendo  per  ascissa 
la  X  abbia  per  ordinata  una  quantità  a  =j'  v^(  i  H-  (£)')»  I«  <** 
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lei  superficie  sarà  fzdx  =  /j^  V  (  ''  H-  (£)''  )  .  c£a?  ;  ma 
allibiamo  trovata  qnì  sopra'  la  superficie  della  Conoide  Ya?  = 
vfy  ^{i^{^)^)^dxi  dunque  avremo  la  prima  superficie  alla 

seconda  :  :  i  :  t . 

,,  Generalmente  la  Figura  fatta  dalle  perpendicolari  ad  una 
y^  curva  data  9  applicate  come  ordinate  aiU'  asse  9  è  proporzionale 
)>  alla  superficie  dello  stesso  solido  di  rivoluzione  9  formato  dal- 
yi  la  rotazione  della  data  curva  medesima  9, . 

QuestQ  Teorema  è  il  primo  cui  Leibnizio  abbia  applicato 
31  Calcolo  Difierenziale^ 

Trime  ApplicazÌQni  alla  Meccanica 

§•  92-  Ogni  movimento  s'  esprime  analiticamante  per  no  rap- 
frorto  fra.  lo  spazio  ed  il  tempo  :  lo  spazio  è  sempre  uim  tun- 
icione  del  temj)Oj  e  parlando  del  moto  lettiTiner),  se  indichiamo 
per  s  e  per  t  quelle  due  qumitità  9  s-'f{t)  sarà  Y  equazio- 
ne che  esprime  analiticamenre  tutti  i  movimenti  possibili  in  li- 
nea retta  .  Si  avranno'  adunque  tanti  liiversi  movimenti ,  quan- 
ti sono  i  valori  che  possono  darsi  B.f\t).  L'  osservazione  e 
r  esperienza  ci  ha  dimostrato  9  che  due  soli  movimenti  semplici 
esistono  nella  natura  9  i  quali  sono  rappresentati  da  s^=^jaty 
s  =  bt^  :  il  primo ,  cui  appartiene  ¥  equazione  s  =  tó  9  si  chia- 
ma Moto  Uniforme  9  ed  in  questo  gli  spaz)  percorsi  sono  pro- 
porzionali ai  tempi  impiegati  a  percorrerli:  il  secondo  dato  dall'al- 
tra equazione  s  =  &f * ,  si  chiama  moto  uniformemente  accelera- 
to 9  ed  in  questo  gli  spazj  sono  proporzionali  ai  quadrati  dei  tem- 
pi impiegati  a  percorrerli . 

Si  sa  dalla  Meccanica  9  che  il  moto  uniforme  è  quello  9 
col  quale  si  moverebbe  un  corpo  messo  in  moto  da  una  causa 
istantanea  (  da  una  caiosa  cioh  9  che  dopo  avere  in  un  istante 
agito  sopra  di  esso 9  lo  abbandona  )  se  .tutti  gli  ostacoli^  e  le  re- 
sistenze che  incontra 9  non  alterassero  quel  movimento:  il  coef- 
ficiente costante  a  9  che  entra  nell'  equazione  di  questo  moto  9  è 
chiamato  Velocità;  questa  dunque  è  il  rapporto  fra  lo  spazio 
ed  il  tempo  9  rapporto  che  è  costante  in  un  medesimo  moto  u- 
niforme  9  e  che  varia  da  un  moto  air  altro . 
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Si  SA  parìmeote  dalla  Meccanica  ^  che  il  moto  accelerato 
anifonnemente  è  quello  col  quale  si  muovono  i  Corpi  libera- 
mente cadenti  in  virtù  della  gravità,  astrao:}do  però  dalla  resi- 
stenza deir  aria  ;  e  che  in  generale  esso  è  prouOtto  da  una  for- 
za la  quale  agisce  costantemente  ed  egualmente  sopTsi  d' un  cor- 
po mettendolo  in  moto  ^  e  continuando  la  sua  azione  i70n  la  me- 
desiipa  intensità ,  con  la  quale  ha  agito  nel  primo  momento  9  an^ 
che  nel  tempo  stesso  in  cui  quel  corpo  si  muove .  A  questa  fot^ 
Zfl,  che  si  /phiama  JFqrpa  Apceleratrice  9  1$l  quale  è  costante  izt 
uno  stesso  movimento  >  e  che  varia  da  un  movimento  air  altrd  $ 
è  proporzionale  il  coefficiente  b  che  entra  nell'equazione  s  =s 
ht^  9  e  che  esprime  il  rapporto  fra  gli  spaz;  ed  i  quadrati  dei 
tempi  ;  coefficiente  che  è  costante  in  un  Qxedesimo  xnoto.,  e  che 
varia  da  «1  movimento  all'  altre . 

Si  sa  infine  dalla  suddetta  Scienza  che  esiste  in  natura  an- 
cora il  moto  composto  di  questi  due  mavimenti.9  i'a{]{)resentato 
dall'  equazione  s  r^^  at  ^  bt*  ^  che  questo  è  quello  con  .cui  si 
muovono  i  corpi  gettati  verticalmente  di  alto  in  basso,  o  di  bas- 
so in  alto  {  e  che  in  questo  moto  composto ,  i  dae  movimenti  ia 
nulla  si  turbano ,  essendo  lo  spazio  sempre  eguale  all'  aggrega* 
to  dei  due  spaz)  che  il  corpo  descriverebbe  animatp  sèparàt^r 
mente  da  quei  movimenti  ad  uno  per  volta . 

Questo  premesso ,  consideriamo  un  movimeijto  qualunque  ^t- 
tiliueo  rappresentato  dall'  equazione  s  =  ^  (  f  )  .  Alla  fine  del 
tempo  t  il  mobile  avrà  percorso  lo  spazio  p(f),  ed  alla  fine 
del  tempo  ^'H-w,  egli  avrà  percorso  lo  spazio  ^(f  h-u));  sarà 
dunque  (p{t^w)  —  p{,t)  lo  spazio  percorso  nel  tempo  «^  il 
quale  comincia  quando  il  tempo  t  finisce  •  Sviluppiamo  in  serie 
la  funzione  ^(f-Hw),  ed  avremo 


♦(')-^»(*).-*-?{^)-*-,^('^).H-.eo.; 

Dunque  lo  spazio  percorso  nel  tempo  w  sarà  r^preseptsito  «fel- 
la formala 


<*)H-?(S?)-f,^0-he<, 


nella  qnale  il  tempo  t  trascorso  avanti  il  principio  del  tempo 
«a ,  è  consi^rato  come  costante  a  rignardo  del  movimento  che  ba 


Tom.  Il  F  f 
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Inoga  xa  qnesto  stesso  tcmpa  to  ;,  cosi  il  nioiri mento  >  cor  quale 
questa  spazio  è  percorso  y  è  composta  di  difl'erenti  movimenti  par- 
ziali di  cui  gli  spazj.  corri spoudeuti  al  teitìpo  C0|.  sono> 

«(^)'  ^*'i(j^)^  "'-ri^^^  ^*^-  ^^  ^°®^"  movimenti  par- 
ziali  il  primo,  è  un.  moto,  uniforme  >  con,  una,  velocità,  misurata. 

da  (  ^  )  i,  il  seconda  è  na  mota  onifoTmemente.  accelerato ,.  do- 
vuto ad.  una.  forza,  acceleratricc  proporzionale,  a.  (  j^)  »  rapppr- 

to  agli  altri  movimenti ,  siccome-  essi  non-  si  rapportano*  ad:  al* 
cun  movimento  semplice  conosciuto  v  non.  sarà,  necessario  di  con* 
siderarli  in  particolare ,  e  si  vedrà  che  potremmo^  tralasciare  di. 
considerarli  nella,  determinazione  deL  moto,  al  principio,  del  tem-^ 
pò  w.. 

§•  93'   Sviluppiamo  la   funzione^  (  fH- w  )  fermandosi  ali 
quarto,  termine  (  §.'  36  )  ed.  avremo^ 


sendo  fli  medio  tra   zero  ed*  co  :  lo^  spazio^  percorso^  allora^  ueL 
tempo,  u  sarà-  espresso,  esattamente  da. 

(ofJ?)H-!!!!(j!?)^J!^(^^»^;;^'>),.  ed  i  due- primi  termini  rap-- 

presentana  il  movimento  composto  di  un  moto  unifórme ,  e  di 
unifórmemente  accelerato  >  ed  il  terzo  termine  rappresenta  la  som- 
ma degli  altri  movimenti  che  si  combinano  con  i  primi  9  ed  im- 
pediscono al  vera  movimento  d*  essere  composto  d*un  moto  uni- 
forme» e  d'  un  uniformemente  accelerato  soltanto. 

Ora  è  facile  vedere  che  possiamo  tanta  impiccolire  w ,  che 

il  movimento  composta  dei  due  termini  w.  (^)  «4-  w' .  -^  (77!)  s*av- 

vicini  tanto  al  vero  movimento  r  che  nessun  altro-  moto  composto 
di  un  uniforme  >  ed  un  uniformemente  accelerato  possai  avvici- 
narsi pili  di  lui:  infatti  la  differenza  tra  il  movimento  composto 

w(^)  H- w*.i.(^),  ed  il  vero  movimento 


y 
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che  indicheremo  per  I).:  ora  lo  spazio  descritto .  nel  tempo  a 
da  qnàlanqne  .altro  imovimento  composto  d*  nn  nnìforme ,  e  d' nn  u- 
niformeraente  accelerato  essendo  rappresentato  da  auH*6u')  la 
difièrenza  tra   qnesto   nuovo  spazio   ed  il  vero  spazio  ^   sarà 

O  ■*■  «* -7(9)  -^  "•:.r5  ( -.V^')  -  ''»  - '*»*  = 

{(^j)-,a>»-*.{^{5?)-J><-'H-«'.jÌ5(££i-l)).Ia. 

dichiamo  per  A  ^nest*  ultima  differenza  ,  ed  un  ragionamento  si- 
mile a  r<péì\o  fatto  ,al  §  8i  9  ^ci  :dimostrerà  -che  potremo  pren- 
dere w  ftale  da  .rendere  (  qualunque  siano  a  jS  )  la  quantità 
A  >  D  ^  .ed  in  conseguenza  un  movimento  qualunque  ^composto 
,  aw  H*  iw*  sempre  più  .differente  .dal  vero  movimento  ,  di  quel* 

lo  che  ne  sia  ;il  moto  .composto  .(o(^)  -i-  «'  •  —  (^) . 

Dunque  possiam  prendere  w  in  maniera  che  co(^)  esprima 

,ciò  che  puQ  .esservi  di  moto  uniforme  ,tiel  moto  cpmposto  >  «  cha 

tó' .  i.  (£!?)  esprima  tutto  ciò  che  può  esservi  di  moto  tmitormc- 

mente  accelerato;  e  di  qui  risulta  che  ogni  moto  rettilineo ,  rap- 
presentato dall'equazione  ,5  =  f)(t),  può  in  un  istante  qualim- 
que  alla  iine  ;del  «tempo  tj  .considerarsi  come  un  composto  ttli  di- 
versi movimenti ,  cioè  uniforme. ,  uniformemente  accelerato  >  «d 
altri  ;   neir  :aggregato  ,0  totalità  di  questi  movimenti  1   tutto  ciò 

che  vi  è  di  moto  uniforme  è  .dovuto  alla  velocità  (  ^  )  ,=  (  *  ì  ; 

«  tutto  ciò  che  vi  è  di  moto  uniformemente  accelerato  9  %  -do- 
vnto  ad  una  forza  acceleratrice  .agente  sul  mobile  9  e  proporzio- 

naie  a  (  ^  )  =  (—),  «  tutto  ciò  che  appartiene  :ad  altri  movi- 

menti  si  deve  ad  altre  cause  »  delle  quali  non  possiamo  determi- 
nare la  natura ,  almeno  volendole  dedurre  da  qualche  fenomeno 
conosciuto  di  jfaoyimento.  Ma  sé  queste  cause  >  le  quali  impedis- 
cono al  movimento  proposto  d'  essere  uniforme  9  cessassero  tutte 
ad  uu  tratto ,  il  movimento  ,  da  queir  istante  in  cui  cessano  > 
continuerebbe  in  una  maniera  uniforme  9  e  con  una  velocità  mi-' 
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surata  ^  (^);  e  se  Y  effetto  di  queste  cause  in  vece  di  di  veni- 

re  nullo,  divenisse  costante  >  il  moviirento  diverrebbe  composto 
d' im  moto  uniforme ,  e  d'  un  moto  nniformemente  accelerato  i 
cominciando  nel  medesimo  Istante  9  in  viitù  d' una  forza  accele- 

ratrice  costante  e  proporzionale  a  (^) .   Molti  fenomeni  della 

Natura ,  «  sopra  tutto  i  risultati  di  differenti  esperienze  che  so- 
no state  immaginate  sopra  la  caduta  dei  corpi ,  confermano  pie- 
namente questa  conclusione  y  la  quale  deve  essere  rigttardata  co- 
me il  principio  fondamentale  della  Teorìa  del  movimento. 

Dunque  in  generale  in  ogni  moto  rettilineo  nel  quale  Io  spa-^ 
zio  percorso  è  una  funzione  del  tempo  impiegato  a  percorrerlo, 

(~)  rappresenta  la  velocità,  e  (0)  la  forza acceleratrice  in  un 

istante  qualunque;  così  data  T  equazione  d'^un  movfmento  qua- 
lunque ^  =  ^(f),  il  Calcolo  Differenziale  ci  darà  subito  te  due 

funzioni  (  J  )  i  (  ^  )  >  che  rappresentano  come  abbiamo  detto ,  la 

velocità  e  la  forza  acceleratrice  in  un  istante  qualunque . 

E  qui  vuoisi  per  maggior  chiarezza  osservare  che  quando 
si  dice  che  in  un  moto  qualunque ,  terminando  il  tempo  t  e 
cominciando  il  tempo  u> ,  il  quale  può  esser  piccolo  quanto  vo- 
gliamo,  la  velocità  è  rappresentata  da  (^),  e  la  forza  accelfl- 
ratrice  da  (?i)i  iw>^  vuol  dire  che  in  questo  tempo  co  altro  non 
VX  sia  che  un  moto  uniforme  dovuto  alla  velocità  (— )  ed  uno 

uniformemente  accelerato  dovuto  alla  forza  {~)i  poiché  vi  è 

un  altro  aggregato  di  movimenti  che  non  si  dee  trastcnrare  :  ma 
vuol  dire  che  tatto  ciò'  che  vi  è  di  moto  nniforme»  è  dovuto  a 

(^),  e  tutto  ciò  che  vi  è  di  moto  nniformemente  accelerato >  a 

(  ^  )  ;  di  modo  che  se  terminando  il  tempo  t  terminassero  anc(>> 
la  le  cause  che  prodoceno  tutti  gli  altri  movimenti  >  il  mobile 
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iacomincìerebbe  a  muoversi  nel  tempo  co  con  un  moto  unifor- 
me ed  tino  nnìformemente  accelerato ,  de'  quali  abbiamo  sopra 
determinata  la  velocità  e  la  forza . 

Tntta  questa  maniera  di  considerare  il  moto  si  deve  air  im- 
mortale La -Grange. 

Possiamo  giungere  allo  stesso  risultato  per  un'  altra  conside- 
razione che  può  forse  essere  anteposta  ai  ragionamenti  fatti  qui 
sopra . 

Nel  tempo  o)  y  il  quale  comincia  quando  t  finisce  >  Io  spa- 
zia descritto  è  (^)  w  ^  (^)—  H-  C??)—  H-  w*  ec  Ora  imma- 

giniamo  una  velocità  media  V  tale  che  il  corpo  velocitato  da 
essa  9  faccia  con  moto  equabile  ed  uniforme  nel  tempo  (o  lo  stes- 
so spazio  che  ei  faceva  in  virtù  dei  movimenti  variati  da  cui 
è  realmente  animato . 

Se  io  suppongo  che  sia  v  la  velocità  con  cui  comincia  il 
movimento  nel  tempo  (o  y  ovvero  la  velocita  che  ha  il  mobile 
alla  fine  del  tempo  t  y  Y  espressione  di  V  dovrà  avere  questa  forma 
Y  =^  V  '^  ijòz  y  essendo  (oz  una  funzione  di  (o  e  di  f  9  che  si 
annulla  quando  00  =  o ,  giacché  allora  dobbiamo  avere  Y  z=v: 
sarà  dunque 


ora'  quest*  ultima  equazione  dovendo  esser  vera  per  qualunque 
valore  dell'  indeterminata  u ,  è  dimostrato  neir  Algebra  Cartesia- 
na che  i  coefficienti  delle  respettive  potenze  di  u  debbono  cor 
stitnire  da  se  medesimi  dell'  equazioni  egualmente  vere  ;  dunque 
deve  essere 

V  —  (^)  =  o ,  e  quindi  v  =  (^)  ;  dunque  la  velocid^  del  mcv 

bile  alla  fine  del  tempo  f,  è  rappresentata  dalla  unzione  (^). 

lacualmente  essendo  la  sonmia  degli  spaz;  descritti  nel  tem^ 

pò  u,  escluso  (^)  «>)  il  quale  è  £itto  con  moto  equabile  ed  v 
Jiiforme,  è 
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Se  noi  immagiaiama  una  for:^a  lacceleratrìce  inedia  P ,  la 
quale  nel  saddetta  tempo  (o  faccia  percorrere  al  mobile  con  mo- 
to nniformemente  accelerato  .uno  spazio  «gùale  a  quella  somma , 
descritta  con  moti  variati,  e  se  noi  supponiamo  F  =s=jf,^{,  coy, 
essendo  f  la  forza  acceleratrice  alla  fine  del  tempo  1 9  «d  wy 
una  funzione  di  u)  e  .di  .^9  che  si  ^annulla  quando  to  =z=  o  9  avre- 
mo r  equazione 

La  quale  dovendo  esser  vera  per  tutti  i  valori  di  w ,  ci  ,dar^ 
/==  —  (^)  :  dunque  .io  qualunque  .movimento  variato  la  forza 
acceleratrice  alla  fine  del  teoipo  t  è  «spressa  rda  JL  (  li  ) ,  e  quin- 

di  è  proporzionale  a  (  ^  )  1  come  abbiamo  detto  sopra . 

;Nel  moto  jmifoi'me  .rappreseutato  dall'  equazione  5  =  at  -si 
ha  (  — )  ==  a ,  (^)  ==  o  ,  in  questo  moto  ;CÌoè  il  coefficiente  <i 
rappresenta  la  velocità  >  -e  la  forza  ^acceleratrice  ^yi  è  nulla; 
neir  uniformemente  ;accelerato  J8  =  ht"  ^  si  ha  (^)  =  ^ht  ^ 
(^)  =  2S>  e  così  la  yelocità  in  un  istante  qualunque  è   prò- 

4 

porzionale  al  tèmpo  trascorso  dopo  T  origine  'del  moto  9  ed  il 
rapporto  fra  la  yolocità  ed  il  tempo  esprime  la  forza  accelera- 
trice,  ed  è  ,<loppio  'del  rapporto  tra  lo  spazio  percorso  ed  il 
quadifato  ^el  tempo .  ,  i 

§•  94.  Considerianjo  .ora  nn  movimento  curvilineo  ^qualun- 

S"  ^ ^/que v^ssendo  la (Ctìrva .descritta  EMF  collocata  in  un  piano 

e.  riferita  ai  due  assi  rettangoli  AC  >  AB,  ;dei  quali  il  primo  sia 
quello  degli  y ,  ed  il  secondo  .quello  degli  x .  Il  corpo  pel  muo- 
versi si  troverà  sempre  in  alcuno  dei  punti  biella  curva  IIF ,  ed 
il  ^unto  .M ,  xie}  /quale  .ad  un  .certo  istante  il  corpo  ,è  ^  <iipen- 
dera  dal  tempo  per  il  quale  .è  seguito  il  movimento .  Xia  posi- 
zione adunque  .del  punto  M  sarà  nna  funzione  ,del  tempo  •  Con- 
duciamo le  coordinate  MQ  =  a7,  MP  =  ^;  la  posizione   del 
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punto  M  è  determinata:  dà  queste  coordinate  ;  esse 'diéique  sono 
Sanzioni  del  tempo>  e-  per  questo*  ciascuna;,  di;  esse  può  rappre^ 
sentare  una  spazio  rettilineo  descritto  con  un  movimento*  espres- 
so dalla;  funzione  del  tempo ,;  alla,  quale'  è  eguale  la.  stessa  or- 
dinata:. 

Sìa:  dunque  0G^=^f(t)yy^=¥(t)ì  dètermuiato  f ,  sono  subito 

determinate  le:  coordinate  AP',  AQ>  ed  in:  conseguenza  il  pun- 
to ]ML  ove  trovasi  il  mobile  ::  ora;  supponiamo  che  oltre  il  vero 
corpo  che  muovesi  nella  curva  y  vi  sieno-  due  corpi  fittizj  dei 

quali  uno  si  muova.  lungo  Y  asse  AB,.  T  altro*  lungo»  T  asse  AG 

con:  dei  movimenti  rappresentati  rcspettivamente  da:  quelle  due 
equazioni  oc  =f{t)  y  j?=  F(f  )  :  è  chiaro  che  iilue  punti  dei 
due  assi»  nei  quali  si  troveranno  i  còrpi  immaginati  alla  fine 
del.  tempo,  t  y  determineranno*  il  punto  della:  cniira  nel  quale  si 
trova'  il  vera  corpar  essendo-  quei  punti  la*  projezione  del  pun- 
to M  della  curva  ;  dunque  un  movimento-  qualunque  può  natu- 
ralmente ridursi  à  due-  iliovimenti  rettilinei  sopra:\i  du&  assi  del- 
le coordinate ,  e  questi  movimenti  possono»  riguardarsi  come  de- 
scritti dai  mobili  che  sono  le  proiezioni  del  vero*  mobile  sopra 
i  due  assi  medesimi  ;;  quindi  è  che  gli  stessi:  movimenti  possano 
considerarsi  come  la  projezione  del  vero  movimento  i  così  po- 
tremo riguardare  come  conosciuto  il  mota  per  la  linea  EMF^ 

quando  saranno:  conosciuti  i  movimenti  rettilinei  per  i  d^e.assi. 

Infatti  conosciute  le  equazioni  x  :=f{tyy  y=  ^{t)  si 
ha  per  qualunque  tempo?  t  il  luogo  M  del  mobile ,  ed  eliminan- 
do t  per  mezzo  di  esse  ^  abbiama  V  equazione  della  .curva  de^ 
scritta . 

Consideriamo  adunque  x  due  movimenti  x  z=f(t)y  y  =  F(f  ) 

rettilinei^  come  componenti  il  moto  curvilineo  per  EMj  il  mo- 
bile posta  in  M  tenderà  a  muoversi  parallelamente  air  asse  AB 
col  movirfientO'  a:=/l[t)>.  e  parallcramerite  all'  asse  AC  col  mo- 
vimento /  =  F(f  ) .  Ora  per  ciò  che  si  è  detto  sopra  (^)  >  (3^) 

rappresentano  la  velocità  e  la  fòrza  acceleratrice  che  si  ritrova 
alla  fine  del  tempo  t  nel  movimenta  x=r/ì[f) ,  ed  egualmente 

{£)  i{j^)  rappresentano  le  simili   quantità  per  il  movimento 
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p.         ^  =r  F(t):  dunque  il  corpo  poito  in  M  tende  a  muoversi,  ed  e^- 
^^^^'fettivamente  nel  primo  istante  alla  fine  del  tpmpo  ^»  si  mnove 

nel  senso  degli  x  con  una  velocità  (  j^)»  ^  con  nna  forza  a^,e- 

leratrice  (0)  >  e  nel  sensQ  degli  y  con  aoa  veloci^  i^)  P  con 

nna  forza  accekratrice  (^). 

Sappiamo  poi  dàlia  Meccanica  che  un  corpo  animato  da  dujcr 
movimenti  uniformi  »  o  (}a  due  movimenti  uniformemente  acc^r 
lerato  i  secondo  due  direzioni  perpendicolari  tra  loro  9  dei  quar 
li  a ,  6  siano  1^  velocità  o  le  forze  9Pcel(Bratrìci  9  tende  a  mno? 
versi ,  e  si  muove  >  quando  tali  movimenti  ppu  siano  turbati  » 
con  una  velocità  o  coi^  una  im%%  acceleratrìce  rapprespntata 
da  v^(a*H^&'}9  e  con  una  direzione  la  quale  fa  con  le  due 
direzioni  dei  movimenti  oomppnepti  due  angoli  »  di  cpi  i  ppseni 

sono  — ^—m  >  ..  m*  >..'  dunque  le  due  velocità  (  — ìtf^ì 
daranno  la  velocità  composta  >/((T'^yH-(^)*)9ele  due  forze 
acceleratrìci  comporranno  la  forza  l/((^)*H-(2r)*)  •  ^  ve- 


ita  composta  che  indicheremo  per  u  9  farà  con  gli  assi  degli  a; 

e  degli >  due  angoli  >  i  coseni  dei  quali  saianno  (^)  •*  u  >  (  j^)  :  z£> 

Ha^resentiamo  ora  per  9  X  arco  £1^  >  ed  ^SjBndo  esso  u|ia 

funzione  del  tempo,  avremo  (  5  8i  )  (^)  =  %/((-)*  H-  (7^)')» 


e  quindi  {j-)zssu:  snA  dnnqqe  (  j)  la  veloci^  del  mobile  ^1- 

la  fine  del  tempo  t'f  ^}  più  1^  direzipne  di  questa  velocità  sarà 
la  stessa  di  quella  della  tangente  MT  alla  cnrva  nel  pnnto  M  : 
imperciocché  gli  angoli  TM;n,TMn  che  la  tangente  1^7*  ^^ 
con  gli  assi  (  §•  80  )  e  sono  tali  che 

co«.  TJto  =  ^=: L~_, 
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COS.  TM»  =  (^)  :  V (  I  H-X^y  ) ,  e  ponendo 

qaestì  dae  coseni  ^ono  evidentemente  gli  stessi  che  quei  itegli 
angoli  9  i  quali  fa  la  direzione  della  velocità  composta  con  V  as* 
se  i  dunque  la  direzione  della  velocità  coinciderà  con  la  tangen- 
te della  curva  ;  €  di  qui  segue  che  se  le  cause ,  le  quali  impe* 
disGono  al  movimento  d'  .essece  rettilineo  i  cessassero  in  nn  istan- 
te qualunque  >  il  corpo  continuerebbe  il  suo  moto  nella  direzio- 

ne  della  tangente  e  con  una^ velocità  eguale  a  (^). 

§.  95.  Passiamo  ad  applicare  il  liialcQlo  Differenziale  alla 
ricerca  dei  Centri  di  Gravità. 

Sia  r  area  APM  compresa  tra  Y  ascissa ,  Y  ordinata  e  Y  ar-  p, 
co  AM  )  della  quale  si  dimanda  il  centro  di  gravità  G .  Prendia-  ^  ^ 
mo  per  assi  dei  momenti  i  medesimi  due  assi  delle  coordinate 
^  9  jf ,  e  supponiamo  per  maggior  semplicità  Y  origine  dell'  area 
neir  origine  delle  ascisse  .  Sia  AP  =  x  ,  PM  =y  y  e  dal  cen- 
tro G  conduciamo  le  due  perpendicolari  GO  9  GQ  ai  due  assi 
AH  9  AP .  Rappresentiamo  ora  per  ^{x)  il  momento  dello  spa^ 
zio  AMP  relativamente  all'  asse  AH  )  e  facendo  PR  =  dd  >  si  a- 
vrà  ^(o?)  =  GQ. Jydx.  U  momento  dello  spazio  AER  sarà 

^(a?  H*  w)  =  p{x)  H*  (o(^)  •+  oa*R,  e  questo  sarà  minore  del 

momento  di  AMP  h*  PS£R  ,  e  maggiore  del  momento  delio  spa- 
smo AMP  H-  PMDR .  ladicando  questi  tre  momenti  per  m  >  m\ 

m ,  è  fàcile  vedere  che  (  facendo  RE  =j>-f.«(2)H*  w'p  )  » 


sarà 


Tom>  Il  Gg 
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Fig.  20.  "»"  =  ^(*)  ^  "^^  •*""(^>  ^  "'^^(*  "^  T^» 

m   =  ^  (  a?  )  H-  wy  {x  -h  -^  )  »  e  dovendo  sempi?e  essere^ 


m"  —  m>  m  —  to>  ovverà 


'{(fj-^^p}{^'^i):^.^{ifj-^}-^^^^^^^ 


comujMjue  d*  aItr**onde-  pìccolo^  si  prenda  w>  ne"  segue  che  do- 
vrà  annitllarsi  da  se  medesimo*  (  J-  8i  )  il  coefficiente-  (^2)  —  xy\ 
dunque-, (^J.  =r  xy ^  e  quindi;  ^(a?)'  =  fyxdx:  ma  p{x)  = 


dy 


,_,«(£)-.  «V 


GQ -^cfa?;  dunque  GrQ=  fe^  .  Fer  trovare  GO  »  indichiamo 

per  p{.x)  il  momento-  dello-  spazio  APM  relativirmente  ali*  as- 
se AR ,  ed  avremo  (  rappresentando  per  m"  ìTti  ym  i  momen- 
ti dei  tre  spazj  sopra:  considerati  ) 

m  =  ^(ap)  •4»  w/.-^r  ora  dov^eado  sempre  essenr  to'  —  nr  > 
m'  —  vij  ovvero 

«>  {(*)-^«i'>-^^  {(£>-«-?»>'>«  {(g)-0-^-»'Er 

avremo  (  ^  )  i^  il ,  e  qtiindf  ^  (  a?  )  ==  /^  dx  :  ma  ^  (  «  )  == 
fjO/ydxì  dunque 

a      jydx 

Se  j^  =^/a7  esprimesse  Y  area  delk  stóione  d'  ufl  solido  fat- 
ta perpendicolarmente  air  asse  degli  a?,  e  corrispondente  air  a- 
gcissa  X  1  dimostreremo  nella  stessa  matiiera  che  là  distanza  del 
centro  di  gravità  di  questo  solido  da  un  piano  parallelo  alla  se- 


ri" 
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ziooe)  iC  che  jtìssa  per  T  origine- delJe  ascisse,,  è  •^^.  .         . 

Trovando  poi  le  distanze  rdel  ^^entro  -da  tlne  àkri  piani  pciv 
pendicolari  al  primo ,  sarà  determinato  il  centro  di  gravità  del 
solido  medesimo . 

;Per  trovare  il  .centro  di  gravita  G  «deir.arco  AM,  chia-^,,. 

miamo  (p(^)  il  momento  vdi  gueist^arco  Telati vamente  air  asse  -AB , 
ie  sarà 

Sapponiamo  che  AP  divenga  AR,,  (condnciamp  l'ordinara 
RN.,  le  tangenti  ai  punti  M,N  finché  incontrino  le  ordinate 
PM,  RN  pròlongate  in  T,T',  e  la  retta  JID  parallela  al^^ 
T'N  .  Facciamo  PR  =  w ,  -ed  avremo 


(^(«H-  w)  =  ^(x)  H-  w  (  7^)^^"  y  R  =  to' per  «esprimere  il  mo- 
mento >di  AMN  ;  ma  qoesto  roonrento  debb*  esser  sempre  mino- 
•re  del  momento  di  AM  -f-  MT ,  e  maggiore  del  momento  di 
AM  H-  MD.|  comunque  pìccolo  si  prenda  w  (-poiché il  momen- 
to di  ciascun  punto  della  MD  è  minore  del  momento  di  ciascun 
punto  corrispondente  nell'arco  MN,  ed  il  momento  di  questo 
punto  è  minore  di  quello  tche  gli  corrispeode  nella  tangente  MT  ); 
dunque  indicando  per  ;m  ' ,  m  questi  ^ue  momenti  ^  ed  osservan- 

do  che  (  si  fa>  =  i/{iH.(g)}) 


m  =.mom.  (  AMh-  MT  )  =  ^(«)H-  Cx^  -(^))wf» 


ni  =zmom.{      AMN     )=  ^(a?)*j-xtì(^)H- jR 
m  =  mom.  (  AM  H-M33  )  =  ^(a?)-^(yH-^(^))wf^^ 


essendo  f  ciò  che  diviene  y  tjuando  k  sì  cangia  in  x^^  ta^ 
si  avrà  m'  —  m  >  m  — m  ;  ora  nell'  espressione  ili  ni'  —  mi 
termini  sono  moltiplicati  o  per  w*  o  per  potenze  superiori;  don- 
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•a-         epe  (  70 1 85  )  acciò  tis  sempre  m"  —  m  >-  m'  — •  m'  bìs(^a 

^^''^''cho  in  *»"  —  "*'  "^^  ^^  siano  termini  molti olicatì  ner  la   Tìrtma 

potenzi 
(S)=J'/*i  dunque 


^3* 

^le  (  _ 

àie  in  m"  —  ^'  °on  vi  siano  termini  moltiplicati  per  la  prilna 
di  d)  )  la  qual  condizione  ci  &  l' equazione 


dx 


quindi 

GO= ~ 

Per  trovare  la  distanza  GQ  del  centro  di  gravità  dalFal- 

iT  

tìo  asse  AG ,  dal  punta  N  si  condurrebbe  ND'  parallela  ad  MT , 
ed  mx  timik  ragionamento  ci  porterebbe  a  eonclodere  che  £t^ 
cendo 

nt  =  mxm.  (  AM -^ ND'  )  =:  ^(»)  ^  («  h-  -)  w/*, 
ni  ^mom\     AMN      )  =  ^(a?)-*- {o(g)-<.^R, 


OT  =mom.  (AM-^.l^T)  =  ^(3cJ-i.(*H--)w/(iCH-tó), 

debbe  essere  sempre  ra"  —  i»  >  ni'  —  ni  1  dal  che  si  deduce: 
a/«  =  (g),  e  Quindi  • 

^x  =/*v/Ci  -4-(^r).d*;  ma  ^a?  =^  GQ./v/(  i  -+ (fi)*")^*J 
dunque 

/v(.-(*)*).^- 

Volendo  il  centro  dì  gravità  della  saperHcie  conoidica  for- 
^  mata  dal  ravvolgifhento  di  AMN  intorno  AB ,  faremo  un  simi- 
le ragionamento  :  il  centro  di  gravità  è  neir  asse  AB ,   e  rap- 
porto ad  un  piano  perpendicolare  ad  AB ,   il  momento  della 
saperlicic  conoidica  fatta  da  AMN ,  è  medid  tra  1*  aggregato  dei 
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momenti  della  supwficie  conoidìca  fatta  da  AM ,  e  della  z(ma 

conica  fatta  da  MT ,  e  l' aggregato  dei  momenti  della  stessa  su-    ^^' 

per/ìcie  conoidìca  >  e  dell'  altra  zona  conica  descritta  da  TVID . 

Per  r  applicazione  di  queste  Teorìe  rimandiamo  i  nostri 
Lettori  ai  Trattati  di  Meccanica . 

S  e  o  L  1  o    I. 

Tutti  i  Problemi  e  Teoremi  che  noi  abbiamo  sciolti  e  di- 
mostrati nelle  superiori  dottrine  delle  curve ,  sono  appoggiati  à 
questo  principio  9,  Se  delle  due  quantità  wB  »  C  h-  ooD  ,  nelle 
,  quali  B  e  D  sono  funzioni  di  w  di  questa  forma  a  h*  i&co  h« 
)  cw*  H-  ec.  )  debbe  la  prima  esser  sempre  maggiore  della  se- 
>  conda  ^  qualunque  sia  u) ,  conviene  che  la  quantità  G  si  an- 
,  nulli  da  se  medesima ,  poiché  senza  questo ,  potrebbe  deter- 
)  minarsi  o  concepirsi  determinato  u)  in  modo  che  fosse  ooB  < 

Noi  abbiamo  dimostrato  questo  principio  (§.  81  ),  e  ci  lu- 
singhiamo che  i  nostri  Lettori  non  possano  avervi  alcuno  scru- 
polo :  pure  non  sarà  tempo  perduto  il  riguardare  la  medesima 
verità  sotto  un  altro  punto  di  vista ,  che  sebbene  non  porti  mag- 
gior rigore  Geometrico  alle  soluzioni  che  abbiamo  date ,  pure 
le  mette  nel  caso  dì  essere  più  facilmente  concepite ,  e  taluna 
volta  rese  ancora  più  semplici .  E'  dimostrato  neir  Algebra  Car- 
tesiana che  se  abbiamo  un  equazione  A  H-  B^v  h-  Cx"  h*  Eoe'  -j- 
ec.  =  o ,  la  quale  debba  essere  vera  per  tutti  i  valori  possibi- 
li che  a  noi  piace  dare  ad  a?  1  è  necessiirio  che  i  coefficienti 
delle  rispettive  potenze  di  x  si  annullino  da  se  medesimi  9  cioè 
che  sia  A  =  o ,  6  =  0,  G  =  o  ec.  Ora  delle  due  quantità 
(oB ,  C  H-  wD  dovendo  essere  sempre  la  prima  maggiore  della 
seconda ,  qualunque  sta  to ,  esse  difTeriranno  tra  di  loro  di  una 
differenza  che  varierà  col  variare  di  co  ;  se  questa  diflerenza  a- 
vrà  la  forma  wL  >  per  quanto  essa  sia  una  funzione  incognita , 
avremo  «B  =  G  h*  wD  h-  wL  ,  ovvero  Geo''  H*  wD  —  u}B  h* 
wL  =  o  :  quest*  equazione  dovendo  esser  vera  per  qualunque  va- 
lore di  où ,  se  sarà  essa  ordinata  secondo  le  potenze  di  w ,  ci  da- 
rà tante  equazioni  quanti  sono  i  coefficienti  delle  respettive  po- 
tenze  di  queir  indeterminata  ;  sarà  dunque  G  =  o ,  come  noi 
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avevamo  trovato  con  altro  ragionamento  :  faremo  uso  di  qnesto 
princ  pio  nella  soluzione  dei  due  seguenti  Problemi ,  nno  di  Sta- 
tica ,  r  altro  d*  Idrodinamica  . 

Io  mi  lusingo  che  i  Lettoli  versati  nelle  Teorìe  degli  infini- 
tesimi ,  sempre  inesatte  ^  che  cBe  ne  di<;ano  i  loro  Apologisti ,  sa- 
ran  soddisfatti  ^  nel  vedere  coxrm  le  più  complicate  questioni  pos- 
sano trattarsi  per  mejLzo  dei  nuovi  principj  del  Calcolo  Diffe- 
renziale ,  e  come  le  soluzioni  di  esse  acquistino  quella  precisio- 
ne e  quel  rigore  geometrico ,  che  era  presso  che  sbandito  per 
r  abuso  delle  quantità  infinitamente  piccole .. 

PROBLEMA    PRIMO 

§.  ^6.  Determinare  le  condizioni  d'  equilibrio  fra  tutti  i  Gei- 
nei  a  una  Volta  qualunque  ciliadrica . 

Fiff  122       ''  Siano  ACA'  la  curva  interna  d'una  volta  cilindrica,  aca^ 
^'       la  curva  estema.  Supponiamo  che  a  ciascun  cuneo  siano  appli- 
cate delle  forze  assolute  qualunque  V^F^F'  eo.f^f  ec.  Sia- 
no X^X^  due  cunei  consecutivi .  sottoposti  respmdyamente  all' a- 
zione  delle   due  forze  F,F..  Le  giunture   wM^^NijpP  ec- 

debbono  essere  perpendicolari  alla  curva  interna  ACA' ,  tanto 
per  la  grazia  della  volta ,  che  per  la  solidità  della  costruzione  ; 
perciò  noi  le  sifpporremo  tali . 

IL  Avendo  preso  sulla  direzione  della  forza  P  la  parte  XE 

per  rapppesentaria  ^  la  decompongo  in  due  altre  forze  Xu ,  Xf,  9 
perpendicolari  alle  due  giunture  otM  ^  nN  del  cuneo  X .  Sia  X' 
il  punto,  in  cui  la  direzione  <lella  fòrza  Xf  incontra  quella 
FX  deUa  forza  F .  Prendo  sulla  FX  la  parte  XÌH  per  rap- 
presentare  la  forza  V  ^  e  la  decompongo  in  due  altre  forze  X  5  > 
X7  perpendicolari  ni  due  punti  nNrypP,  del  cuneo  X'.  Allora 
i  due  tjuuei  X .,  X'  ^i  faranno  equilibrio  ,  quando  le  fdue  forze 
Xt  y  X  g  direttamente  ojpposte  y  colle  quali  essi  agiscano  ì'  uno  con- 
tro r  altro  ^  sai*aiiuo  inoltre  eguali.  Non  si  tratta  ;adunque  che 
di  formare  Y  equazione  Torza  Xt  =3=  Forza  Xq  ^  «  tii  sostituire 
invece  di  queste  forze  i  loro  valori. 
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III.  Il   paraHelogramma    XtEu ,   dà    Forza   X*  ==  Forza  «• 

fio.  Q2 

XEx^S  =  Fx^%  ed  U  parallelogramim)  XjE'Z  dà  pa- 

/#)».  Atti  '   'tn.  Att»  ^ 

liinente  Forza  X'a  =  F^  x  ^^r  Quindi  si  àvfà 
Fx -^^  =  Fx'-^lg ,  orvvera 

sen.  KtE  se»,  K  JL. 

■ 

f  A  ^  Z.  =  ^*'»-  X«E  X  tea.  X'E't 

IV.  Siano  I  il  pnnto  Ai  concorso  delle  giunture  nzM  >  nN 
prolungate;  T  quello  del  concorso  delle  giunture  «N,pP,  pa- 
rimente prolungate;  H  ed  L  i  punti  di  concorso  delle  giuntu- 
re esterne  otM,j>P  coir  asse  veiticale  CO;  Z  e  G  i  punti  di 
concorso  delle  forze  F  9  F'  collo  stesso  asse .  I^Ii  è  chiaro  che 
l'angolo  XfE  è  eguale  all'angolo  NIM^  poiché  i  lati  deiruno 
sono  perpendicolari  a  quelli  deir  altro  •  Per  la  stessa  ragione 
r  angolo  ISlqE  è  eguale  all'  angolo  PTN  •  Di  più  conducendo 
per  il  punto  z  >  in  cui  la  retta  Xu  incontra  la  giuntura  rnS/L  > 
la  retta  zz  parallela  alla  direzione  della  forza  F  >  si  vedrà  che 
r  angolo  wXE  ,  o  V  angolo  uzz  =  ang"".  uzk  —  a/^g^.  Iczz  = 
po'*  —  (  ang".  CZE  —  ang"".  CHN-  ) ,  e  per  delle  considerazioni^ 
simili ,  r  angolo  XEq  =  90*  —  (  a/z/.  CLP  —  ang"".  GGF'  )  . 
Dunque  prendendo  sempre  il  seno  tutto  per  Y  unità ,  si  avrà  dal- 
la Trigonometria  sen.  XEt  =  cos.  CZE  x  cos.  CEtM  h*  sen.  CZP 
X  sen.  CHM  ;  e  sen.  X'Eq  =  cos  CGF  x  cos.  CLP  H-  sea  CGF 
X  sen.  CLP .  Quindi  V  equazione  (  A  )  si  cangierà  in  questa 

CB)  —  =  ^^•'  NTM  (  €0S.  CGP.  COS.  CLP  ^  ieik  CGg^  seti.  CLf  ) 

^      ^  *  "  '  B'         SiM.  PTN  (  COS.  CZP .  cùs.  CHM  -+  sin.  CZF .  sen.  CHM  )  ' 

Da  questa  equazione  si  vede ,  che  conoscendo  la  figura 
della  cnrva  interna  >  gli  archi  MN ,  NP  ec  ai  quali  corrispon- 
dono i  cunei  e  le  direzioni  delle  forze  F ,  F'  ec. ,  si  conosceran- 
no  r  rapporti  delle  stesse  forze  e  la  figura  della  curva  esterna. 


'^' 
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^.  §.  97.  Supponendo  che  la  curva  ddla  volta  formi  un  arco 

continuato ,  prendiamo  due  porzioni  eguali  MN  j  NP  di  qucst'  ar- 
co )  e  siano  F  i  F'  le  risultanti  di  tutte  le  £Drze  che  respetti va-^ 
mente  agiscono  sopra  ciascuna  di  queste  porzioni  ;  sianq  FZ  ^ 
KG  le  direzioni  di  queste  risultanti .  Gondaciamo  all'  asse  ver- 
ticale CO  le  ordinate  MR  ,  R'N ,  PR" .  Sia  MH  la  normale  al- 
la  curva  nel  punto  M .  Egualmente  siano  NI/  ^  PL  le  normali 
nei  punti  N ,  P . 

Facciamo  MG  z=a  s  ^  e  riguardiamo  tutte  le  linee  e  quanti^- 
tà  dipendenti  dal  punto  M  9  come  funziqni  di  5 .  Poniamo 

GM  =  5  MN  ==  NP  ^  w 

CR   =zx  MR  =  y 


-J-  C0 


•+  2(1» 


GR'  =«'==«  NR'  ==y,  ^y 

CR"  =  a?"  =  a?  PR'  =y'  =^ 

Ang.  CZF  =  u  Ang'.  CGF'  ^u   z=u 

9  9 

F  =  F  F  =  F 

Paragonando  la  Figura  33-  con  la  22  >  avremo 


/H-  w 


se/1.  NTM  =  sen.  (  CL'N  ~-  CHM  ) 
sen.  PTN  =^  «e».  (  CLP  —  CLTS  )  ; 

mase»  CHM  =  (-g-),  co5.  C JIM  ==  ( ^- ) 
5e«.  CL'N  ==  (^) ,  C05.  CL'N  —  (f-') 
€e/2.CLP  =(^),        COS.  CLP  =(^)i 

^    di    ^  ^   di   ^ 

facendo  dunque  le  opportune   sostituzioni  nella  formula  (  B  )  > 


avremo 


'  I 
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IW  I       ■^Ma^j^ii**         ■■■  I     M  Mi      r     T  II  -ttiii 


^—  {('f)(^')-(^)('i^)>{(^>"-,^  ($)"•■•.) 


ovyero 


Ora  osserviamo  cB6 


i/^\     .    ^.>ti^^ 


*,^.«  =  ^^^^(S)-*-^^'(5^)-*-^'^*^- 


^j^\^  «V/fV^^,.^ì 


se/2 


1///0.  ir  \     »   ^^  fd^  se»,  u 


/  -4.  w  /  ^      di     ^  a  ^      dx*     ^ 


^  r^ir.  «  vi     .    w*  /  d^  eùh  U\     .    .  J 


cos.u    ,     =cos.  z^  H- Wi— :7— IH-— i— :r^— )H*  w  ce. 

1  -f  w  /  .     ^      di     ^  ti  ^      dr     ^ 

F  ==^'(s)h-<o^  (essendo  rappresentata  da  (p{s)^  funzione  di 

s ,  la  fptza  che  agisce  nel  punto  M  della  volta ,  ed  wt    essen-     S-  2— 

do  una  funzione  di  tiX  e  di  s,  la  quale  sì  annulla  quando  00  =  o) 

qaiadi  Sostìtaendo  ed  ordinando  secondo  le  potenze  dì  tO)  avire- 
ino  un*  equazione  di  qnesta  forma 

«w*  H*  ^w  H*  yw*  H*  ^w*  -i-  ec.  ==  6 

la  quale  dovendo  esser  vera  per  tutti  ì  valori  possibili  di  co  »  ci 

Tom.  IL  Hh 
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darà  le  equaz^ioni  «  =  ó  ,  ^  =  o  ,  y  ==  o.j  ^==  ò  ec:.,  ciascit-; 
na  delle  qi/ali  'apparterrà  allo  stesso,  .ProbJejiMi .  ., 

Per  avere^  effettivamente  quest'  equazioni ,'  incooiincìanio.  dal  - 
face  le  sostituzioni  e-fubcessiv^;  riduzioni  in  ciascdno  dei  fatto- 
ri della  nostr*  equazione  ,  e  troveremo  ,      • ,  , 

^(f:)(^<)>H-«-{|(S)(9)-Ha(^tKf)-i-a('^)x 

«*U(S)(S)-»■»(S-'K0)-^«{S)(|-r)>-^»•.co.. 

(^f)(f)-<'i^)(f)='-{(f)(^:)-(*)(sf)> 

Bw*  -f  w^'  ec. , 


H*  w^  eo. , 


/ 
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<■  r 


«>  {(?)  ('-^) -^  Cg)  (^) -f  »(SJ)o<«.« 


•     »    » 


a  (  —  )  5e«.  u^  H-  w'  ec.  =  H  -h  Cw  H-  Doa*  h-  «^  ec. , 


"'{T(7:)('^)-T(|)0>t-,«'<='^ 


w' 


A(o  -h  Fw*  -h  (0^  ec. 

Ora  facciamo  le  opportune  sostituzioni  nella  nostra  equazione  > 
ed  avremo 

(^H- wf)  ( Aw H- Bw* H- w*  ec.  )  H=.(^  -f*  w(f  h-  (— ))  H* 
((^')^ ±(^)  H-  w'  ec.  )  (  H  H-  C«  H-  Dw'  H-  w»  ec  ) 

(  Aw  H-  Fw'  -4-  w'  ec.  ) , 

ovvero 

H .  <p .  (  Aw  H-  Bw'  H-  w*  ec.  )  H-  f  (  Aw*  h-  Bu*  -4-  w*  ec  )  H  := 
^.(H  -{-  Gw  H-  Dw^*  H-  w'  ec. .)  (  Aw  H-  Fw*  h-  w*  ec.  )  H- 
(^) (H  H-  Cw H-  Dw\h-  w'  ec.)  ( Aw'h-  Fw'  h-  w*  ec.  )  -^ 


di 

f  (  H  H-  Cw  H-  Dw'  H-  w*  ec.  )  (  Aw*  -i*  Fw*  h-  «*  ec  )  h- 

{(S)^t(9)}(  ^  -**  ^^  •<•  ^^«*  -*•  w»  ec)  (  Aw*  ^ 

Fw  H-  w^  ec  )  -ì-  ec 

m 

Eseguendo  le  moltiplicazioni  >  si  avrà 


\ 
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ji-g  2  (>  P-  H Aw.  H-  <?  ^ HBw*  -h  tHAw*  -4-  u>^  ec.  =  p.  H Aw;  H>  ^  •  HFw* 

<p .  CAw*  H-  (^)  HAw'  H-  fHAw*  -t-  w*  ec. ,  la  qnale  si  ri- 
duce  a.         .. 
{^.HB  —  ^.HP  —  ^.GA  ^(g)HA}  w*  -f  w'  ec  =  o; 

avremo,  danqne;  ^( HB:—  HF  —  CA )  —  (g)  HA  =  o , 
ovvero, 

Sostitaiàmoj  per  C ,  H ,  F ,  B\  A  i  respettivi  valori  i  ed  otterremo 


a(^:)oe«a}   -».  (g)  {(gl««t.»-t:(g)^eB.«}'H- 


djf\fd^x\_fdx^fd>y 


osservando'  che-  quanda  le  coordinate  sono-  funzionii  dell'ar- 
co y  V  espressione-  del  raggio^  osculatore  è  (  §.  8i.  ) 


(dx\fd^\,_  (dy\f  d*x-. 
^ds.^^  dt*  ^        ^ds^^  ds*  ' 


•        t        •        • 


I 


potremo»  dare  alla  nostra:  eq;uazione  finale;  questa:  forma 

Quest*  equazione  generale  contiene  la  soluzione  del  Problema 
,  che  ci  siamo  proposto  :  conoscendo  la  legge  delle  forze  che  agi- 
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scono  sopiu  tutti  i  ponti  della:  volta-  cilindrica >  essa  ci  dà  la 
curva  della,  volta  ;.  e  conoscendo,  questa,  curva ,  ci  dà.  la.  legge  del- 
le forze.v  .  ^ 

Noi  abbiam:  voluto  sminuzzar  tutto  il  calcolo  per  mostrare 
ai  nostri  Lettori  come,  regolarsi,  in.  consimili  operazioni . 

PROBLEMA    SECONDO^ 

■ 

m 

\ 

§.  98.  Sconvolto  r  equilibrio:  dell'  aria  nel'  tubo  cilindrico  , 
orizzontale  e*  rettilineo^  AB  >  e  conosciute  le  circostanze^  del  mo-    ^^*  ^^^ 
to  che  indii  ne  segue  in  una:  sezione*  verticale  RS  dopo  un  tem* 

pò  determinato  ^  si  dunandai  un'  equazione  che  esprima  in  gene- 
rale il  mavimento^  dell'  aria  in  un'  altra  sezione  qualunque >  alla 
fine  di  nu  certo  tempo ,:  relativamente.  aL  movimento?  conosciu- 
to in  BS .- 

•  •  ».  , 

Sia  A  un  punto^  fisso  ;  SK  la  sezione  nella  quale  T  aria  è 
stata  agitata:  nel'  primo  ^  istante  r  supponiamo  '  che  alla  fine  del 
tempo,  t  V,  la:  porzione  o  strato  d'  aria:  indeterminato*-  SRR'S^  sia 
stato  trasportata^  in:  srrs'i  di  modo^  che  il  punto-'  S'  sia  :girinto 
in  s  9  ed.  il*  punto»  S'  in  s  :;  paragoniamo  lo  strato  dell*  aria  ia 
srrV  a  quello^  iniziale-  che  essa  avevai  ia^  SRR'S'  .^ 

Supponiamo^  AS^=:  S  ;  As  =  s  ==r  ^  (  S  ,  f  )  =  ^ >  la  densi- 
tà deir  aria,  in.  SR*  =  F  (  S  )  =  Fi  la-  densità>  dell' aria  in  sr  = 
Y  (  S  ,  ^  )  ==  T  :  per  p  y  F\  T  ec. ,.  noi:  vogliama  significare  del- 
le funzioni:  della-  variabili  poste  tra  le  parentesi .  / 

Sia  a*  lar  superficie  della;  sezione  SR'  del  tubo  9.  o  la  base 
dello  strato  indeterminato^  SRR'S'  ; .  sia;  la,  di  lui  altezza  SS  =  <o , 

ed  avremo  A«'==  ^(ShtW,  f)=^  ^(S)  H- co  (^1^  cct 

ovvero  A«  =  «  H- w  (7?)  -H  00*  eo. >.«&•  =  «(  j^>  ^h  w*  ec.  >  la 
densità  in  R'S' =  F(Sh«  w);.quella.itt  rV  =  Y(S-h  w,t)=s 

Y^w(^)H-w*ec... 

Rappresentiamo  per  *  la  densità,  media- dello  strato  indeter- 


2^6  M  A  T  E  H  A  T  I  e  A    ^  U  B  1 1  M  E     • 

■p.  minato  SRR'5',  ed  essa  sarà  espressa  da  F(S)h-wN,  poiché 

J"  deve  divenire  F  (  S  )  quando  w  =  o.  Egualmente  indicando 
per  y  la  densità  media  dello  strato  srr's't  avremo  ^'  =  ^.(8,^) 
wN' .  La  massa  adunque  SRR'S'  5ara  espressa  da  a*  (  F  (  S  ) 

uN  )  w ;  e  la  massa  srrW  da  a'  (  Y.(S  ,  t)  ^  wN')  (oa(^) 
do*  ec.  ) .  Ora  queste  due  masse  debbono  essere  eguali }  dunque 
(1)  .  .  .  .  F(S)H-wN  =  CY(S,f)H-«N')((g)^ttec.  ), 


\ 


e  guest'  equazione  debbe  esser  vera  per  tutti  i  valori  possibili  di  co . 
La  forza  accejeratrice  deir  aria  nella  sezione  rs  è  come  si 

dimostra  (  §  93  )  >  (  jr)  i  sia  rappr<!Sentata   à^  f(S^t)  questa 

forza  ,  ed  avremo  f{  S  h-  w  ,  f  )  per  esprimere  la  forza  accelé- 
ratrice  in  rs' .  La  forza  acceleratrice  niedia  >  o  la  risultante  di 
tutte  le  forze  acceieratrici  che  agiscono  sopra  io  strato  srrs  sia 
^(S  yt)  7  ed  avremo  8(S  ,  t)  =/'(S  ,  f  )  H-  wL  poiché  essa  de- 
ve divenire  ^(S  if)  quando  oa  =  o  ;  dunque 

^^'(^(S  j  f)  H- <tìN')  («(g)  H- w'ec.)(/<5,f) -^  wL),  ovvero 

a'(*H- wN')(w.(||)-j-  w"  ec.)((2-j)  h-  wL),  sarà  la  forza  ao- 

.celeratrice  totale  della-  massa  A*  aria  sri^s' . 

Questa  forza  è  Y  eccesso  della  pressione  che  Y  aria   fa  in 

sr^  per  spingere    avanti  lo  strato  indeterminato  d'aria  srrs^ 

sopra  la  pressione  che  Y  aria  al  di  la  di  rV  esercita  sopra  rV 

per  spingerlo  indietro  ;  se  dunque  supponiamo  che  la  pressione 

*o  1*  elasticità*  deir  ària  «ia  in  ragione  diretta  della  densità ,  e  che 

K  esprima,  il  :rap[>orto  della  densità  dell*  aria  naturale  alla  sua 

^elasticità  ,  la  forza  elastica  dell'aria  o  la  forza  di  pressione  in 

♦qualunque  punto.,  gara  allora  espressa  per  ij  prodotto  della  res- 

pettiva  densità  in  K  :  la  pressione  dunque  sopra  rs  sarà  aK .  * , 

■*•''-'  '  •■»■>■,•''''■ 

e  quella  sopra  rV,  sarà  a*K('*' -{•  w(  —  )  -4-  w*  ec.  )^  dunque 


a  K  (  w  (  ^  )  H-  «'  ec.  ) ,  sarà  la  differenza  di  queste  due  pres- 


sioni,  ed  avremo, in  conseguenza 
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(3) —a'K(<d(g)H- «•«€.)  =  a'('rH-«N')((o(g)H- 

«'ec.)((S)'-t- wL)..    •     :         •.  • 
Anche  qnest*  equazienc  debbe  esser  vera  per  qualunque  valore 

di  (0 .  ^      /; 

Ora  se  le-  equazioni  (  i  y^  (2)  si  si^iluppano  ordinandole  se- 
condo le  potenze  dell'  indeterminata  (o ,  ed  eguagliamo  a  zero  i 
coefficienti  delle  respettive  potenze  di  Wj  avremo  tante  equazio- 
ni che  apparterranno  tutte  al  nostro  Problema  ;  ma  senza  fare 
questo  sviluppQ ,  prendendo  nella  prima  equazione  i.  coefficien- 
ti dei  termini,  ove  co  si  tiova  elevato  alia  potenza  zéroj  poten^ 
za  più  bassa  cui  sia  innalzata  (o,  abbiami 

(a)....F  =  T.{£)i. 

e  prendendo  nella  seconda  i  coefficienti  della  prima  potenza  di. 
(0  che  è  la  più:  bassa  che  vi  si  trovi ,  abbiamo 


'^(^)=*(s)(s=')'°"«™- 


^i"  \       .     TT     /iPs 


GombÌQaodo  le  dne  equazioni  (a)  >  {b^)^  potremo' eliminare  t"  e 
(^  )  ed  otterremo  Y  equazione* 

K(f)(g)-K(i^)M.(,^)-(g)  =  o 

che  contiene  la  soluzione  del  Problema,  e  che  Bisognerebbe  in*^ 
tegrare  per  determinare  il  moto  dell'  aria  nel  tubo . 

Chi  bene  avrà  comprese  le  soluzioni  di  questi  due  Pro^ 
blemi  9  potrà  certamente  accingersi  a  risolvere  qualunque  Pro- 
blema di  Meccanica ,  per  il  qjaale  siasi  adoprato  il  metodo  ine- 
satto degli  infinitesimi.    - 


Fine  del  Calcolo  Differenziale 
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CALCOLO       INTEGRALE 


G        A        P.  I 


««■ia««i 


Princìpj  Fondamentali  idei  Calcolo  Integrale 


■^-■<0MM*«pa 


Integrazione  .delle  IFanziom . 


'§•  99*  I  ^  Càlcolo  Integrale  è  1*  inverso  del  Differenzia- 
JL  le ^  come  appunto  la  divisione  è  T  operazione  in- 
versa della  .moltiplicazióne  .In  questo  si  tJercatio  i  Differenzia- 
li delle  fnnzioni  ^e  dell'. equazioni ,  ed  in  quello  3alla  cognìzio* 
rie  dei  Differenziali  si  vuol  TÌsalire  alle  funzioni  ed  alle  equa- 
zioni )  cui  questi  appartengono 

•  In  (     * 
ferenzìali 
vata 

ma  Integrale  ^quella  funzione  -dalla  :qnale  per  mezzo  della  dif- 
ferenziazione si  deriva  un   differenziale  ;  cosi  x'  è  1*  integrale 

di  2xdx,  e  log.  «  è  T  integrale  di  — .  L*  operazione  «he  bistf- 

gna  fare  per  dedurre  -da  un  differenziale  il  suo  integrale ,  suo- 
le indicarsi  per  S  ;  e  si  dà  poi  il  nome  d' integrale  primo ,  se- 

condo  ec. ,  n  '  ,a  quella  funzione  sopra  cui  devon  farsi  una  y 
due  ec. ,  n  differenziazioni  per  avere  un  dato  differenziale  • 
L'  ordine  dell'  integrale  s*  esprime  per  mezzo  di  un  indice  dato 
alla  lettera  S ,  e  posto  nel  luogo  degli  esponenti  i   così  a?*  è 
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r  integrale  secondo  di  1 2x*dx*  ;  e  log.  x  h  V  integrale  secondo 

di ^f  poicliè  conviea  fare  due  volte  la  diflferenziazione  suo 

cessivamente  sopra  a?*,  per  avere  i2x^dx^ ^  e  parimente  due  vol- 
te la  medesima  operazione  sopra  log.  x ,  onde  ottenere  —  ^ . 
\  Questa  dipendenza  o  qnesto  rapporto  che  lega  x*  con 
iaa;'o?«',  log.x  eoa  —  ^.,  è.  rappresentato  dall'  equazione 
ce*  ='/'*i2x*'dx* ,  log.x^=f* — ^y  la  quale  dice  che  il  pri- 
mo  mèmbro  è  r  integrale  secondo  dell'  altro  membro  ;  in  gene- 
rale r equazione  ,u  z=ijzdx  dice  che  u  è  V  integrale  n'^'^^  di 
zdx^f  uovvero  -che  egli  è  quella  funzione  di  a? ,  la  quale  diffe- 
renziata n  vòlte  di  seguito  »  ci  dà  zdx  . 

Ma  per  riguardare  la  cosa  sotto  il  suo  vero  pnnto  di  vi- 
sta ^  io  osservo.,  che  considerando  il  sistema  di  derivate  da  noi 
stabilito  al .(  §.  i  )  ^  e  che  è  il  fondamento  del   Calcolo  Diffe- 

renziale ,  il  differenziale  n  izdx  di  una  qualnnqne  funzione 
u  eguaglia  (  §•  4  )  la  derivata  del  medesimo  ordine  moltiplica. 

ta  per  dx  ;  data  dunque  tm'  espressione  differenziale  zdx  ,  se 

la  divideremo  per  dx  ,  avremo  una  quantità  ^^  =  2;  che  rap- 

■  m 

presenterà  la  derivata  n  della  funzione  u ,  dalla  quale  quel 
differenziale  sì  considera  dedotto  ;  avremo  dunque  2  ==  d  v!!>  e 
da  questa  equazione  (  Princip;  d'  Analisi  Derivata  §•  9  )  rica- 
veremo subito  z^  ==  D  w  ì^  la  quale  dice  che  u  sarà  la  deriva- 


estma 


trice  n         di  2; .  Per  aver  dunque  questa  funzione  u  che  è  V  in- 
tegrale n  ""*  dì  zdx  ,  cioè  u  =  f^zdx  ,  basterà  prendere  la 

j_  •  esima     i-  ,  i>  •  i  isìm0    j. 

derivatiice  n         di  z  ;   dunque  per   aver   1  mtegrale   n         di 
Tom,  IL  li 
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n 


ma  qualunque  differenziale  data  zdx  ^  prenderemo   la  deriva- 

tirice  n         di  zdx    senza  avere  alcun  riguardo  al  dx  ^  e  divi- 

Óeremo  per  la  stessa  dx    il   risultato  di  quell'  operazione  :  sa- 
rà così 

/  zdx  ==  D  ^  :  dar  ^  ovvero  /  zdx  =  D  -^ .   Di  qui  se- 

gue  che  neir  espressione  /  zdx    bisogna  riguardare  il  dx  cofue 
un  indice ,  il  quale  ci  dice  rapporto  a  qual  variabile  deve  far- 

si  r  integrazione ,  e  che  è  destinato  a  sparire  affatto  da  f  zdx 
ad  operazione  finita  ;  di  modo  che  fzdx  deve  considerarsi  come 
una  funzione  di  a? ,  la  quale  non  contiene  in  modo  alcuno  dx  : 
dunque  qualunque  operazione  si  faccia   sopra  fzdx  questa   non 
può  mai  riguardare  dx . 

Ma  quale  sarà  ella  V  operazione  9  che  far  idobbiamo  per  ot*- 
tenere  effettivamente  gi'  integrali  ? 

Se  la  quantità  da  integrarsi  e  sotto  i  simboli  della  differenzia- 
zione >  possiamo  subito  trovarne  T  integrale:  infatti  sia  la  qnan- 

tità  (^i)da?  ,  e  ne  avremo  T  integrale  primo  rappresentato  da 

(  i^.-rr  )  ^-^       i  (  £rrl  )  ^^  "*    ^^  rappresenterà  V  integrale  se- 
condo ,  ed  in  fine 

(  —^ ) dx  "" '^  ==  ( ^ ) dx""  =  z  ne  sarà  T  integrale  n^^^^ • 

Eccettuato  questo  caso ,  nulla  possiamo  stabilire  per  deter- 
minare r  operazione  che  dar  ci  dovrebbe  gì'  integrali  i  e  ci  man- 
ca in  conseguenza  una  regola  generale  per  ritrovarli .  A  questo 
riguardo  non  vi  hanno  che  artifizj  analitici ,  e  metodi  partico- 
lari per  r  integrazione  in  certi  casi  determinati  9  dei  quali  me- 
todi parleremo  in  questo  Capitolo . 

Primieramente  osservando  che  T  equazione  {^^dx  r=  zdx 

conduce  ad  u  -=2  fzdx ,  dalle  differenziali  già  ottenute  per  alcu- 
ne funzioni  possono  trovarsi  gli  integrali  di  altre  :  cosi  V  equa- 


e  A  L  e  O  L  O     1  N  T  E  G  R  A  L  E      C  A -p.     l  ^^i 

zione  (^')  =  a' log. a  ,  ci  dà  a'  =  loga.fa'doc  ,  e  quindi 

fa'dx  ^=s  Y~~  »  «gaalmcnte  (^— )  =  co5.  a? ,  ci  dà  sen,K  = 

fix.cos.x . 

QoTk  lo  stesso  metodo  sonosi  avuti  gli  integrali  che  si  tra* 
vano  disposti  nella  seguente  tabella,  e  che  potrebbero  verificar- 
si per  mezzo  della  differenziazione . 

E  qui  avvertiamo  che  un*  integrazione  aggiugne  una  costan- 
te 9  come  la  differenziazione  la  fa  svanire  :  siccome  infatti  la 
differenziale  di  z^  è  k  stessa  che  quella  di  z^  h*  A  ^  essendo  A 
una  costante,  così  tanto  u  che  z^  -h  A  sarà  T integrale  di  quella 
differenziale  ,  sarà  cioè  z^  h*  A  =  fzdx  :  nei  due  esempj  qui  so- 

pra  riportati,  avremo  allora /a^d»  ==  ^4— h*  A ,yaaB •  co5. a?  == 
sen.  a?  -4-  A .  • 


Air  integrale  ,  il  quale  contiene  la  costante  arbitraria  (  que- 
sta costante  si  dice  arbitraria ,  perchè  data  la  quantità  dà  inte- 
grarsi ,  niente  è  pronunziato  sopra  la  costante ,  e  possiamo  de- 
terminarla come  più  ci  piace  )  si  dà  il  nome  di  Integrale  Com- 
pleto.  Sono  completi  tutti  gli  integrali  seguenti. 

« 

Differenziali.  Integrali   completi 


{a^x)'dx  ^-^^rr^H-G 


dx 


f  :  . 


dx 


log{a^x)'^G 


d* 


J^los''"^^''""'^  H-  G 


V  (  a*  —  *^  *  ^  ^^^  4*  *^  ^  »  ovvero  —  A  cos  —  -j-  C 
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DirflftlMSlALffé  tMTCeaAtl    G0MFIrXT1« 


s. 


log.  logx  -<-  O 


i7ii^/^.7Sr*   :.  ^og.loglogx^q 

* 

ec.  '  ea 


da?  co«  X  seri  or  H*  C 


cf  ap  5en  a?    ,  .  —  coz  :p  h*  C 


dx sen x ( cos xT  ~  iflL*l .  q 


tangx  -^  G 
'aeà.x^C        ì 


I     •• 


dxtStx   '  ... 


§.  100.  Premesse  queste  integrazioni  delle  formule  clie  più 
freanentemente  s*  incontrano  nelle  soluzioni  dei  Problemi  »  oo- 
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cnpìamoci  della  .formula  geuQra]e  Xdx  r  essendo  X  una  /unzio* 
ne  di  a?. 

Questa  funzione  può  essere  algebraica  o  trascendente ,  ra- 
zionale o  irrazionale  ;  e  qui  si  vuole  avvertire ,  che  se  gV  ir- 
razionali ed  i  trascendenti  non  inviluppano  la  variabile  x,  la 
funzione  X  è  sempre  razionale  ed  algebraica  :  incominciamo  a 
considerarla  algebraica  e  razionale .  E'  dimostrato  neir  introdn- 
zione  al  Calcolo  Sublime  che  in  questa  ipotesi  la  funzione  X 
si  deconrpone  in  una   serie  finita   di  termini  di  questa  forma 

ax" ,  • — ^— —  y  j— ^^-^^ — r-rrr  essendo  a^i  yp^q^fi  quan- 


»    •       • 


tità  costanti  y  ed  w  numero  intero  ;  dunque  V  integrazione  della 
formula  Xdx  dipende  da  quella  delle  formule 

'     ,  (p-+?«)        ^  {p^'^2pixeo$fi-¥q^x''Y 

»-*•  I 

L' integrale  della  prima  completo  è  Jax'dx  =  '-—i-r  -H-  C,  {a)r 


*  M        > 


(a)  Questa  fòrmalm  é  difettosa  qua^da  n  =  -  r,  poiché  allora  ci  dà 
f—  zi:,—  -h  c;  ma  in  questo  caso  ai  sa  d^altr^onde  cht  f^^^^alogX'+c. 

Per  spiegare  questo  paradosso  primamento  osservo  che  la  formula  doveva 
èssere  appunto  difettosa  iu  quel  caso  ^   poicbò  i  diflerenziali  delle  potenze 

intiere  .  .  .  .  x      f  x  ^  x  ,  x  ^  .  ^  ^  .  non  contetigono  toai  la  potenza  -  ì^> 
^d  in  conseguenza  non  esiste  né  pu6  esistere  nella  serie  delle  potenze  ia^ 

tiere  della  x,  una  potenza  ohe  sig  T  integrale  di  x  dx;  nò  una  tal  po- 
tenza potrel^be  esser  fratta,  poichò  le  petente  fratte  differenziate  non  pos- 
sono mai  dare  potenze  intiere  » 

In  secondo  luogo  può  darsi  alla  nostra  formula   un  tale   aspetto  che 
aoddisfàcoia  anche  al  caso  di  n  =s  -  i ,  o  almeno  da   essa  possa  dedùrsi 

m  -I- 1 

l*  integrale  per  quel  caso  medesimo  r  poniamo  e  =  —  — — —  essendo  h  una 


*    •  ■>. 


costante  aibicraria,  e  ciò  per  la  rìflessiotte  che  si  fa  più  sotto  in  questo 

«tesso  §. ,  ed  aTtemo  fax'dx  =  ^^^ — ^— Facciamo  n  =  - 1 .  e  «a- 

"*  «-♦•I 
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quello  della  seconda ,   quando   n  e  maggiore   di   i  ,   è 
/*— ^— —  =  e  — )  e  craando  72=1 


/  *^*-  =  —log(p  H-  ?«)  H-  e ,  iodicando  per  e  nna  costante 

arbitraria  •  Non  è  così  facile  a  ritrovarsi  T  integrale  della  ter- 
za )  ma  vi  si  perverrà  per  mezzo  della  permutazione  delle  va- 
riabili . 

Sia  primieramente  72  =  i  >  vogliasi   cioè  integrare  la  for- 
mula 


/^-^2^f'^^^./3^f-^^-  facciamo  p*  h-  ^pqxcos^^^  q'x'  =  f , 
prendiamo  il  logaritmo  di  qnest*  equazione  >   e  differenziando  > 


avremo 


*-^f 1      dt  p  Jxcof$ 


p»  -».  tpix  tot  0  •+  *•*•  ""  ^  •  7       7  •  P'^:;^;7^;^3Tp^.  •  «ara  tìunque 

f  (a-iri*)dx  i    /'dt    ,aj~icotfi.p  p Jxeotfi 


J»*  -H  2pqx  eos  0  H-  q*x 


Uog.t^  eLzìtSiifif  ^'^'JJ _  ;  tntta  la  difficoltà  per- 


aq 

tanto  sarà  ridotta  all'  integrazione  della  formula 
^p*  -»•  ipqx  eos  fi  -4-  q*»*  '  ^^^  Ottener  quest*  integrazione.)  io  osservo  che 
jp'  H-  2pqxcos^  -f  ^V  =p* .  (sen^y  h*  {pcos^  -i-  qx)*',  on- 
de fatto  pcosfi  H-  qx  =pusenfi,  si  avrà  dx  =  ^'^  du,  e  la 
formula 


MtoiMMriWiaMMiAiMi^ 


'^  y^^  ^*  =  ~7  =  •^.  Il  valore  daoque  diviene  indeterminato  per  que- 
sto caso  ,  e  determinandolo  per  ©ezzo  del  metodo  spiegato  al  §.  42 1  si 
trova  fax     dx  zz  alx  -  a/i,  ovvero  zizalx-^^  e  ,  come  sopra  . 
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f ^*-^  ,  .  diverrà  — L_  f~J^ ,  il  cui  integrale  dato 

dalla  Tavola  del  §.  antecedente  >  è 

--t,  (  ^rc.  tang.  «  H-  e  )  :  avremo  dunque 


M  ttm  0 


e  sostituendo  per  u  e  per  t  i  respettivi  valori ,  sarà 

(jL±*?l!?? =-  ±log.(p*  -h    apqxcosB  H-   aVi    -I* 

p^-^ipixcotfiH-i^x*  2^.    ve  Vi'     ^^      /'^  h"    -r    ^  a.    ;     -i- 

sj-ipc^  ( ^rc.  tó/2fi-.  ^-4^  H-  e  )  r  integrale  cei-cato .  A 

pq^  senfi      ^  ^        p  un  fi  '  ^ 

questo  integrale  possiamo  anche  dare  una  forma  diversa  :  infat- 
ti essendo  e  una  costante  arbitraria,  potremo  invece  di  essa  por- 
re qualunque  funzione  di  quantità  determinate ,  se  fra  di  esse 
se  ne  trovi  una  rilasciata  al  nostro  arbìtrio ,  poiché  comprende- 
si  facilmente  che  in  virtù  di  questa  arbitraria  la  nuova  funzio- 
ne sostituita  a  e,  potrà  prendere  tutti  i  valori  possibili  che  a 
noi  piacerà  di  dare  alla  medesima  e  9  e  che  è  in  conseguenza 
conservata  la  generalità  deir  integrale .  Dopo  questa  osservazione 

poniamo  invece  di  e ,  la  quantità  -^^^7^7-3  ^  >  essendo  C  una 

nuova  costante  arbitraria ,  e  T  ultimo  termine  dell'  integrale  di- 
venterà 

'Aiz^ìA  Are.  tangt!ÌL^Jl  ^  C. 

pq^  senfi  ^       P  senfi 

Questo  integrale  non  soddisfa  per  il  caso  in  cui  ^  =  o  ^ 
poiché  il  di  lui  secondo  membro  diviene  infinito  :  allora  però  la 

formula  da  integrarsi  è  f—^^-^^p  i  questa  si  risolve  nelle  due 
/— i^  H-/^— '-^>  gr  integrali  dell*  quali,  secondo  ciò 

^  qiP'^qt)^^-'    q(p-^qx)^^   od  ^ 

che  abbiam  detto  al  principio  di   questo  §. ,  sono  —  log  (  p  H* 
f  KP'^q^ì 


\ 
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Se  noi  potremo  ndarre  Y  integrale  della  formula 

L'Jti.'Jj??-- —  a  quello  idi   r-^ ,tJotrà 

considerarsi  come  ottenuto  V  integrale 

/-—, —  (^ -*•**)«**  poicjiè  qualunque  sia  n  discendendo  con- 

ti naamente,  arriveremo  .alla  formula 

r 

f— ^r — ri  >  h  quale  a^biam  già  integrata . 

Per  ottenere  questa  riduzione  poniamo 


/ s 


»/f  4P  CW  i3  H-  f  >•  )'  (^*  -*•  2fiX,C0S  fi  -h  f  V*  )•""' 


•/     /  A» 


C^JT 


{^*  -4-  2/f  JT  f0S,fi  H-  f  •*»  )•-' 

essendo  A  ,  B ,  G  quantità  costanti  4a  determinarsi . 
Differenziamo  ed  avi^emp 

m-^tx ;; (  «  —  I  )  (  A  H*  By  )Ì2pf  cos 0^  2g^x  ) 


*^*\»  .    -  .  •  • 


(/•  -h  7fiX  fOS  fi-^f^X^Y  t  ^*  H-  2pJX  C9S  fi  H-  f  »4P*  } 

BH-C 
(  /*  -+  apfx tos  0  -+  y »*•  )"- '  * 

ora  ridncendo  allo  stesso  denominatore)  ed  eguagliando  i  nu- 
meratori )  si  avrà 

a  ^  bx  =  {B^C)p'  —  aA (n — i  )pqcosfi  H-  [ aB  -i- 
aC  —  aB  (  /2  —  .1  )  ]  pqx  cos  fi  —  aA  (  /z  —  i  )  q*x  -t- 
£  B  -h  G  —  aB  (  n  —  1  )  ]  5'a?' 

e  quindi  eguagliando  à  zero  i  coefficienti  delle  diverse  potenze 
di  Xf  otterremo 

(B-{-  C)p*  —  aA(«  —  I  )pqcos^  =  a 

[3(BH-C)  —  aB(«— I)  Ipqcosfi  —  aA  (  /z  ~  1  )  2*  =  6 
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B  ^  C  —  aB  (.72  —  I  )  ==  o,  dalje  gu?iU  si  ricava 
fid.  ìa  consegaenj;^ 

Y- (a»-"3)(af— ^g,w/3)ito 

Rendiamo  più  chiare  queste  Teorie  d' integrazione  oon  ^oal- 

xihe  esempio. 

Quale  è  V  integrale  della  funzione 

^6**-'3^  -<-3*^-*-4*-»^a;?  Siccome  il  coefficiente  di  ^x  si  decom- 

pone  in  -queste  tre  ■parti  30?'  '^-^ :f — >  perciò  avremo 

r6x'-zx'yx^^Ax--2  ^    ^f^x'dx  H-/a«""^da;  —f^-^  « 

quindi 


Egualmente,  per  avere  il  valore  di 

*  •  •      > 

^%*^->r  IO*'  H-j>  'r3*"»-4  ^^  ^  decomponendo  il  coefficiente  dì  dx , 
troveremo 

ragonando  /— i.*l_  con  la  formula  /  — ^i-g. ,  si  avrà 
^  =  3»  P=^i>  j=:  —  a?  72  =  a,e  quindi 


ToOT.  II.  K  k 
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r     3^*'      __-  e  «-H  -7—^ — r .  Egualmente  paragonando. 

/-IL-I^l^  con  /-r— ^^— 4^-n-.  »  si.  avrà. 

a=i,  6=1,2)=  I,  2=i>  cos|3=  ~,  ed  in.  conseguenza 

fJl:ì±^É!L-  = ^— *— n  H-  /-7 ^^^^ — r;  i  «otto,  adunque  si 

riduce  ad  integrare  -r — **_^      .ir  paragone  di  quest*  espressio- 

ne  con  la.  formula:  ^^,-^-^^^-5;^ ,.  ci  dà 

a  =  1 ,  6  =  o  ,  p  =  2  =  I  »  cos^:=^  -i ,  e  perciò. 


a 


f ** =  -1  Are  tang.  i-~^  H-  e  j  sarà  per.  tanto^ 

y — (TU;»-*» -2*')*  "^  (  1  - 3* )»( I -<-«.-♦•«•  )• 


•     •     • 


•       ••••• 


•«  (i— a*)*'      •' (»-»•«-•'«*)*        a(i— a*)  ^^  3(1 -♦■#-♦•«*) 

y  3(i-+«-f«.»)        a(i— 2*);      3(  1  •+*-♦■**)        Va  °     V3. 

C ,  essendo  C  la.  costante  arbitraria-  che  rende  1*  integrale  com- 
pleto- 
'    Vogliasi  ora.  determinare  la  capacità  di  una  Botte  FOPG . 

_.  Supponiamo,  che  le  doghe.  FAG.  formino-  nel  senso  della  lo- 

ro lunghezza  una.  Curva.  Ellittica ,..  il.  cui.  asse  maggiore  sia^  po- 
sto snll'  asse  DI.  della.  Botte  ,.  e  che  ie  sezioni  ALBM ,  FEO  , 
GHP  perpendicolari  all'  asse  ,.  siano  Ellissi,  simili ,  di  modo-  che 
fatto  CA  =  B,CL.=  avGI  =  F0=6,, abbiasi  HL=DE  = 

f^ .  Chiamiama  K  la^  lunghezza;  DI.  della:  Botte  ,.  e  t  la  circon- 

ferenza  di  un  circolo ,  il  cui  diametro-  D"=  i  ;.sia  *-•«-  =  *  » 

RS  =y .  Per  ciò'  che  abbiamo  dimostrato-  sopra;  (  §•  9^  )  ^^  ^^' 
pacità  della  Botte  è  eguale  all' integrale  della  sezione  SN  mol- 
tiplicata per  dx:  cerchiamo  dunque  la  superficie  di  questa  se- 
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zione  .  Per  questo  supponiamo  compita  l'ellisse  TFAGVPBOT,  ]pig.25. 
la  cui  metà  dell*  asse  minore  CA ,  abbiam  posta.  =  B . 

Se  noi  indichiamo  per  A  la  metà  CV  dell*  asse  maggiore» 
e  facciamo  IV  =  DT  =  a ,  si  avrà  BV:6' :  :  A*;  (2A  —  z)z; 


ma 


rr  •    3*  «A— K      ^A  .„   3A-4-K 

aA  =  2Z  H-  K ,  qumdi  a  =  — ^~»  sA  —  z  =  — -— ,  e 


perciò  B'  :h'::  A*  :^^'""''»  d*  onde  ricaviamo 


j^*  — :     "'^   ^  ;  sarà  dunque 

»•  ,   Aa  «\         '4B*  — 4**   f     B*K*  „»■> 

La  sezione  SN  ha  per  metà  dell*  asse  minore  l*<ordinata  jr,, 
ed  essendo  essa  .simile  alla  sezione  AB,  la  metà  dell'  altro  di 

lei  asse  sarà  i??.  La  di  lei  superficie  sarà  —ry* ,  come   mostre- 

remo  al  §.  107  »  .avremo  pertanto  'per  esprimere  la  ricercata  ca- 
pacità 


3 


/ 


Ora  -supponiamo  che  la  costante  C  si  annulli  quando  .«  =  •*- 
^,  avremo  C  =  i??  /"B*  h-  ^>  i  e  se  1*  integrale  deve  termi- 

nare  quando  a?  =  — ,  s*  avrà  espressa  la  capacità  della  Botte  da 

-questa  semplicissima  formula  f^^-^aB'  H-  6*/  • 

Se  le  doghe  della  Botte  FAG  formando  una  curva  Ellitti- 
ca »  le  sezioni  perpendicolari  all'  asse  sono  circolari ,  allora  sarà 

a  =  B ,  e  ~  { 2B*  H-  i* }  ne  esprimerà  la  capacità  - 

Quando  i  due  -semidiametri  Gì ,  FD  della  testa  «  del  fon- 
do della  Botte  Jion  sono  eguali  >  facendo  di  =  6 ,  FD  =  b  > 
allora  sarà 

C=^{B^H-^},ela  capacità  si  esprimerà  per 
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%•  25^.  -;: .  f  {  4B^  ^  5^  H^  r-}  ,  ovverei 


Z.i^  ^4AR.ML  H- GP  .EFu)  H- FO.flE\>  da  cui  ricaveremo 

questa  regola .  pratica  9,  Moltiplichiamo  tra  loro-  i  respettivi  dia«- 
metid  di  ciascuna  delle  tre  sezioni  di  una  Botte  9  ed  avremo  tre 
I)rodotti  :  al  quadruplo  del  prodotto  che  ci  danno  i  diametri  del- 
la maggior  sezione  aggjungansi  gli  ailtri  dee  prodotti  :  se  ne  mol- 
tiplichi la  somma  per  il  sesto  della  lunghezza  della  Botte ,  e 
questo  prodotto  si  moltiplichi  anche  per  0^^765398*  9  che  è  k 
quarta  parte  della  circonferenza,  di  un  circolo  che  ha  per  dia- 
metra  i  ^  ed  avremo  espressa  da  quest'  ultima  prodotto  la  eapa« 
cita  della  Botte .  Una  tal  regola  per  la  cubatura  delle  Botti  hr 
deir  Astronomo  Oriani . 

§.  lor.  Parliamo  dell' integrazione  delle  difFerenziali  irra- 
zionali 9  e-  per  camminare  eon«  oidine,.  ificomincieremo  dalle  pia 
semplici  per  andare  in  seguito  alle  più  complicate . 

I.  Sia:  Xdòc  una  differenzialb  della  quale  si  voglia  Y  intc- 
grale>  mentile  X  è^  una  funzione  razionale  dia?edÌ5  =  |^(  (r^ 
bx) . 

Vediamo  se  per  ^nezzo  dì  un^  adattata  sostituzione ,  potremo 
I>arattare  questa  differenziale  ìa  un'  altra  che  sia  razionale  :  fac- 
ciasi a  -4-  ^  =  ^*  j  ed  avremo  V(a  h-  é^)  =  Zy  0?==  f^nf, 
doc.  =  -j  zdz ,  e  sostituiti  qpesti  valori  %  la  formula.  dilFerenzk» 
le  Xci»  si  ridurrà  razionale ,  contenendo  una  nuova  variabile  z 

Per  esempio  sia  dy  =  -^^—^^  e  fatta  la  sostuzione  \/  (  a  -{^ 

boc  )  =  2^ ,  sarà  djy  =  !f5^^i^  ^  ^d  integrando^ 
y'=:^^-'-'jl^^^r^  ^P<>sto  il  valor  di  Zt 

II.  Sia  X  fausdone  razionale  delte  due  cfuantità  XìSx  essendo» 
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#  =  y/  (  tf  H-  ^^  )  r  e  dimandisi   il  valore  eli  fXdx  .  Facciamo 
y'(a-HÌar)  =  z,  e   sarà  ^  =  a  ,  a?  =  ^-^^»  dx  —  *•     *'« 


questi  valori  sostitaiti  nella  formula  Xdxt  la  renderaana  razio- 
calè ,  se  però  n  sarà  numero  intiero . 

Per  esempia >  sia  tìf>  =  -;: — — — -  =  ^,e  posto  J(a  -4^ 

hx  )  =  z ,  sostituito  **'  '^^  per  d» ,  si  ha 
<£y  =  ?5!::^«  = -1 /-"'^~ 'ds,  e  quindi 


Sx 


*^— ^i  v(.H-*n' 


c 


III  Essendo  X  una  funzione  razionale  delle  due  qaaatiià  x  > 

*  ==  y'(a  H*  ày/^{f^  8^)}*  ^  vuole  integrare  la  formula  Xdx.^ 
la  quate  comprende  una  doppia  irrazionalità. 


Facciamo  per  questo  V  {jt '^  à Q  {f -^  gx)y  =^ z ,  e  sarè 

da?  =  «»»'-^^g(g'-^r-'    yaiori  ehé  restituiti  nella  formula  Xdx , 

*"^  •        . 

la  renderanno  razionale. 

IV.  Sia  X  funzione  razionale  delle  due  quantità  x  ed  s  ^ 

V  l±if    e  cerchiamo  il  valore  di  /Xda? . 

Posto  ^  =  ^4"^  =  a  ,  sarà  ^^^^  =  »" ,  e  di  qui  «  ==s 
fc:-f ,  dx  =  *cy-^)x*-'^ ,  pgj  i3|  sostituzione  di  questi  va» 
lori  la  tìosffa:  fortawla  si  ridurrà  alla  razionalità . 

Vev  esempio ,  sia  dy  =  l??  =  ^Iv^tln  *} ,  ed  avremo 
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n  =  I j /=  i>  5*  =  —  i>  a=;,5^i,  e  però 

z  =  ^[7—]  i  ^^  =  ("tÌItt  ^^  ^^^^^  '^*^^"  sostituiti,  ci  danno 


d> 


4Ì1S 


Per  integrare  quest'  ultima  formula ,  facciamo 


e  .differenziando  avremo 


A  — Ass       ,        B  Ah-B -♦•(B  — A)m  . 


bisogna  .danque  tche  sia  A  H-  B  =  4 ,  B  -^  A  =  o ,  ,e  quindi 
A  =.B  =  a  i  e  siccome 

/-S[L.  ~  Are.  tang  z  ,  così 


Ss 


n-« 


y  H-  3  ^rc.  tang  z  H-  C  ; 


ponendo  ora  — ^  >  invece  di  i  H-  2;^  »  si  avrà 


Si  sa  dalla  Trigonometria  >  che  .ijnando  la  rtangente  di  nn 
angolo  h  y^-^>  il  s°o  seno  è  =  Vii-i,  il  coseno  =  V^^  > 

il  seno  dell* angolo  .doppio  =  y (  1  —  «a?),  ed  il  coseno  =  — 
X  :  avremo  dnnque 

Arc.cos  —  a;  =  ~  ^  Are.  sen  x  ^  e  perciò  1*  integrale  trovato 

diverrà 


j  =  v^(  I  — xx)  H H>  Arc.senx  '^  C  : 

snpponiamo  che  V  integrale  «debba  prendersi  in  modo  che  svani- 
sca  'quando  a?  =  o ,  ^  sarà  C  =  ~-  i —  ,  «  perciò 
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v=r  v/(  I  —  xx)  —  1  ^  Arc.senx.  St  ora  si  fa.  «.=  i ,  si  ha 
A»  =^JL  —  I  =0*5707963. 
V.  Posto  che  X  sia  una.  funzione  razionale  di  «"e  di  5  = 

^{a^hx')v integrare  la. formala:  ^  - 

Facciamo  al  solito  v(«  ^  '^a?")  =  a»  e  sarà  a  H-  5«?"  == 
^"'  a?"  =  **"•*;.  e.  siccome  ia  X  sJ  incontra  soltanto-  la  potenza 

x",  cosi  diverrà  esso  razionale  sostituendovi  per  of  e  per  ^  («H- 
ix'  )  i  respettivi  valori,  in  a . 

Se  poi  si  prendono  i  logaritmi ,  avremo- 

nix  =  l( s"  —  a)  —  Ih ,  e:  differenziando' 

jx__  mt'-'je ^  g  pQgj  (atta  la  formula  si  ridurrà:  razionale,  ed 

in  conseguenza:  integrabile . 

-  x*~'J*-     dx     x' 

Per  esempio,,  sia:  dy,  = —  •  7  » 

e:  fatta  1*  opportuna:  sostituzione,,  avremo 
dy  =  'H^^lZlÉl ,  il  cui.  integrale  è: 

y  =  ^^'"'   =       ^    -(/(aH-i5jc'r^'  H-  C  ,  ovvero 


f» 


#H-*Jc" 


-  •+•  VJ  . 


VI.  Sia  X  funzione:  razionale  delle;  due-  quantità  »' ,  ed  s  = 
V(^:ti£!),  e  si.  voglia  Uberare;  dall'  irrazionalità:  la  formula 


\Jx 


K. 


Poniamo.  5  =»  V',—?  =  2  »  sarà 
a?"=-^-=^,  e  presi  i  logaritmi 
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nix  =  l  {fz  —  a  )  —  Z  (  5  —  ^"  )  j  quinci  difFef eaziaado 

se  ora  si  sostituiscono  questi  valori  nella  formula  proposta  si  li<' 
bererà  àaW  irrazionalità . 

Vn.  Essendo  X  una  qualunque  funzione  razionale  delle  due 
varialjili  a?»  *=v'(a^H-5a?=t  «?*)>.  ridurre  razionale  e  pers- 
elo integrabile  la  formula  fXdx  . 

Supponiamo  per  questo  ^  (^a  ^^  Bsc  ±^  a^ )  =s:V.a  H-^z»  ©d 
avremo 

<2  H-  5a?  =±  jp*  =  a  H-  aya .  xz  h-  x*z*  >  d*  onde  si  ricava 

X  ==^-^^^^  y  dx  z=^^-^l^*~^-^dz ,  VCa^  hx  ^  x'  )  = 

— »v^^  Vtf  -^Jg  ^  ^  £^jfg  ]g  opportune  sostituzioni ,  sarà  tolta  1*  ir- 
razionalità dalla  formula  /Xdx . 

Per  ©sempio  «  sia  dy  =  — ~ -. ,  ed  avremo 

L*  integrate  di  ~~--  è  log  ^-^  h-  C  ;  dunque 
/ ^1 =;=  —  L  ^:=-5  -h  C . 


L*  integrale  di  -4—  è  a^rc.  tangz  H-  C  j  dunque 


» 

ponendo  nel  primo  caso  z  ==  2^1i-ii*  -«-«')— V« 


;r 


c  nel  secondo  2  =  */U-*^i*-»')--»/a , 

or 

Vili.  Indicando  per  V  una  funzione  razionale  delle  due 
quantità  v*  ed  ^  =  v^  (  a  H-  hv"  =±  ^>*•  )  si  potrà  egualmente  to- 
gliere r irrazionalità  dalla  formula  Yv''^^  dv.  Sì  faccia  per  que- 
sto 1;*  =  a; ,  e  sarà 
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5  =  V  (  a  -^  hx  ^  x"  ) ,  -f  ~  '  dv  =  '^  :  dunque  V  sarà  una  fun- 
zione  razionale  delle  due  x  ed  s  ,  e  la  nostra  formula  diverrà 

^,  che  rientra  nella  VII. 

§.  103.  Per  quanto  le  formule  irrazionali,  qui  sopra  inte- 
grate ,  siano  dotate  -di  una  tal  quale  generalità  ,  pure  accade 
spesso  d'  incontrare  .nella  soluzione  dei  Problemi  formule  irra- 
zionali,  che  non  «i  riferiscono  ad  alcuna  di  quelle.  Appartie- 
ne in  questi  casi  alla  sagacità  del  Geometra  la  scelta  di  qual- 
•che  adattata  sostituzione ,  onde  toglierne  i  radicali  :  non  si  pos- 
•sono  dare  sopra  questo  soggette  delle  regole  generali ,  e  noi  ci 
;tratterremo  perciò  nell'  integrazione  di  alcune  fornrale  -particolari . 

I  Sia   proposta  la   formula  dV  =  j^^^j—^^^  e  se  ne 
Kjerchi  r  integrale  P- 

Facciamo  -^  =p»  e  sarà  i  -t-p*  =  ^tzt^  »  ^("1  H- 


•^fp) 


{i-^xx)^2.dx       j-  Ij^  dunque 
(i-**)V(i -•-**) 


P  =  -L.l{V(i  -f-pp)H-p}^C. 

Se  invece  di  p  e  di  v/  (  i  -*-  pjp  )  >  poniamo  i  respettivi  va- 
lori ,  s*  avrà 

•^        •' (i  —  #*)Vl  »-»■«*)         va  i-¥xx 

n.  Sia  da  rendersi  razionale  la  formula 

Jx<s/{f-*-»*) 


ap  =  £f 


—  *♦ 


PoiMamo  v^  (  1  -4-  a?*  )  =  px ,  ed  avremo  intanto 
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dP 


Essendo  i. 


x^  =zp*x^i  s^avrà  estraendo,  la:  radice  x^ 


Lp"  H-  v'C— p^  —  1  )  •  Facciamo.  — p*=:  q  ,  ed.  avremo  a?*  = 
?  H-  V  (  ^*  —  I  )  r  ^  quindi  aLx  =  L  <{^gr  h-V  (  2*  —  '  )}  > 


V(£ 


^t— -;  e  riponendo,  il  valore  di  g ,  si  ha 


X 


zpdp 


^^— r ,,  e.  fatta:  la:  sostituzione 


V(^*-4) 


/>*«V/» 


(i-*»jvr(/>*-4) 
Ora  a?*  =^l±^'.im 


a?' 


/>♦  — 2-f-£V(^*— 4) 


a? 


4-/>»-i>V(>*-4) 


v^  {/>.♦- 4}  {p*M-V()>*-4)} 


a: 


sarà  dunque     *  ,  =  — 
spressione:  di  dP ,  ci  dà: 


•  1 

-77-: — e  »,  il  qua!  valore  sostituito  nell'  e-« 


dP 


.PPéL ,  essendo;  p 
i>*  — 4,  '■ 


V(IH-**) 


III.  Questa  medesinia  sostituzione  può-  servire  a:  render  razio- 
nale la  formula. 


S=/ 


dx^{a^  IX*  H-  TAf*  ) 

a  —  cx^ 


Infatti  ponendo  \f  {a  • 
S  =  ^^^  :  essendo  poi  p 


Ex^  ^cx^)=  px  9  si  ha 


a  —  ex 


avremo 


dp 

dx 


adx  -+  ex*Jx 


adx  •+  cx*dx 


*xi/{a~h  ixx  H-  ex*  ) 


/►«•' 


——y  e  quindi 


px^dp_. 


^ 

sostituendo  questo  valore  nella  formula  prò- 
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posta ,  si  avrà 

as  =  —  r^-^'-rii:  '  °ia  (  a-h  cx'Y  -={pp--  h  )V ,  e  toglien- 


do  da  ambe  le  parti  ^acx* ,  si  ha 

(a  —  cjc*)*  =  {(pp  —  5  )*  —  Aac}  x" , 

**       —  ' ,  ed  in  conseguenza 

/?S  = ^^-^- >  formula  che  non  contiene  più  irrazionali . 

( pp  —  b  )* — A'c 

IV.  Proponiamoci  di  rendere  Tazionale  la  formula 


l'dX 


2a 
(«-V*«")V(«-+3**') 

Facciamo  per  questo  ^7—^ =  2 1  'ed  avremo  primiera- 

mente 

dV  =  —  .  — *—  .  Prendendo  dunque  i  logaritmi ,  sarà 

X      «  •+  i** 


Zs  =  Za;  —  —  ZTa  H-  aS**)»  ^e  differenziando 

,  e  quindi 


2111 


^  =  jg  (  ^  "*■  2ijfM  j  ^sostituendo  questo  valore  biella  formula ,  si  ha 


dV 


Essendo  poi  a*"  =  — -7-;  >  sarà 


■a  H-  3i«' 

_ ,  e  pere 

x^'dz 


a  H-  ahx'  =  ^ ,  e  perciò 


dV 


Ma  a  "h  o.ahx"  =  2^ ,  se  b'  aggiunge  da  ambe  le  parti  la 


quantità  65aj*" ,  verrà 
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(  a  H-  5^"  )^  ==  ~i^  H-  hhx^'  =  '^11L!L±ÌÈ^"11 ,   il  ^^^ì  valore  so 
stituito  nella  nostra  formula  >  la  cangerà  in. 

che-  è  razionale .. 

Con   questo  stesso  artifizio  si  potrebbe  ancora:  rendere  ra- 
zianale  la  formula 

3;; : :   non    ee    ne  occuperemo^ ,   giàccEè- 

m 

m 

quanto  abbiam  detto  >   speriamo  che  bastia  per.  i  nostri   Lettori  ; 
dei  resto  chi  vorrà  in  questa  Materia  maggiore  esrcinsione  ,  può» 
vedere  il  Tomo  IV.  del  Calcolo  Integrale  del  Sig.  Eulero . 
§.    103.  Ma  estendendo  queste  ricerche,   vediamo   in   quali 

casi  possa  rendersi  ragionale  la  formula  x         dx{a  ^^hx')^  • 


Poniamo* a --h5jc"=  u  ,  e  sarà  {a^  hcd'y  =  u \  x 


r 


m 


^*  ==  (  —r-^)  ''  r  e  quindi^ 


iti—n- 


a?         dx  z=z  -Lu        du.  ( — T— )        /  avremo  dunque- 

P  nf  —  f^' 

fx^^'dxia^hxf.  ^f3-u^'^~'da.{^l^)  *    ,  ed  il  se- 

condo  mefnbro  di  quest*  equazione  sarà  razionale  tutte  le  volte 
che  —  sarà  un  numero  intiero-. 

n 

•Facciamo    nella   stessa    formula*  a  •^  hx   =  x  z   ^    ed  a- 
yremo 
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X 


é  -  b 


t 

,  (  a  H-  fiat?  ) 


"""^  ^    OC 


m 

.    n 
a 


m 
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;  quindi 


(.*-«)? 


U^-^)*^ 


X        dx 


—  ^a    z 


m 


dz 


«(**^«>" 


m 
L 


,  e  la  nostra  formula  diventerà 


m        p 


m         p 


—  ,    la    quale    sarà    razionale    tutte    le  volte 


che 


f/i 


» 


£  sarà  un  numero  intiera. 


Integriamo  per  esempio  x'dx{à 
sto  casa 


0 


q^ue  la  prima  trasformazione  ci  darà 


5jc*  )  ^  :  avremo  in  que- 

»- 
la  numera  intiero  ;  dun- 


I  — . 


/x>dx(a^Bx'r  =  ^Ju'C-^)da 


ib 


;  (  a  H-  Sac?*  )' 


1 
3 


3« 


L  (  a  ^  Ix"  f  H- 


3«^ 

c. 


Per  un  altro  esempio  y  sia  da  integrarsi  la  diiE&renziale 

a  * 

a;' da?  (  a  H-  5^^  )^  5  ed  avrema 

?       3        3        3 
nnmero    intiero .   La    seconda  trasformazione   ci    darà   in    qoe- 


m 


n 


3,p  =  3,  5f==3, 


n 


sto  caso 


a 


fx^dx  (a  ^  hx^y  =/    ^f^ ,  3  >  e  q;aesta   differenziale  trasFor- 

«  ■ 

mata  essendo  razionale ,  s*  integra  per  ciò  che  è  detto  al  §.  an- 
tecedente . 

Per  rendere  razionale  la  formula  differenziale  più  complicata 
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* 

OT  —  1    ,     f  a 

"*  **'  ì  *  ;  iacciamo   *-"*■  -*'  -^u  ^  ed  avremo 

-hi'*"^            J^auv^iauiu    ^/    .   / /   »  ^^  **    »    ^"    avxL/IIiO 

P 

«;/ 

^a'  -i-  i'x"  ^ 

P        »         V«^-^      ^"          /y«^  — V»       ^ 

C4f     7     Ì.V      -    —             —  —  9     ^^                  I    .  -     —      ■■-    ■        ^     ^;^j 

« 

»       1 

X        dx  — 

) 


La  nostra  formula  divei'rk  dunque 


m 


e  sarà  raziona- 


le  se  —  è  un  numera  intiero  :  quindi  se  tz  ==  i  ,  la  formula 

x^  ^  dx  (  4-^7^  )  '  5  poti-à  sempre  ridursi   alla  razionalità  ,  t:iò 
che  abbiamo  anche  dedotto  da  un  altro  principio . 

§.  104.  Noi  abbiamo  veduto  che  la  formula  a;         dx{a 

p_ 


hx  )  ,  riducesi  razionale  quando  —,  ovvero  ~h-—  sono  nu- 
meri intieri  ;  ora  è  facile  vedere  che  nei  medesimi  casi  egual- 
mente si  può  rendere  razionale  la  formula  -molto  piii  generale 

X  dx  {^a^Dx  y         ,  essendo  «   e   j3  numeri   intieri 

qualunque  :  anzi  T  integrale  di  questa  seconda  formula  si  potrà 
sempre  far  rdipendere  dall'integrale  .della  prima,  .sia  questa  o  no 
riduttibile  alla  razionalità  . 

Per  ottener  questa  rdipendenza  ^differenziamo  la  funzione 


—  •+  I 


X   {a^^hx  )         .,  ed  avremo 
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Ah-i 


«.—  1  -  ,«-+»-- r 


d(x'"i a  -h  Bx' )  ^        )  =  (  max  '     dx  H*  mhx  dx  h- 


p_ 

/tu 


?^i^-±X}5a?  rfa?)(a-t-5a?  )    ,.  d*  onde  ricaviamo 

2 


^  P 

K* (  a  M-  òa?*  ) *         =  mafx^    ' da? ( a  h-  61?  )     -h 

p_ 
'!!L±J^t±!;ibfx'''^'*~'dx.{a^bx')^  ,  e  quindi     • 


•     •     •     • 


*      ,.  ^ 


t 


P  ^-l-I 


•    •    • 


m—  I   ,    ,  T    * s  ? 


^.^^ fx        dx^ci'^bx  )    j  e  se  invece   di  m 


scriviamo'  m  —  a ,,  avremo-  quest*  altra,  riduzione- 

CB) /a?  <^*  (  «  H-  *•»  ).    = (^".Ti "" 

{mr±nf)±for- 'dx {a^hx")*  . 

P_ 

Dunque  l' integrale,  di  a?,      *  ~   da?  (  a  -+.  ia?  )     >    0    più 
generalinente  quello  di  x  dx{  a  h-  hx  )  y  si    puQ 

i. 

far. dipendere;  dall'  integrazione  di  /a?         dx{a-^hx  )    . 

Ì.-Ì.I 
Il  differenziale  di  «"*(  a  H- 6a?  )  può    mettersi  anche 

sotto,  la.  forma 
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(. „2a  _  (i;iL±^J±.?ll£  ):»'""' dar  (  a  H-i:*?')^  ^  m-^np.^^^^ 


*--^i 


'"-■^^^r^     .    j.v.«N? 


X        dx{a  ~{-  bìx  y         ,  ed  avremo  allora 


p 


(G)  .  .  .  .rx'"'~\dx(a.^òx''f         ^qx-u-^^jc;^ 

P_ 

„,j!^^Jl% ) A" "  '^^ (  «  rH  6«* ) ^  ,  e  ponendo  p  —  2  i° 
luogo  di  p ,  si  b^a 

(D)  . . .  .fx'""'dx{a  H-  6/)'       =  --  --^ 

p_ 


1 


,•     ,•      « 


VH^^fx""     'dxia^bx^Y  . 

npa      •^  V  •  y 


ìi^l 


La  formula  dunque  yir         rfa?  (  a  H-  &^  )  P^^Q    farsi 


dipendere  da  fx        da?  (  a  h-  ^^  )     ?    ^   più   gefleralmente    a 
quest'  ultima   integrazione    si    può    ridur    quella    della   formula 


fx         dx (a^  bx  ) 


^=±/3 


k-' 


L'  equazione  in  fine 
•d«(<2  -r{-.  Sa;  )  }  ci  dà 


(E) fx  dx{a  -^  bx  )  =  ^^—^,3^^ 
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— /jc"""  '  dx{  a  H-  6^")*  »  e  ponendo  m  —  n-,  e  p  Hrq  in  luo- 
go di  /a  e  di  p  ,  si  avrà 

(F)..../a?  <fa?(<2H-6ac  )  — ^— ^^ 

Disponiamo  in  una  Tabella  le  sei  riduzioni  che  abbiamo 
ottenute ,  e  delle  quali   potremo  all'  occorrenza  servirci  : 

(A) /a?  dx{a^bx)     —  j;;;^^„jz^-^f)r  — 


C  «f --+ «^ -f- »?  )  * 


P  ^M-I 


(B) A  dx^a^lx)    = ^--y^ 


-T     ,      .  .      r     «N^ 


P  —-4-  I 


(C) A        da?(aH-6a;)  =«-^^-7r(7:ir^y;j-.-i- 


»—  I      .       r  T      «v? 


A_i 


(D) /x-'-'dxiaH^hxy       =.^i^^  ^ 

p_ 
«JiffJlfx'"''dx(a^hx'')^  i 

foni.  IL  M  m 
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±_,  P 


fJ^""'dx^a^hx')U 


■^-f-i  ^-«-r 


(F)  .  .  .  ./x''-"'~'dx{a^  Bx")'        =  ^Lia^ti!^! 


w»  —  » 


(« 


:^^j^A"'     'd^(,aH.6x»ri 


qnando  nelje  quattro  formule  (A) ,  (B) ,  (D)  ,  (E)  il  coeffi- 
ciente della  seconda  formula  integrale  svanisce ,  la  prima  am- 
mette un  integrale*  algebraico  :  abbiamo  infatti 

fx~    dx  ^  a   ^   Bx"  )'        =; 


per 

(  A  )  ,    se     m  ■ —   o  , 

-^H-l 

fla-^-ix')^ 

"{p-^ììi        * 

per 

(B),  se  i:  —  —   « 

» 

CI 

. 

»*-  "(«-«-**") 

(m  —  t,)»             ' 

«V 


per  (D),  se  £  =  -  ^,    fx"'-"dx{a  ^  bx"). 


i'  ft 


m 


>-r 


per  (E),    se    m  =  o,       fx'*~'^dx{a  ^  Sa?*/ 


nfb 
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Se   il  coefficiente  della  seconda    formula  integi'ale  diviene 
infinito',  le  precedenti  riduzioni  son  di  niun  vantaggio:  quando 

però  ciò  succede  nelle  riduzioni  (A),(B),(G),(F)  abbiam 

- ,  ovvero  —  H-  —  ^  egualie  ad  un  numero  intiero  ,   ed 

allora  quelle  formule  (  §.  antecedente  )  sono  riducibili  alla  ra- 
zionalità :  nelle  altre  due  ibrmule  (D),  (E)    abbiamo  ia   quel 


sempre  -^  _  ^     .    ^ 


'X  dx      rx  dx 


caso  ^=^9,  e  le  espressioni  f\  ^  ^^,  ,  /1__^_^  ,  sono  da 

loro  stesse  razionali . 

&.  105.  Da  quanto  abbiam  detto  di  sopra ^  ^eduéiamo  l'in- 


X  àx 


•      • 


tesrale  delia  formula  ^, ^,  >  ove  m  e  un  numero  intiero  pò* 

sitivo  .  La  prima  riduzione  ci  darà  ' 


r^         à^  =  —  ^  v^('-i£i  ^  .J!L^ /-^^— ^ ;  qmndi   i   valori 
dispari  di  m  ci  daranno 

•'Vii-**)  2  ^  -' ^^  a  •' Vii-*  )  3         ^ 

« 

a;*  )  -4-  ^Arc.  senx  -t-  Cosf. 
r  _JL*i^_  =  ^  (  ±  »J  H- ^^  a?  W  (  I  —  a?' )  H- ^^ -4rc.  sera  «? -4- e 

V<^(1—  X»)  ^4  4.2'^  '  4.2^ 

0 

1^^^  ^rc.  se/2  a  H-  C  ; 
•        0.4.2 

ed  in  generale 

r    *''dx     _      (  I  „2i-»  ^  i(2;-i)^^-3 :  .  ,  .  ^ 


(2>~i)(g/~3)  •  .  .  .  3' 

2i  (  ^'  —  2  )  .  .  .  .  4  .  3 


)\/(i   —  a?*)  -H*.- 


lJi:;lLU*-8)(i^±-5?-..-8.i.  ^^.  sera  a?  H-  C  ; 

2^(21— a) lai  — 4)  ....  4« a 


y 
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e  quei  pari 

««-•(i-*')  ^I  1^5  Z-5S  i-s-a'      ^ 

e  geDeralmeate 


2»-h  f 


rf*  /       »         «^     .  9»  2r— » 


• 


»       « 


'^VCl—Jir*)  ^21 -4-1  (21-4- 1)  t2*—  1  }  ^ 

2f(2c-2Ì..,.4.^W/,.    _a?MH:^C\ 
(2ÌH^I  )t2i-l)  .  .  .  3..1    -'•        ^  ^ 

la  simìl  gaisa  troveremmo 

/• ix^ ^^^ /    f     ^ ,  2/  —  r 

2i  ^  2i—  2  ) 2  ^  X 

f  dx   r  I  ar  — 2- 

»V(I-*»)  (2i-l)*-'        *  (2Ì-l)(2Ì-3)«''       3 

(2f-a)(2f-4) 0^^^  r  ~  a?M  -i-  C. 

(2i—  l)(2i  —  2).,,3.*''^      •  ^       * 

Determiniamo  le  costanti  C  >  C  delle  due  formule  integrali 


•  •  •  • 


• 


2ì  .  2i  -+  I 


/^/T^^Ib^)  ^  / J(  I  jT^yV^  i^  o]odo ,  che  c]pieste  si  aanuUino  quan- 
do 07  =  o  :   si  avrà  C  =  o  ,  C  =  ?iL^!ii?:H^izillili^.?  ,   e 

l  2Ì  -4- 1  )  (  2£  —  1  )  .  •  .  3  •  4 

perciò 


/ 
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{2i^l)(2£  — .I)....3..I 

Qtiest'  integrali  cominciano  quatrdo  a?  =  o  ;  per  avere  il 
loro  valore  sino  ad  rr  =  i ,  basterà  fare  ac  =  ì  in  queste  due 
formule  ,  ed  otterremo 


f\x  r      *^'^*__    (2Ì-I)(2/-3Ì %.l     j 


2Ì(2Ì— 2i 4.2^ 


(21  — l)(2y  — 3)  .  .  ..  g-r  .  Z       * 
2Ì  (  2i  — *  2  )  .  •  •  .  4  •  2         *    2 

circonferenza  del  cerchio- 

Qne^te  due  ultime  formule  sono  vere  per  qualunque  va- 
lore che  riceva  la  lettera  i .  Supponiamola  dunque  infinita ,  e 
riflettendo  che  in  questo  caso  abbiamo  prossimamente 

f-JLJJL-  ==/j? ti,  sarà 

w      1 . 3 •  5   7  •  •  •  •  «.«.  2 . 4»6  8  .  .  .  . 
2      2*4*  ^•^••.»  i-S'S*'!***'* 

e  quindi 

jr    2  .2     4  .  4     6  .  6     8^.^ 

i^  i.3'3.5"5-7:-9 

formula  elegantissima  per  la  rettificazione  del  cìrcolo  >   la  quale 
è  stata  ritrovata  da  Vallis  • 

Moltiplichiamo  tra  loro  le  formule  (  i  )  >  (  a  )  ,  ed  avremo 


.  ec. 
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X    ix  rx^  dx  I  fr 


questa  equazione  è  vera  per  tutti  i  valori  di  2Ì  positivi  ed  iu^ 
tieri ,  .e  cessa  di  esser  tale  negli  altri  casi  ;  imperocché  le  for* 
mule  (  I  ) ,  (2)  dalle  quali  essa  dipende,  dimandano  quella  con- 
dizione nel  vaiore  di  i .  Eulero  (  il  cui  •Calcolo  Integrale  pos- 
sono consultare  i  nostri  Lettori ,  che  maggiore  estensione  desi- 
derano in  queste  dottrine  )  supponendo  che  la  suddetta  equa- 
zione abbia  luogo  anche  per  i  valori  fratti  della  quantità  ar , 
ne  deduce  diversi  Teoremi,,  che  se  sono  yeri ,  meritano  però 
d'  esser  dimostrati  per  a4tra  via .  JN"on  ci  fermeremo  di  piiì  so- 
pra queste  ricerche ,  le  quali  sono  più  cpriose  jche  utili ,  e  éi 
trovano  sviluppate  neir  Opera  citata  • 

§  106.  Applichiamo  le  dottrine  spiegate  nei  due  §§.  ante- 
cedenti alia  quadratura  dell'  Ellisse  e  dell*  Iperbola,  ed  alla  ret* 
tific^zione  della  Parabola  .  ^ 

^.       ^  Sia  AG3  nna  semi -Ellisse,  il  cui  sem^iasse  maggiore  AG  = 

ri^.  20.  ,  . 

^  *  a,,  il  minore  CG  =  5.  Sopra  1  asse  AB,  come  diametro,  sia- 
vi il  semicircolo  ADE  .  iPacciamo  AjE  =  ^ ,  FÉ  .=  x>  HE  == 
z  )  ed  avremo 


y  =  4-  v^  (  ^ax  •—  vV*  ) .,   z  =  V  (  aa^  —  «*  )  :    ora   (  §.  90  )   la 

sopeificie  AEF  =  fydee  =  —  /V (  aaof  —  a?'  )  do? ^  e  la  super- 
ficie  AEH  =  fzdx  =  /v/  (  aaa?  —  a?*  )  da?  i  dunque  AEF  = 
—  AEH ,   cioè  ^5  r  area  Ellittica  AEF  sta  a  quella   corrispon- 

9,  dente   circolare  AIIE ,  come  la  metà   dell'asse  minore  alia 

9,  metà  deir  asse  maggiore  „ . 

La  quadratura  dunque  dell'  Ellisse  dipende  da  quella  del 
circolo  ,  ^d  in  conseguenza  dall'  integrazione  jdi  v/  (  o^ax  — 
oc*  )  dx . 

Se  r  origine  dell'ascisse  fosse  stata -nel  centro,  allora  fatto 
EC  =  X ,  avremmo  trovato  che  la  quadratura  di  quelle  due  cur- 
ve dipenda  dal  valore  di  f^/{d!'  —  x'')dx . 

Per  ottenere  questo  valore,  io  osservo  che 
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per  più  semplicità ,  avremo 


dx  A      x*dx 


conseguenza 


fy/i,^x'ydx  ==/-^^_  ~./-^-liL-,  ed  in  conseg 
(  §.  antecedente  )  •  - 

C  =  —  C  Ara  senx  ^  X  V(  r—  a?*))  : 


COSÌ  *la  quadratni-a  dell'  Ellisse  e  del  Circolo  dipende  dalla  ret- 
tificazione del  Circolo-. 

Sia  a;  =  I ,  ed  allora  sarà  la  superficie  CAD  =  4:  •  AHD  = 

AHD.^. 

Sia  GAH  un*  Iperbola  riferita  agli  assi  AB  =  aAC  =  a,  ji-     ^^^ 
EF  =  36  .   Sia  CP  =  a? ,  PM  ==  y  ì  e  Y  equazione  di  questa 
curva  sarà  y^:±=by/{x^-^i). 

La  superficie  APM  è  espressa  (  §•  90  )  da 

fydx  =  hfy/{x*  —  i)dx:  ma  hfV {oc' —  i)cfa?  =  V(-OX 
/v^(  t  -  a;'  )  da?  =  b^-Ll  ^Aró.senx  -+  xV{i  -  a;')}  ^ 
C  ;  dunque 

APM  =  A  {  v'  (  —  I  )  •  ^rc.  senx  ^  xV{x^  —  i  ) }  H-  C  . 

Ora  abbiamo  dall' Introduzione  alla  Matematica  Sublime 

a/ (  —  1  ) .  Atc.  senx  ^  Zo^(  V  (  i  — . «*  )  -h  a?  v^  C  —  *  )0i 
dunque 

APM=  *-  {logi^ii-x^y-^-x^i--  t))-^xy/{x\-l)}-^ 

C  ;  la  costante  deve  determinarsi  in  modo ,  che  1  integrale  si 
annulli  quando  a?  =  i  j  dunque 
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C  =  —  —  log  v/  (  —  1  )  ,  ed  in  conseguenza 

APIVI  =  |-{a:\/(a?'—  i  )  h- /(  a?  H- VC^*  —  I  )  )  }  .. 

Fig  28.  Sia  AMZ  una'Parabola  Apolloniana,  AP  =;  x  >  PM  =  y, 

e  quindi  a?*  =  a5y ,  indicando  per  afi  i'I  parametro  della  ouì:- 
va .  Abbiamo  "sopra  (  §•  91  )  dimostrato  che 

AM  =  fdx  v/  (  1  H-  (  £  )'  )  ;  dunq.ue 
AM==/da?v'(i  H-S)- 

b 

Per  integrare  quest' respijessione ,  facciamo  ~  =  —  i^*,  ed  Or- 
vremo  allora 

ragionamento  che  aLbiam  fatto  per  integrare  la  formula  ,  da  cui 
dipende  la  quadratura  dell'  Iperbola ,  ci  dà 


H-  uV {  u*  —  ^)y  *  dunque 


AM  =  A  <r Z x^^ih^j^i)       ^.^JJ^.^JX  ;  non   abbiamo  ag- 

giunto  costante  arbitraria,  perchè  determinandola >  T avremmo  tro- 
vata nulla  ; 

Se  poi  noi   facciamo  AP'  =  x  ,  FM'  =  y  ,  avremo 

Trovata  1'  espressione  di  una  porzion  qualunque  d*  arco  MM 
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ò\  cui  soa  date  le  coordinate  all'  estremità ,  noi  potremo  risol-  p. 
vere  il  seguente  Problema  *ig-28. 

„  Dato  r  arco  MM' ,  trovarne  un  altro  EE'  tale  che 

„  MM':EE';:7z:l  „ 

Per  questo  supponiamo  «  ,  f  le  due  ascisse  AD  ,  AD' ,  in- 
cognite; indichiamo  per  a  la  parte  algebraica  contenuta  in  MM', 

e  per  —  ZB  la  parte  logarìtmica ,  e  s*  avrà 

ed  in  consc^enza. 

la  quale  equazione ,  eguagliando  respettivamente  tra  loro  le  quan- 
tità algebraicJie  e  le  trascendenti ,  si  decomporrà  in  due  altre 
equazioni ,  dalle  quali  potranno  ricavarsi  i  valori  di  w    e  di  f . 

Il  Problema  in  cui  si  cerca  la  determinazione  di  due  ar- 
chi parabolici ,  tali  che  la  somma  o  la  differenza  sia  rettificabi- 
le, cioè  ^espressa  <la  una  quantità  algebraica,  non  ha  alcuna  dif- 
ficoltà .  Imperocché  supponendo  dato  uno  di  questi  archi  y  ed 
una  delle  estremità  dell'  altro,  si  sommeranno  o  sottrarranno  le 
loro  espressioni ,  quindi  eguagliando  a  zero  i  trascendenti  che 
vi  si  trovano ,  avremo  un'  equazione  per  determinare  V  altra  c- 
stremità  dell'arco  incognito,  per  il  che  esso  diverrà  conosciuto. 

§.  107.  Quando  una  differenziale  non  può  integrarsi,  o 
perchè  da  essa  non  possono  togliersi  gì'  irrazionali ,  o  perchè 
essa  non  sia  effettivamente  il  risultato  della  differenziazione  di 
una  funzione  composta  di  un  numero  finito  di  termini ,  allora 
se  ne  ricava  T  integrale  per  mezzo  delle  serie .  Esporremo  ora 
un  tal  metodo ,  perchè  essendo  esso  in  uso  non  solo  per  1'  in- 
tegrazione dei  differenziali  irrazionali  ,    ma   ancora   per   quella 

dei  differenziali  trascendenti  9  lo  dobbiamo  adoprare  nei  seguen- 
ti §§.^ 

Se  dunque  è  proposta  la  differenziale  XcZjc  ,  della  quale  se 
ne  vuole  V  integrale  ,   s'  incominci   da   sviluppare  in    una   serie 
Tom.  IL  N  n 


/•'  I 
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ordinata  pjer  le  potenze  di  x  la  funzione  X  ;  e  qui  richiamia- 
mo quanto  abbiamo  detto  ai  §§  35  e  segg.y  e  quanto  si  dimo- 
sria  a  questo  proposito  nell'  Introduzione^  al  Calcolo  Sublime  ^ 
Sia  dunque 

--  m  -    fw-+-»  m^2ft  nr-+3»'  - 

X  =  ax    — h  ox         ^  ex  -K  ex  H*  ec  ,  ed  avremo» 


fXdx  z=fax  dx  ^fbx         dx  ^fcx  dx  ^{r  ec.  >  ed  in^ 

conseguenza 

rXdx  =  ^ — .^  ^- ?  H-  -  — h 

^  IW  •+  l  IW  -f  II  H-  I  fW  -+  21»^  -+  1  w  -*•  3«  -4-  l 

ec.  H*  G 

essendo  G  Ta  costante  arbitraria  aggiunta  integrandb*. 

Per  fare  alcuni  esempi  di  questo  metodo  ^  proponiamoci 

I.  D'  integrare  la  differenziale   -i^*— . 

Essendo  -.-^  ==  i.  _  f^  h-  ^:  —  ^  ^  f!  -.  ec. 
avremo 


a*-+jt*  A  «'  «*  «.* 


J  a*  -¥x*  a-  3"'  5»'  Z«^  ' 


ma  f-^—i  =  -^rc.  ta/2^  —  ;  dunque^ 


»dx 

X' 

Are.  tang^  =  -_i^H-~-^H-ec.  H-C: 


3^'  5^'  7«' 


ora  essendo  Are.  tang—  =  o  quanda  x  ^=^  o  ,  s*  avrà  C=  a. 


Facciamo  x  =  a  >  ed  allora  sarà 

Jrc.  tans  i  =:r^-LH--— -^H--  —  ec.  =  Aì^c.  di  45*  ;. 

questa  formula  potrebbe  servire  per  la  rettificazione  del  cerchia, 
ma  la  di  lei  convergenza  è  leutissinaa  .. 

IL  Per  integrare  - — ~-t\  io  osservo^  cRe 
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dunque 

^V(i  — •*  )  «      3         2.4     5  a. 4. 6     Z         2.4.6.S     9 

.    Ma  /" — ~—T-.  =  -'^'^  ^'Z  DO  ;  dunque 
•'  v*  l  »  ~  *  ) 

a      3        2.4     ^        2,4.6     2        2.4.6.8     9  ' 

iacciamo  a?  =  i ,  ed  avremo 

^  .   2. ,3         2.4.5         2.4.^.7         2.4.6.8.9         ^   ^ 

€  se  poniamo  a?  =  -i-^  6*  avrà 

Are   20^-  ^    .  ,,        '       ^t.       '3 1 y>3>S  _  ,.       ^-S-J»? .  -.p 

VX/C.  ^v^    -  Y  ^2. 2'. 3^^2.4. 2*. 5        2.4. 6.2^. 2^^2.4. 6.8. ii».9 

rserie  convergentissima  per  esprimere  il  rapporto  della  circonfe- 
renza  tfl  diametro  . 

III.  Integrìamo  per  serie  la  formula  irrazionale  x        •dx (a-^ 

L 

òx  )   ••  Essendo 

avremo  (  rappresentando  per  y  V  integrale  cercato  ) 


m-^%n 


Pip-f)(p-2q)i^     x^^^ 


e  questa  serie  va  ali*  infinito  se  -^  non  è  un  numero  intiero  e 

.  4 

^ositivo  . 

Se  la  quantità  a  è  negativa ,  e  sia  ^  un  numero  pari  la 


/ 
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nostra  serie  conteFrà  Y  immagi?narìo  Vi  —  ^)  j  onde  per  otte- 
nere nu  integrale  che  ne  sia  privo  ^  cangeremo  la  formula 

P  P  pn      ,  p 

X         dx(^bx   — cl}     w  6     07  ax{i — ^x      )     ; 

Essendo  allora 

/  avrà  integ^'anda 

^^h^ [il !  _^ .  1^ 


<«.} 


e  se  a  e  b  sono  ambedue  numeri  positivi ,;  possiamo  fare  uso^ 
di  ambedue  le  serie . 

IV.  Per  integrare  la  differenziale  dx  V  1^—* ,  piattosto  che 

sviluppare  in  serie  secondo» le  potenze  di  x,  la  quantità  y'il!-?^, 
prendiamo  lo  sviluppo  di  \/  (  i  .^  ax'  ) ,  e  siccome  questi  è 


^        ^  ^  a  2.4  2.4,6 

vrerao  perciò 

rdxy/'^^%=^f{i  H^^ao?*  — I^aV-fec.}^— ^-. 

Ora  supponiamo  che  V  integrale  debba  prendersi  da  ar=  o, 
sino  ad  a?  =  i  ,  cioè  che  determinata  la  costante  in  maniera 
che  egli  svanisca  quando  a?  =  o,  facciasi  nel  di  lui  valore  cr  =:  i  » 
s'  avrà  allora  (  102  ) 


/' 
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jiM^y^   !_,•         2    t         a. 2  2.3.4.4  a.2.4.4.6.6  ^^v* 

questa  formula   può  servire  per  la  rettificazione  deir  Ellisse . 

Infatti  chiaoiando  e  Y  eccestrìcirà  dell'  £llisse  ;  |  il  semias- 
se maggiore  >  il  quadrato  del  semiasse  minore  sarà  i  —  e*  ^  e 
quindi  V  equazione  della  curva  y  =  (i  —  ^*)(i  —  a?*}. 
Ora  (  §  90  )  indicando  per  &  V  arca  corrispondente .  air  ascissa 
0:9  si  ha 

s  =  fV  (  I  H-  (  —  )*  )  e?*  J  dunque   essendo  per  noi  (  ^  )*  == 


Jx'  ^       '         *  *  "rf* 


(  1  —  è*  )  -^ 


avremo 


1  — *»*» 


s  =  fdx  V  ^—:^~^  •  Sq  facciamo  nella  formula  superiore  a  == 

—  e* ,  avremo  per  esprimere  il  quarto  del  perimetro  dell*  EUis» 
se  questa  serie  ^ 

i-{i— l^c*  — i^I^-l:^e*~'-^i^l^H«*  —  ec-l»  essendo 

2      ^  3.2  2,2.4.4  2.2.4.4.6.6  ^    ' 

la  quarta  parte  della  circoaferenza   del  circolo   circoscrìtto 

air  Ellisse .  Una  tal  serie  è  convergentissima  per  le  Ellissi  po« 
co  allungate. 

V.  Per  avere  T  integrale  di  -_ -^-— ,  osservo  che 

^  ^  •      2  •     2.4  2.4.6 


T 

^ 


du 


nque 


Se  noi  indichiamo  per  A  qnest'  integrale  preso  da  «  =  o  >  sino» 
ad  a?  =  I ,  s'  avrà 

=  I  ^  J 1-  -LlL  *^    '•^•^-  H-  ec, 

a. 5        a. 4. 9        2.4.6.13 

Per  un  altro  verso 
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a.  4  a..4.<»  ^ 


.4.6''  V(i-**)^^ 


Se   si  prendono   quest*  integrali  in   modo   che   svaniscano 
quando  c6  =  o  ^  g  vi  é.  fa'  a;  s=:  i ,  si  avrà  per  le  fbriuble  deJL 

§•  105- 

sarà  per  tanto 

*  g.5       a..4.9       2.4.6.13  ** 

fonnula  Jelegante  per  esprimere  ài  capporto  del  diametro  alla 
circonferenza . 

Il  Teorema  di  Tajlor  combinato  con  le  successive  diflère.n- 

> 

ziazìoni  della  quantità  da  integrarsi  >  ci  dà  anche  un  metodo 
d'  integrar  per  serie  :  infatti  avendo  noi  ricavato  da  questo  Teo- 
rema (  §  37  ) 

purché  dopo  le  differenziazioni  si  feccia  a?  =^oiu  (— )^(^)€C-» 

w  poniamo  <p  {x)  ^/Xdx ,  avremo  {.-  )  =  X ,  < ^ )  =  (  j^ )ec., 
e  quindi 

fXdx  =  A  H-  «X  H-  ^(?)  H-  —  (?J  H-  -^-  (^'1)  •*-  ec. 

•^  2  ^</jr  ^  2^3  ^  ^jc*'     *    2.3.4  ^  ^** 
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a87 


supponendo  però  che  si  faccia  a?  ==  o   io  (  ^)  ,  (•—)  ^c.  y  ed 


dx^      ^  dx 

in  X  a  differenziazione  eseguita  . 

La  lettera  A  rappresenta  ìì  valore  di  fXdx  quando  x  :;= 

o,  il  quale,  non  essendo  dato  dall' equazioni  (^)  =  X,(^)=:5zo 

ec. ,  resterà  perciò  arbitrario  >  e   sarà  la   cjaautità  costante  che 
r  integrazione  deve  introdurre- . 

§.   108.  Veniamo  all' integrazione  delle  funzioni,,  che  con- 

'         •  •  •  ' 

tengono  i  trascéndenti  esponenziali  e  logaritmici . 

ISTeir  integrazione  di  simili  funzióni  suol  farsi  mdtissrmo 
USO  di  una  riduzione  ,  conosciuta  nel  Calcolo  Integrale  sotto 
il  nome  (T  Integrazione  per  Parti  :  ecco  in  che  consiste .  »$e 
y  e  z  rappresentano  due  funzioni  qualunque  di  a? ,   il  Càlcolo 

Differenziale  ci  dà  d{yz)  =  z{^)  dx  -+y  (  —)dxy  o  sempll- 

cernente  (  indicando  (^!^)dx  per   dy  y  e  {p)dx  per  dz  y^ 

d  (  yz  )  =  zdy  H-  ydz  ;  ora  integrando  quest*  ultima  equazio- 
ne ,  abbiamo  yz  =  fzdy  h*  Jydz  y  dalla  quale  ricaviamo 
fzuly  =  yz  —  Jydz  ;  per  mezzo  di  questa  formula  V  integrale 
fzdy  di{)eude  dall'  altro  Jydz  y  che  talune  volte  può  essere  piiì 
semplice  di  lui  ;  gosj  dovendosi  integrare  la  formula  Xdx ,  se 
potremo  decomporre  X  in  due  fattori  P  e  Q ,  tali  che  uno  di 
essi  y  per  esempio  Q  moltiplicato  per  dx  dia  una  differenzia- 
le esatta  dY  y  avremo 

fXdx  =:fPQdx  ^W  -^fV  (^)  dx  .  Gli   artifizi   da  ado- 

nx 

perarsi  in  questa  decomposizione ,.  affinchè  la  formula  od  si  ri- 
duce un.  integrale y  sia  più  semplice  di  lui,  non  hanno  delle  re- 
gole generali ,  e  dipendono  dalla  sagacità  dell'  Analista . 

i!^ia  da  integrarsi  la  differenziale  a'^Xdx ,  indicando  X  una 
finzione  qualunque  di  a; . 


faXdx  =  ^  a^'X  -^/^  ^'  •  (  ^  )  ^^  •  ora  supponendo  (  ^  ) 
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Siccome  do.'  ==  tì'dx  .  /a  ,  si  avrà  Jadx  z=z  l^a*  ^  e  quin- 
di integrando  per  parti ,  troveremo 

)  uà;  :  ura  supponenoo  ( 

dx 

P,  avremo 

fa'Xdx  =  ^  a'X  — r  i^  /al?dx  ,  e  continoando   T  integrazione 
per  parti 

/a-Xd«  =  J.  a-X  -  ^  a'P  H- ^/a*  (  £  )  <te , 

'nella  quale  facendo  (  ^  )  =  Q ,  e  seguitando  lo  stesso  metodo 

4 

d' integrazione  ^  s*  avrà 

/a'Xrf«  =  i  a'X  _  ^  «-P  H- i  a'Q  -  ^/a' (  f  )  rf«, 

.  e  così  di  seguito , 

Se  dunque  X  è  una  funzione  l'azionale  ed  intiera  di  Xj  noi 
'arriveremo   in   fine  all' integrazione  della  formula  a'da? ,  della 

quale    conosciamo   V  integrale  .   Così   Y  integrale   di  a  {  x^  h- 

bx  ^  e)  dx  sarà 

fa!'  {x'  ^  bx  ^  c)dx  :=rs  JLqT  {x^  ^bx^c)  —  77.0' (aa?  -^ 

quello   di  a'x^dx  >  essendo  n  xm   numero  intiero  e   positivo  ^ 
sarà 


fax'dx  =  a'  {^ 


**  _.    ir  (  »  —  I  )  jp 


U*  la 


9 


•    •   «    •    * 


/j^  /tf 


il  segno  superiore  è  per  n  pari ,  e  Y  inferiore  per  n  impari . 
Per  determinare  la  costante^  supponiamo  che  T integrale  deb- 


ba svanire  quando  a;  ==  o ,  ed  avremo 
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X 

Avre])be  potuto  integrarci  la  formula  aXdx  anche   in  al- 
" tra,  guisa  i   infatti  la  stessa  regola  dell'  integrazione  per  parti 
ci  dà 

fa'Xdx  =  <ffXdx  —  laf(fXdx)  a'dx ,  «  facendo 
P  ==  fXdx ,  si  ha  fa'Xdx  =  n'V  —  lafa'Vdx  .      ' 

Poniamo  fVdx  =  tj  >  '^'^  avremo 

fa'Xdx  ==  tì'P  —  la  .  a'Q  -i-  laYa'Qdx  j  cosi 

« 

JX^dx  =  R  )  ci  da 

fa'Xdx  =  <i'V  —  la  .  a*Q  -f-  Za' .  a"R  —  la^a'^dx , 

6  potremo  continnare  questa  riduzione,  finché  si  giunga  ad  nna 
formula  integrabile ,  e  molto  più  semplice  della  proposta .  Con 

rquesto    metodo   cerchiamo    Y  integrale   della  formula    2?!!^,  es- 
sendo  n  tin  numerò  intiero  e   positivo.    Facendo   X 


'x'~  ♦ 


— I  *-v  1 


:rr.Q 


(«-I}**"*  («— 1)(»  — 8)«*       * 

r 

R  = ^.mi — - ,  €c. ,  avremo 


/iV*  tf'  «*/if 


/a  a 


il'/^*  «Vtf''"'® 


/<a  >•  «  Vjr 


(»  — I  )  (»  — 2)....a.i  y     jr    • 

tutta  la  difficoltà  per  tanto  si  riduce  all'  integrazione  della  for- 


a^dx 


mula  —^  ,  la  quale  non  sappiamo  integrare  che  col  metodo  del- 
le serie . 

Tom.  n.  Oc 
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Se  n  sarà  un  numero,  fratto,  1'  una  e  1*  altra  riduzione  ci 
dà.  r  integrale  per  mezzo  di  una  serie  infinita:,  che  i  nostri  Let- 
tori faranno  bene  a  trovare  per  esercitarsi  nel  Calcolo*. 

Per  integrare  — —  (  essendo  e  il  numero  S  cui  logaritmo 

iperbolico  h  Y  unità  )  facciamo,  a:  =^  i.  -i*  «  >  ed  avrema 

/f^  =  e/-—  .  Pouiamo  ora 

« 

— —  =^  A  H-  B^  H-  C2:*  H-  Ei'  -f.  ec. ,  ed  avremo 

L  ^  2  -+  -  H,  J^  ^  ...?!_  H-  ec.  =  A  H-  B2;  -K  Ca'  -^  E2;-'  •!.  F2^*'  H.  ec. 

2L         2.3         2.3.4 

-+•  A.  -I-  B     -h  G     H-'E    -h  ec. 

ed.  in  conseguenza; 

A  =  i; 
B  =  o 

2 


K 


F 


H 


I     r 

2.3^       T 


f 


2-3,4      2-.  a       »^ 


2.3-4.5         2.3.4         2.3         a 


K  =  —J^-~.  -  :r^~.  -4- 


r 


B.3*^4-5*6         2.3.4.5         2.3.4         2.3  9 


ec. 


e  rJl^  =  e V/ 1  ^  fi  —  ^  H-  «^—  ~     44t^      .       gggg^     _ 

^  ì-^z  •^   ^        *     2  2.3         2.3.4         S«3*4*5         2.3-4-5-^ 


1854»' 


ec 


' }  dz 


2.3.4-5'6.7 

e  fiL^±  =  e  {s  H-  ^: ??-!:  ^  -^L*»  -  _jW?il- -^  ec.  >  -*.C. 

•^    l-+ai  ^  2.3        2.3.4         2.3.4.5        2.3.4.5.6  ^ 

Sostituiamo  per  z  il  suo  valore ,  e  sarà 
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r  integrale  cercato . 

Se  la  costante  deve  essere  determinata  in  modo  che  l' in- 
tegrale si  annulli  quando  x.=  j^ -abbiamo  G  =  o,  e  se  quell'in- 
tegrale debbe  annullarsi  quando  ce  =o  y  si  trova 


2-3        2.3*4    '   9«3«4-5    '   s.-3«4-iv<^    '   9.3-4«5*6*7 

'*5*      -t.«c.}: 


§.  lop.  Perle  differenziali  logaritmiche ,  proponiamoci  d'in- 
tegrare la  formala  Vdx{lz)^  essendo  V  t  z  dne  funzioni  di  a;. 

Sia  fVdx  ==  Q  ,  e  ia  regola  -deir  integrazione  per  parti 
^i  darìi 

fVdxlz'  =^q.lz   -^nf^{lzf^^  .{f^)dx:   così  V  integra^ 

zione  richiesta  è  ridotta  a  quella  di  una  differenziale,  nella  qua- 
le il  logaritmo  Iz  h  elevato  ajd  una  potenza  minore  di  nn'  uni- 
tà; continuando  questa  riduzione 9  si  comprende,  che  giungeremo 
ijQ  fine  air  integrazione  di  una  quantità  algebraica ,  ic  però  n 
«ara  numero  intiero  e  positivo  • 

Per  esempio  vogliasi  integrare  oc^ dx^logx^ ^   ed  arremo 

P  s=  a;    )  z  =  jc ,  e  perciò 

fx^dxitog.x)'  =  "—{Ixf  -  ;^  Andare/*)*""'  : 
ora  ponendo  in  qucst'  equazione  n —  1  invece  di  is,  si  avrà 
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«  parimente 

ec. 

Dnnque.  costituendo  una,  £[>i:imila  celi*  altra  >  troverema 

n(n  —  i)C^  —  a)  /  ^"^  ^'  ^  '  -f  ec  ì>  .-h  G  . 

Quest'  espressione  npa  soddisfa  al  caso  di  ai.  =  —  i  >  ma 
allora  si  ha  V  equazione 


fé!LLl£Z  =  (^Ixi"^'  —  nf^^ilx)^ ,.  da  cui  si  deduce 
(;zH- i)/^(Za;)''  =  C^^}'"^'t  e  perciò 


/^'('«)°  =  '4^'h-c. 


Per  integrare  la  differenziale  .7-^»  essendo  X  una  funzio^ 


ne  di  a; ,  faremo 


Xx .  — ,y^  >  ed  allora  1*  integrazione  per  parti  >  ci  darà 


dx  Xx  '  .        X       r    d.Xx 


1»  —  1. 


•'7(7*?  i« -i) {/*)»-•  "**iir^"T«' tz*.) 

poniamo  successivamente  d. Xa:  ?=  Pda?>  d.'Px  =  Qdx^  d.Qx 
"Rdx  èc.  y  e  continuando  la  stessa  riduzione  si  troverà 

Xdx  Xt  P* 


7x^ 


(»-iìl/*)"-*        (•-i)(»-a)(/«)"-» 

Vdx 


-^ 
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Facciamo  ora  X  =  »   >  ed  avremo   P  =  (/»H'  i)«**» 

^^  

Q  =  (/n-i-i)*»   >R  =  (in  -*•  i  )'  «    ec. ,  e  percigt 

(/*)•  («-i)(2*)*"*        (•-i)l«-a)(/*)*'"* 


(  K»  -4-  1  )•  * 


(•-i){»-a)(»-a)(/*)'*     * 


(» 


— 1)(»  —  a) s-a.!**    ■/» 


j.  HO.  La  formula /^^»  riducesi  ancor  più  semplice  fa» 

cendo  a?        =  J&  »  infatti  essa  allora  diviene  /^ ,  il  cui  int©- 
graie  puc^  ottenersi  per  mezzo  delle  serie  >  come  ora  vedremo . 
Poniamo  2;  =  e  >  ed  avremo 

fY  =/— ^:  qnest'  integrale  è  stato  trovato  al  $.  anteeodoat»  > 
e  ne  è  stata  determinata  la  costante  in  maniera  che  esso  sva- 
nisca quando  u  =  o  :  abbiamo  così  V  integrale  di  ^  nella   snp- 

posizione  ohe  si  annulli .  quando  a  =  1  .  Affinchè  questi  svani- 
sca quando  z  =  o  ,  facciamo  z  =  e  —  w  ,  essendo  e  il  nume- 
ro il  cui  logaritmo  iperbolico  è  V  unità  >  e  noi  avremo  allora 

fp=:.-^r  — ^  .  Poniamo 

=  A  -h  Bu  -f  Gli*  -1-  Ez/*  -i-  Fm*  ^  ec,  e  sarà 


1  =  (  A  -r  Bm  *i-  Cm*  h-  Ew'  h-  Fm*  -^-  ec.  )  (  I  —  -  ^  -^ 


ill^^  _ec.) 
dalla  quale  equazione  si  ricava 


A=  I 
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ee. 

* 

dunqojB  (  indicando  per  C  la  costante  ^trbitrafì^  ) 

^  /(r  — n)  a  3  4  5 

ed  in  conseguenza 

•*■•  ^  1^  "j 

facciamo  A  =  #i,B  =  i./3,C  =  ij>'^E  =  4«>«C' 
e  si  avi^ 

Determinianio   la  .c»stante  C  in  modp  che   V  iutpgrale  ^i 
annulli  quando  2;  =  o  >  e  sarà 

C'==e(a-|*^H^  —  H--^H-cc.  )  essendo  j^  come  si  sa 

•  ^        s        4 

65=2,718281838459 


dz 


Dair  integrazione  di  —  dipende   1'  integrale  dell*  espressio- 
ne dzllz  :  infatti  la  regola  d' integrazione  per  parÀ  ci  da 
f dzllz  =  zllz  —  /J ,  e  per  conseguenza 
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Dalla   medesima    formula   dipende    anche-  1'  integrale    di 
Ì!L  ;  infatti  facendo  Z^  =  a;  >  si  ha  * 

/f^  =/^^  =/f^  {  r  -{^«  H-^  -t-  —  -<-«•  >  »  olle  abbia- 
ino  insegnato  ad  integrare . 

Per  integrare  x    dx  9.  noi:  cemihcieremo  dallo  sviluppare  in 
serie  lar  qnantìtà  esponenziale  a?    ,  ed  avremo 


x^z=ii^  nxlx  H*  ^^—  H-  *'^'^^-  --f^  ec.  ;  sarà  allora 

a  a- a 

fx'^'dx^f  {  I  H-  «o^Zo?  H-  ?1^  H-  ^^  H-  ec.}  dx 
zr=  fdx  ^  ri/xdxlx  H-  ^fX'dxlx^  H-  ec.j 


2 


Y  integrazione  dunque  di  a?    dx  dipende  da  formule  che  abbiam 

sopra,  trattate. 

Osse  r  r  azi  onb 


Siccome  —  =  ^^^ ,  cosi  tanto  tic ,  che  t  —  oó  pno  essere 
r  integrale  di  ^j  e  di  qnì  segue  che  la  forma  generale  delT  in- 


X 

dx 

X 


tegrale  di  —  è  Z  =fc  a^  -4*  C ,   essendo  C  la  costante    arbitraria . 

X 

•Negli  integrali  logaritmici  dunque  s' incontra  il  doppio  segno 
come  nei  radicali. 

§.  Ili  Parliamo  ora  dell^  integrazione  delle  funzioni  nel- 
le quali  entrano  trascendenti  circolari . 

Sia  p  un  angolo  >  il  cui  serio  >•  tangente  ec.  v  sia  una  fun- 
zione dì  X  ^  per  il  che  abbiasi  d:p  ==  udoò  >  e  Vogliasi  integra- 
re Xdx  ^(p" .  Poniamo  fXdx  =  P,  di  modo  che  sia  Xdxp   ^rm 

ma 

p  dP  I  ed  avremo 
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fyidx<p   =  p  P  —  ^fp       Vudx .  Nella  stessa  guisa  sia 

/PMcfoc  =  Q  ,  e  «:  avrà /^        Fudx  ===  p       Q  — (n— i)x 

/<p        Qtwia?,  così  fatto 

fQudx  ^  R  >  s»rk  /<?>'"**  Qwcla?  =  ^*"''  R  —  (  «  —  a  )  X 

fp*~^'Rudx9 
ed  in  onesta  gnisa  la  potenza  di  p  continuamente   si  abbasse- 
rà, finché  arriveremo  ad  una  formula  (  quando  sia  n  intiero 
e  positivo  )  nella  quale  non  sarà  piii  p .  Qui  si  suppone  però 
phe   possano  ottenersi  gì*  integrali  fXdx  y /Vudx  ^  fQudx  ec. 

Per  esempio  :  «ia  p  =  Ang.  een  x  (  sarà  dp  =  ^^,_^>^  ) > 
«d  abbiasi  da  integrare  la  formula  p'dx.  In  questo  caso  X  =  i  ; 

S  =  r     ^''*  ,   =  \/(  I  —  «?' )  »  T  =  a?  ec,  «d  in  ooaseguenza 
fp'dx=<f>''.x^np       VCi  — «')  —  «(«— O^       -^^ 

E  facendo  successivamente  /z  =  i  >  a  >  3  ec  ,  s  avrà 
fpdx  =(p.A?^v'(i  —  »*)— I 
/^'da;  =  ^*  .a?  H-  3?> .  V( I  —  «?')—  a  .  i  . « 
/^'da?==<f)'.a;-f-  3^'.V(i  —  a?')  — 3.a.4>«"-3a-'' 
.      V(i,— a?'3H-6 

ec. 

avendo  detcrminate  le  costanti  in  maniera  che  gl'integrali  si  an- 
nullino ,  quando  a?  =  o ,  nel  qual  caso  anche  ^  =  o . 

Di  maggiore  utilità ,  particolarmente  nelle  Teorìe  Astrono- 
miche ,   è    1'  integrazione    delle   formule ,    ove   entrano   seni , 
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coseni  ce.  di  un  arco  variabile  >  e  di  questa  tratteremo  celle 
seguenti  dottrine . 

Già  si  sa.  che ydx cos X  =  ^enx  h-  C,  e  che  /dxs€nx^=s 

cosx  H-  C  ;  proponiamoci  dunque  d*  integrare  'dx(senx)^  , 

dx{cosx)   :  per  la  prima,  la  regola  d'integrazione  per  parti 
ci  dà 

fdx{senx'!"=  —  (senx)  ""  .cosx '^{m  —  l)/dx{senxf'^x 
(cosa?)*,  «  sostituendo  i  —  {senxY  invece  di  (cos*)', 


'  s*  avrà 


fdx{senx)   =  — (se/zjc)        -cosx -^{^m— i^fdxH^senx')  "  — 

{m  —  I )/dx ( sen ac )   ,  e  quindi 
(A) /dx(senx)^  =  —  —(se/za;)        cos»  H-  ^^^X 

fdx{senx^'~  >  così  l'integrazione  di  dx{senx)^  è  ri- 
dotta a  quella  di  una  formula ,  nella  quale  sen  x  e  elevato  ad 
una  potenza  inferiore  di  due  unità . 

Poniamo  nell'  equazione  { A  )  m  —  a  invece  dì  122 ,  ed  a- 
vremo 


(B) fdx{senx\        = —(^e/za?)        cosx  -+• 

^^ /da? (sen a?)""*   ; 


nella  stessa  guisa  si  troverà 

(C) fdx(^senx)"~'^  = ^(sena?)"'*"   cosa?  h- 

^/dfa?(sena?)'""% 


fdx{senx^''    = ^(sena?)**"   cosa?  h* 


-^Jdx  (  sen  x  ) 


ec. 

Tom.  //.  P  p 
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So  m  h  un  numero  intiero  e  positivo,  giungeremo  in  fine 
alla  formula  fdx  =  x  y  quando  esso  è  un  numero  pari  >  ed  al- 
la formula  fdxsenx  =  —  cosx  quando  m  è  impari . 

la  ambedue  questi  casi  sostituendo  V  equazioni  ec.  (  C  )  y 
(B)  r  (A)  una  neir  altra  ,  troveremo 

fdxi^senxf  =  G  —  l?^{(se/2a:f  ""'  H-  "H^^seux^f'^^ 


(  w  —  r )  (  «r  —  3 )  ( «r  —  5) . . . . g  ^^^     T         fi»  — 1)(«;— gHw  — 5^..3  ^ 
|f»--2.j  (  w  — 4)(,»/--6). .  ..2  -^      /hIw  — 2)(w>  — ^K*»-"^)-  -a.     • 

per  il  caso  di  m  pari  j  e  per  quelfo  di  m  dispari 
fdx{senxf  =  C  --  X?£5  {(se/za;)'"""'  ri-  t!^(senxf''l^ 


». 

(f»'-2)(iw-4)^'  ^  (f»-2)(i«-4)(w-6)...i/ • 

Per  integrare  la  seconda  formula  dx^^cosx)  y  facciamo  x  = 
pò*  —  y  r  ed  avremo 

/dx{cosxf  =  —fdy{senyf=r:^  ^^^^  {{senyf''^ 


—  a^         "^ -'  («•  — a)(«»  — 4)(Di»  — 6)....a        •'•' 


(w— iy(«r— 3)(»— 5) 3      #-,   \    feti» /f  ^^„^\*''~'^ 


W-2V  ^  ^^  ^^   (l»-2)(«-4).,..3  / 

(«>-l)(«r-3) 3  (  ^fyo  _-.  ^  ì  , 

(w-3K«-4) t  ^^  ^   - 

quando  m  è  pari .  Potremo  cgnalmente  trovare  Y  integrale  di 
dx {cosx)    ,  quando  m  è  dispari .  Osserviamo  che  1'  ultimo  ter- 


mine 


(«w— l)(f»  —  s) 3 


(^^^^-'4)'.'.-.i  (  90'  —  »  )  >  si  può  anche  ridurre  ad 
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jw—  org/-3V — 3  ^ ^  considerando  la  quantità   — 

L?!LzlL?J5^31ii:j^  oo*  coioe  contenuta  entro   la  costante  arti- 

Ilaria  C. 

Facciamo  ora»;»  =  o  ,  i  »  a  >  3  ,  4  ec.  ^  «  le  formule  «upo* 
riori  ci  danno 

fdx  (  «e«  a?  )°  =  » 

ydfo?  (  ^e/z  a?  )    =  —  cos  x 

ytZa?  (  sen  ac  )*  =  —  —seax  .  ì:os  a;  H-  —  * 

/da?  (  sen  a?  )^  =  —  —  (  sen  x  )* .  co5  a;  —  ^  cos  » 

/cfa;  (  «e«  a;  )*  =  - — -{  sen  x  )' .  cos  x  —  ^  sen  a? .  C05  a?  -f* 

3.4 

ce.  ea 

yVfa?  (  cos  a?  )''  =  a? 

fdx  (  cos  a?  )  =  se/z  ixi 

fdx\  cos  07  )*  =  —  se/2  xcos  x  ^  —x 

fdx  (  cos  a?  )^  ==  —  se/z  a:  (  cos  a;  )*  -i-  -^  ^/2  ac 


/io?  (cos  re/  =  —  se/2  a?(  cosa?  y  H-  j^  sc/2  »  cos  «  H- J-^J  4» 


ec.        ec.        ec. 


La  diiFerenziale  dx{s€nxf'  {cosx)    pnò  aocor  essa  in- 
tegrarsi: iafatti  si  ha 
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/dàc^^enx)    {vos-x)  == /( cos a? )' ~   dxi^sénxy'^cosx  = 

cos  X)         =  — ^^  (  sen  xj        (cosx\         -4*  -^—  x 

fdx^sénx)  ^(cosìc)'*""^  (  l  ^—  (co«À)*)  ,  e  quindi 
fax  (  se/i  a:  )    *  (  cos  a;  )= (  «e/z  x}         (  cos  x  ) 


w-t  « 


fdx(^  sen  x)    (  cos  a:  ) 


e  così  r  iotegrazioqe  <Ji  quella  ditìTerenziare  è  ridotta  ad  un^  al- 
tra >  nella  quale  il  cosetia  "è  elevato  ad  una  potenza  miaore  di 
due  unità  ^  Se  cominueremo»  pertanto  questa  riduzione,  giunge- 
rema  ad  ima  formula  nella  quale  (  noi  supponiama  m  ed  n 
numeri  intieri  e  positivi  )  cos  x  mancherà  affatto ,:  a  vi  sarà  e- 

levato  alla  prima:  potenza»  giungereoi»  cioè  x /dx(s€nxy   ^ 

ovverò'  fdx  (se/z  a;  )^  cos  x  =  — ^—  (  sen  a:  )         ^ 

Potremo  anche  avere  una  fòrmula  generale  che  esprima  il 
ricercato  integrale  t  ^  questa  si  vedrà  senza  gran  difficoltà  che  è 

fdx{senx^  (cosa?)  = {senxy       {cosxy 


«  •- 


•   •  » 


;(*^^'^)         (eo*xì 

per  72  pari  ;  e 


••    •     •     • 


fdx  {S€nxf{  cós  x  )*  =  -^_  (  sen  «)"*"*'(  co5  «  )* 


•     • 


/ — :r^x-/ — T ;  C *^^ oc)        ( cos x)  h* 
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(«-*-»)(»-+'»  — 2).... (lW-t-3>  *  flf-hl 

per  n  dispari . 

Rapporto  a  ciò  che  abbia rn  detto  rea  qnel  che  siamo  per 
dire  r  si  osservi  che  se  le  formale  differenziali  invece  di  con- 
tenere dx  y  senx  e  cos  x  y^  contenessero  dp  f  sen  p  e  cos  p  , 
Èssendo  p  nna  qualunque  funzione  dr  a? ,  i  loro  integrali  sareb- 
bero espressi  >dialle  stesse  formule  trovate  ^  purché  ponessimo 
sen p  T  cos p  invece  di  sen  x  y  cos Xy  e  p  invece  di  x . 

§.  112.  Il  Celebre  Eulero  t  cui  si  debbono  le  dottrine  spie- 
gate al  §^.  antecedentey  e  gli  altri  Geometri  dopo  luiy  non  trat- 
tarono mai  r  integrazione  dr  formule  t  le  quali  contenessero  la 
variabile  sotto  forma  algebraica  e  trascendente  insieme ,  finché 
il  ^Geometra  Maschei'oni  iieir  Annotazioni  al  Calcolo  Integrale 
di  Eulero  y  che  sono  veramente  degne  deir  Opera ,  cui  appar- 
tengono y  ci  dette  r  integrazione  di  queste  due  formule 

x^dxsenxf  x^dxcosx  per  tutti  i  valori,  tanta  intieri  positi- 

viy  che  intieri  negativi  di  n^  insieme  a  molte  altre  interessan- 
tissime ricerche  sopra  gì'  integrali  delle  formule  stesse  ^ 

Ci  limiteremo  alle  semplici  integrazioni  nei  casi  considera- 
ti da  Mascheroni ,  rimandando  i  nostri  Lettori  air  Opera  cita- 
ta r  quando  bramino'  estensione  maggiore  in;  queste  ricerche  • 
Supponendo  primieramente  n  positivo  ed  intiero,  abbiamo 

fx  dx  sen  ar  =r  —  x  cos  x  ^  fnx        dx  cos  x 

fx  dx  cos  x  =  X  sen  x  —  fnx        dx  sen  x  y  e  quindi 

fxdx  sen  or  3=  —  x  cos  x  ^  nx        sen  x  —  n{n  - —  i)X 


fx        dx  sen  x  : 

ponendo  in  quest'  equazione  n  - —  1   invece  di  n ,  facendo  le 
successive  sostituzioni ,  avremo 

jx  axsenx=^  —  x  cosx^nx       senx  ^  n[n--  i)X       X 

cos  X  —  n{n  —  i){n—  2)x^     sen  a?  h-  <^c.  H-  C , 
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la  qual  serie  è  composta  di  un  numero  finito  di  termini .  Nella 
stessa  maniera  troveremo 


«  —  1  .  ,.      «  —  2 


fx  das  cos  X  =  X  sen  a?  -t-  na?        cos  x  —  n{n  —  i)x        x 

sen  X —  n{n  —  i)(»  —  i)x"       cos  x  -4-  ec  h-  C  : 

la  determinazione  delle  costanti ,  affinchè  gli  integrali  svanisca- 
no quando  a?  =  o ,  non  ha  difficoltà  veruna . 

Supponendo  n  negativo  ed  intiero ,  le  due  serie  trovate  ran- 
no air  infinito  ;  allora  possiamo  piiì  «iieditameute  aver  1*  iutegia- 

le  di  a?*  dx  sen  «  ,  e  di  a?  da?  cos  x ,  ponendo  invece  di  sen  x 
e  di  co*  a?  le  serie  respettive .  Si  ha  così 

( . } . . .  /^^  =/<?»  {^  -  rà—  ^  rjrà?-  '  *«  >  = 

r  »  t     •.     1       < [__  ' .ec 

•^""rr^'*"-'       a.3'<«»-4)*""*      a. 3. 4.5    («-ó)*"-* 

(a) — y^-^ — ^  "-^  ~"  i^ri  •  i^^  "^  7  •  («=3T«- -  *     rs^^ 


ec. 


Nella  formula  { i  )  quando  ra  è  un  numero  pari ,  e  nel- 
la (  a  )  quando  esso   è  impari ,  comparisce  il  termine  infinito 

—  .  !_ ;  allora  invece  di  esso ,  il  quale  nasce  dall' 

02.3.4. ...(»  —  1) 

integrazione    di   /  —  . -— ,  sostituiremo  il  termine 

**  X       3.  3  •  4  •  •  •  •  (' ~~  '  ) 
'- -Jx. 

Le  costanti  poi  si  determinano  facilmente  nella  supposizio- 
ne che  gli  integrali  debbano  svanire  quando  a:  =  i  .  Per  la  de- 
terminazione delle  costanti  in  altre  ipotesi,  vedansi  le  annotazio- 
ni citate  . 

Possono  ancora  ottenersi  gli  integrali  delie  due  differenziali 

X  (  sen  X  )   dx  y  X  {  cos  x  )    dx  :  infatti  per  mezzo   dell'  iute- 
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grazione  per  parti  si  possono  far  questi  dipendere  dall'  integra- 
zione  di  termini  di  questa  forma  dx  (  sen  oc)  (  cos  a?  )  ,  i  quali 
sappiamo  integrare  .  Imperciocché  facendo  f{ sen  x)^ dx  =  p  ^ 
fpdx  ==5  ec. ,  si  ha 

fx^{  sen  x)    dx  =^  X  p  —  nfx        pdx  =z  or  p  ^^  nx  ^  q 

n\n  — 1)/«?        gacr  =  ec.  =  ^  p  —  nx        q^^ 


*  •  •  * 


n  (  72  —  I  )••••.  2  .  I  fYdxy  e  neir  integrare  pdx^qdx  ec.  > 
vdx  non  incontransi  che  termini  della  formula  Adx  (^senxy^X 
(  cos  X  )  ,  essendo  A  uà  coefficiente  costante .  Per  esempio 
/a?*  dx  (  sen  xy  z=  x'^p  — f2xdx  .p  ,  essendo  p  =:fdxsenx*', 

ora  /dx  sen  a?'  =  *—**"*  "il  ;  dunque 

fx*dx  sen  a?*  =  a?*  -{  »  —  "»*  fi»  *  y  ^/xdx  ^x  -  sen  x  cos  x\  =- 


x'  »*  ttnxett» 


fxdx  COS  X  sen  x  ;  ma  6Ì  trova 


6  a 

fxdx  cos  xsenx  =  ^^^  -  f'JU'lÉl  =  fLfl'JL*  ^  £f!!£f?lf  -. 

—  ;  dunque  il  ricercato  integrale  sarà 
fx'dx  sen  a;*  =  -  —  ?If!?ilf?£f  h-  ^^^-  -^  '"'''^''''  —  ^. 

•^  6  a  a  4  4 

§.  113.  Andiamo  a  trattare  dell'  integrazione  di  quelle  for- 
mule nelle  quali  i  seni  e  coseni  sono  elevati  a  potenze  ne- 
gative . 

Le  più  semplici  di  queste  formule  sono 

àx         dx       dx  cos  X     dx  sen  x 


,  __ ,  — — —  ,  -'J'Af  :  per  la  prima  se  noi  facciamo  cos  x 


sen  X     cos  x        renx  cos  x 

y  9  ed  osserviamo  che 
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^£.  =  ^'J^  = -^^^f!!^^  = ^-^^  avremo 

rJJL  =  ^f-^-z=—±llz^J,  e  quindi 

ttttx  a      I — totx' 

Ver  la  seconda  >  fatto  sen  a?  =  ^  >  si  ha 
/j^*  =?  JL  Z  i^i*  =  i.  Z  i:±^^  ;  gì'  integrali  poi  della  terza  « 

''eoi*         a      1  —y         a       i  — ^r»  *     **  '         ^ 

della  qaarta  dipendono  manifestamente  dai  logaritmi  9  e  si  ba 

''     unx  J  tamgx 

f^^  ==^-'lcosx  =fdx  tang  x . 
Questi  due  jiltimi  integrali  ci  danno 

*     stnx  ''     eoix         ''  stuxeotx  ''  totx  se»  x 


l  cos  X  =^l  ^^^  =  /  tangx^ 

ttt  X  *•' 

Agli  integrali  delle  due  prime  Xonnule  può  darsi  altra  for- 
ma ,  cioè 

/J^  =  —  JLZl±«f^  =  l  ^1L'Ì£}  =  log.  tang^x 

'f  cosx  a       l—Jt»x  'i/H—jenx)         *"''*"o\^0    ^  a      ^ 

Per  integrare  ^-fLil'JLim ,  osserviamo  che  ^^J^^H^  - 


•     •     • 


JC0S  X  C9Ì  » 


^^^^^^'     dx  sen  x  ,  ed  avremo ,  integrando  per  parti 


cos  X 


{senxY       H-(m-.  i}/^!l^ia"j::-.(ffi  — 2  )X 

dx  (  sen  x  Y 
cos  X 


j-dxUenxr  ^   ^   q^j„ j. 
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Se  in  quest'ultima  equazione  poniamo >jra —  a  invece  di  m, 
avremo 


/  51. 1 


e  sostituendo  T  eqqazioqe  (  a  )  ne]la  (  i  ) ,  il  ricercato  integrale 


>       • 


dipenderà  allora' dalla  formula  y«^*(^»«*)"   *;  continuando  lo  stes- 


r«f  X 


k  « 


so  ragionaménto  è  facile  vedere  che  quando  m  sarà  impali ,  si 


avrà 


J  — —7z —  =  -  - — r  ( ^en  tx)        -.- — -  (  sen  x  ) 


•i-  sen  X*  —^  l  cos  x  j  e  quando  m  è  pari , 


./•dxjttMx)"  t  I  .  .  t      .  . 


(     -  .        . ,       -  •      V  ■  ; 


Se  poniamo  j  =?=  oò*  —  x  >  avremo  ancora  il  valore  di 

t 

./^"-{^,  poiché  questo  è  =  —  /-f^'fir  >         , 

Al  J.  antecedcntp  noi  abbiamo  atta  questa -riduzione 

Mf 

fdx(senx)  {cos  xy  ==  ^1— {sen  xf~^' (cos.x)"'^  -J. 

;   ; ..  .  ,  ^  V 

^^ /(iar  ( «e/z x)  {cos  x)  "  :  poniamo  in  essa  -r-  n  in- 
vece  di  ra,  ed  avremo 


{eotx)  {cosx) 

dedursi  (  ponendo  n  —  a  invece  di  «  )  .       ^ 

Tom,  IL  Q  q 


9^6  M  A  TE  M  A:T  l.C  A .  S  U  9  1 1  M  B 


./ 


Quest*  altima.  equazione-  ci  darà. 


'•   »  •   « 


<» — 'w — aK»— «^  — 4)-^.  (a  — ».)'    senx 


(»>—  1  )  (»^3)  («#.— 5)  •-.•••  <  rw«. 


(»  — iW  —  fl)(#^— lil — 4). ...  >( —  fp) 

A  pari  ;  e  quando  è  dispari 


fdx:{seH  x)  \  per.  il.  caso  di 


•■  •  "^~^^     ■      1  "    a     •     9     ^ 


(ro/jr)*     ~"«— i\  .»  —  I  ""^(«v— i)(»  — 3  f*  -     ^     X»  — 3. 

(li.— <»;— 2)(»?— I»  —  4) (g— '<ig^     {senx\ 

(i*r-r  !)(».— 3) (n. — 5) a<         **     ("roi*)* 


(•—»—«)(•— iw — 4> (1  —  w)    rJxseiKy 


Facciamo  in  queste  dup-  equaziopi  »pc=  —  i  >  e-  s^  avrà 


/ 


rf*         T  T  . .     r 


_I_  ^  /-^  quando  rt  è  pari';  6  quando-  è  dispari: 


3  *  (cQtx)^         •'  senxc$sx* 

Nelle  medesime  equazioni  poniamo  —  m  invece  di  /a  >  ed 
avremo  per  w  pari 

dx  I  f  .«-I-M— 2 


/• a* _  I I ^. 


»  — 1     (i^ii*)*-'(r#i4f)*-»      •    (»  — l)l»-3) 


X 


•  •  •  *. 
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I  _,  _.(»•+»— aie»-*-»— 4) (a-lrfll) 


X 


{ Si»  xT  ""•(  ^^'  *  )•  ■"  '  l  »  ^  1  )  l  »~  3  ) * 

I  .     (»  H- flf  — .2)(«  H- fw  — 4).  ,, ...  «tt     r       dx  ^    _ 

n  ìojpari 


(  #-fw  —  2  )  In  H-  «  —  4  )  —  (.3  -+  «  ) 


• .•  •  •  • 


(j>^ I»  —  2 )  (  »-H-  w  — 4  ) (  »-H-  «>  )  /•  rfjr 


X 


•*»«^i"^ 


r ei 


li'  integrale  /; ^4^—  è  conosciuto-,  poiché  facendo  x  = 

00^  —  y  ,  si  ha  /^ — ^^ — -  =  — /; — 'f^ — r^  ,  della  tinàie  ab- 

biamo  qnì  sopra  trovato  il  valore  • 

Xi'  integrale  poi  di  r-— -tì  >  il  qnale  xlipende  ^air  integra- 
le di  ~^— ,  si  ia  dalla  formnla  data  per  /ifli^^^   face*. 

dovi  77Z  c=3  o  ,  e  cangiando  n  in  m  « 

Daremo  naa  piii  estesa  Teorìa  dell'integrazione  delle  fun- 
zioni nel  Cap^  V ,  ed  ora  termioeremo  il  presente  con  parla- 
re dei  differenziali  d*  ordine  negativa  o  fratto  • 

§.  114.  L'espressione  (tl"^dx  >  ovvero  dy  significa,  co- 

» 

me  sì  sa  ,  il  differenziale  n  della  funzione  y .  Finché  n  è 
un  numero  intiero  fi  positivo,  si  concepisce  bene^  che  rii^ct^ndo 
72  volte  la  dijflferen'ziazioue ,  giungeremo  ad  nn  risultato ,  il  qua- 

le  simbo1ix:amente  è  rappresentato  da  d  y  ;  ma  se  tz  è  un  nume- 
ro negativo  o  fratto^  cosa  significherà  queir  espressione  diffe- 
renziale ? 

li^&endo  la  differenziale   d  y  una  quantità  derivata  da  y  per 
mezzo   di   un   numero  n  d'  operazioni  di   derivazione   (  che  nel 


V 
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nostro  caso  è  la  differenziazione  ) ,  Y  espressione  d^  y  ci  indi- 
cherà y  secondo  ciò  che  abbiali)  détto  al  §.  6.  dei  Principj  d' A- 
nalisi  Derivata ,  una  tal  quantità  »  che  eseguita  sopra  di  essa  Y  o- 
perazione  voluta  dalla  legge  di  derivazione,  si  ottenga  jr: agliai- 

mente  d  y  ci  indicherà  quella  quantità  sopra  la  quale  ripe- 
tuta due  volte  la  stessa  operazione ,  si  ottenga  y ,  e  così  di  se- 

I  guito. 

^  Ora  queste  proprietà  che  debbono  avere  le  differenziali  ad 

indici  negativi ,.  sonp  appunto  quelle  che  stabiliscono  il  signifi- 
cato  delle  espressioni  simboliche  /ydx\  f^ydx  ec.  ;  dunque  a- 

vremo  d     j^  =  fydx  y  d    "^  ==  pydca.  ec.  >  ed  in   generale 

d  y='  f  ydx  ,,  I  differenziali ,  cioè  >  d*  ordine  negiitivo  j 
)»  sono  la  stessa  cosa  che  gF  integrali  dolio  .Stesso  ^  ordine ,  ma 

9)  positivo  9  e  viceversa  ^  L*  espressione   pertanto  c£         y  y  ci 

rappresenta  un  differenziale  se  72  >  ra  i  un  integrale  se  tk  m.i 
e  rappresenterà  la  medesima  y  st  n  =zm  . 

Rapporto  agli  ordini  frazionar) ,  io  osservo  che  Y  {opera- 
zione di  differenziazione  per  la  quale  sì  ottengono  le  derivate 
o  differenziali  >  non  può  concepirsi  divisibile  in  porzioni ,  e  re- 
pugna  alla  natura  di  quella  legge  di  derivazione  il  potersi  fa- 
re una  sola  operazione  di  differenziazione  in  più  volte  :  per  e- 
sempio  r  operazione  che  ci  fa  dedurre  dy  da  ^ ,  non  si  può 
fare  in  due  volte  facendo  una  metà  d'  operazione  per  volta  ;  le 
differenziali  dunque  ad  ìndici  fratti ,  le  quali  ^  come  »  abbiam 
detto  ai  §§.  7,8  dei  Prin.  ec. ,  rappresentano  risultati  ottenuti 
facendo  un  numero  fratto  d'  operazioni  di  differenziazione  so- 
pra y  >  sono  quantità  che  nen  possono  esistere  in  natura  >  e  per- 


ciò  immaginarie  :  dunque  d  y^  ed  in  generale  d^  yy  sono  quan- 
tità immaginarie  i  e  di  qui  si  concluderà  che  nella  serie  dei  dif- 
ferenziali 


— •         ,— r 


ec. ,  d      y  y  d     y  y  y  y  dy  y  d^y  y  d^y  y  ec. 
rjn  possono  interpolarsi  dei  termini  tra  due  consecutivi  di  essa 
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Se  le  diiFerenziali  ed  integrali  ad  indice  negativo  sono  co- 
me abbiam  dimostrato 9  quantità  immaginane)  un  problema,  il 
quale  dipenda  da  un  siHatto  differenziale  o  integrale,  deve  con- 
siderarsi cotne  impossibile ,  e  ciò  che  vi  si  ricerca ,  come  una 
quantità  >  la  quale  non  può  esistere  in  natura . 

Si  cerchi  infatti  la  probabilità  P  che  tra  un  numero  m  di 
palle  estratte  da  un  egual  numero  di  urne  (  levandone  una  da 
ciascun'  urna  )  si  trovino  m  —  n  palle  bianche ,  ed  n  palle  ros- 
se ,  supponendo  che  in  ogni  urna  siano  x  palle  bianche ,  ed  y 
rosse ,  e  troveremo 


JlL 


Y.d\^^) 


1  .2....».(4P-*-^ 

Essendo  sei  >le  urne ,  quattro  le  palle  rosse ,  e  due  le  bian- 
che ,  le  quali  debbono  trovarsi  tra  le  pa^le  estratte ,  avremo 


2.3.4{x-¥y) 


7d^(x^)  =:  ,  '^^**  :  e  se  si  dimandasse  la  pro- 


babilità  che  tra  le  sei  palle  estratte  se  ne  trovino  3—  rosse,  e 
a  —  bianche  ,  avremmo  /z  =  3  -i ,  e  quindi 


2 


.3§ 


ai 


,      .     ,  d     (  0?"  )  :  quest*  espressione  contenendo  u* 

na  derivata  ad  indice  fratto  è  una  quantità  immaginaria ,  e  ci 
dice  che  la  ricerca  è  impossibile  a  soddisfarsi  :  si  vede  anche 
a  priori  che  la  cosa  debb'  esser  così ,  poiché  estraendo  da  cia- 
scun' urna  una  palla ,  tra  il  numero  delle  palle  estratte  che  so- 
no o  rosse  o  bianche ,  è  impossibile  che  se  ne  trovino  3  —  del^ 

le  rosse  ,62—  bianche  ,  non  potendo  questi  numeri  esser  che 

2 

intieri . 
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Prìncipj  Generali  per  V  Integraziorvs 

delV  Equazioni . 


.  «l     M    ■  ■  '  ,  ■    t     '       J  > 


U 


§.  1 1 5-   U  N'  equazione  tra  j» ,  jf ,  ( ^ )  ,  (^,  ) 


{j~)  si  dice,  come.abbiam  yeduto  al  (§.  22  ),  un' equazione 
differenziale  dellV ordine  ^/z^''***,  poichè^essa  contiene  le  fnnzio- 

ni  differenziali  (j^)  di , questo  ordine  medesimo. 

Egualmente  abbiamo  veduto  .che  se  è  data  :un*  equazione 
F  =  o  fra  due  variabili  x^^y  ^  ^sussistono  ed  hanno  luogo  con 
essa  le  sue  equazioni  differenziali  ;  onde  rappreseutando  per  i£F, 
d*F  ^  c£'P  eo.  )  le  differenziali  successive  del  prjmo  membro  di 
quest'equazione,  avreqio  questo  sistema  d^  equa^zioni -simultanee 

F  =  o ,  dF  =  0,  dT  ==  p ,  £Z'F  =  o ,  .d*F  i=  o  ce. , 

Ora  r  equ?iaone  F  =  p.,  cui  ^d*  ora  in  avanti  daiemo  il 
nome  d'equazione  primitiva^  considerata  rapporto  alle  differen- 
ziali da  essa  dedotte,  ha  dei  nony  particolari.  Riguardo  alla 
dV  =  o ,  chiam^isi  integrale  priiwo  o  del  prìmo  ordine  y  per- 
chè per  mezzo  di  una  diffcrenziazio/ie  sola,  a  quella  si  giun- 
ge :  riguardo  alla  c£*F  =  o  ,  chiamasi  integrale  secondo  o  del 
secondo  ordine ,  perchè  per  mezzo  di  due   differenziazioni  si 

giunge  a  rf'F  =  o  :  in  generale  riguardo   alla   d  F  =  o,  chia- 


/»  * 


m 
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masi  integrale  n.  a  delV  n  orcZf/ze  ,,.  perche,  coovien  fa- 
re un  numero^  zj  di  differenziazioni'  p«r  ottenere  d  F  =  o. 

Egualmente  Y  equazione-  (2F  =  o  che  è  essa  medesima  di^ 
ferenziale-  del-  primo  ordine  ,,  dicesi  V  integrale  primo  ^  secon- 
do V  terzo^  ec.  V  dell!  eqnazione.ci^F  =  o  ,  d^F  =  o  >  d^F  =  o 
ec.  )  perchè  si  passa  da  essa  ad.  i^na  di  queste  per  mezzo  di 
una  V  due  o  tre  differenziazioni  éA:  così  V  equazione  d^F  =  o , 
differenziale  del  secondo  ordine  9  si  dice  r  integrale  primo \,  se-^ 
condo , ,  terzor  ec.  dell'  equazione  d'P  =  o  >  d^P  =  o ,  d^F  =  o 

ce. ,  per  la  stessa^  ragione;  ed  in  generale  T  equazione  d  F=  o> 
che   è   essa:  medesima,  un''  equazione^  differenziale    dell'  ordine 

m        j  si  dice  V  integrale  1.        o  dell'  ordine '  1      ^  dell'  e- 

quazioae  ci  P=  o^  perchè  cónvien  fare  Z  differenziazio^ 
ni  per  giungere  a  qnest'  ultima  equazione.  Cosi  per  esempio 
r  equazione:  differenziale  del.  tèrzo^  ordine 


ha:  per  integrale  del  secondo  ordine 

a^(^y^ay^  =2  oy.  poiché  da-  quest* ultima. equazióne  per  mez- 

zo  di  due  differenziazioni  9  si  giunge  alla:  prìma\ 

Ma  si  dà  ancora  un  senso  piiì  esteso  à  queste  denomina-^ 

zioni  )r  e  si.  cfaiìma:  integrale  primo  di  una  equazione  diffèren- 

■ 

zialè  qualùnque'  dell*'  ordine-  n       ,  cioè  di  nn' equazione  P  5=  o 
tra:«,jK>  (£>,(0),  .  .  .  .  .  .  .  .  ( 0 )».  no*  altra  eqnazione 

differenziale  Q=  o  dell*  ordine  ( 72  —  i  )       »  cioè  tra  x^y^ 
(^),.(J^J„.  .....  (—77)»  dalla  quale,  in  qualunque  ma- 

niera  siasi,  P=  o  possa  considerarsi  dedotto:  si  chiama  inte- 
grale secondo  della  stessa  equazione  P  =  o,  un'altra  equa- 

zione  differenziale  L  =«=  o  dell*  ordine  (  »  —  a  )       »  cioè  tra 
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^^y^  (^)>(^J> •  •  (^ì^)  dalla  quale   in   qualun- 
que maniera  siasi ,  possa  considerarsi  dedotta  V  equazione  P  =  o  • 


ed  in  generale  chiamasi  integrale  m  di  una  equazione  dif- 
ferenziale deir  ordine  n  ^  P  =  o  >  un'  altra  equazione  differen- 
ziale N  ==  o  deir  ordine  n  —  m  i  {  ovvero  inferiore  di  un.  nu- 
mero m  d'  unità  a  quello  di  P  =  o  ) ,  cioè  un'  altra  equazio- 
ne tra  x,y,  (g)>(^r)> (£^=^)'   ^^^^^   ^'^^^^   P^^^* 

risultare  in  una  maniera  qualunque  P  =  o . 

E  qui  avvertiremo  che   un'  equazione  differenziale  P  =  o 


ùeir  ordine  n  può  risujtare  da  nn'  equazione  differenziale 
Q  ==  o  deir  ordine  n  —  m  inferiore  di  m  unità  ,  combinando 
in  una  maniera  qualunque  le  m  equazioni  che  s'  ottengono  dal- 
la Q  2=  o  per  mezzo  di  m  differenziazioni  eseguite  o  sopra  di 
essa  ed  i  suoi  successivi  differenziali  9  ovvero  sopra  di  essa  e  so- 
pra combinazioni  qualunque  di  questi  differenziali  medesimi;  im- 
perocché abbiamo  dimostrato  (  §.  2<£  )  che  sussistendo  un'  equa- 
zione qualunque  >  non  solo  hanno  luogo  e  sussistono  i  di  lei 
differenziali  esatti  9  ma  ancora  le  combinazioni  fatte  in  qualun- 
que modo  dei  differenziali  stessi . 

§.  116.   Data  dunque  un'equazione  P  =  o,   differenziale 

del  primo  ordine ,  cioè  in  oc^y  e  (^)>  ppr  ritrovare^  il  di  lei 

integrale  di  primo  ordine ,  che  in  questo  caso  è  l'equazione  pri- 
mitiva ,  conviene  cercare  un*  equazione  Q  =  o  in  x  eA  y  ^  ta- 
le che  combinata  essa  in  una  maniera  qualunque  con  la  sua  dif- 
ferenziale dQ  =F=  o^  possa  ottenersi  la  proposta  P  c=  o  ;  ed  in 

generale  p^.r  ritrovare,  Y  integrale  n         di   un'  equazione   diffe- 

renziale  P  =  p   dell'  ordine  {m^  n)        ,  conviene   cercare 


esiffs^ 


un'  equazione  differenziale  dell'  ordine  m  ,  taje  che  combina- 
ta essa  in  qualunque  modo  con  i  suoi  n  differenziali  successivi, 
conduca  all'  equazione  P  ==  o  . 

Come   nei  Calcolo  Differenziale  di   tutte   le   combinazioni 
che  possono   farsi   con  .un  numero   n  d'  equazioni   differenziali 
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«nccessìve  >  non  abbiam  considerate  che  quelle  le  quali  «ervono 
.air  eliminazione  di  un  numero  n  ài  costanti  (  §,  2a  );  così  nel 
dalcolo  Integrale ,  le  equazioni  differenziali  sono  considerate  ce- 
sie il  risultato  dell'  eliminazione  delle  costanti  dalle  loro  equa- 
zioni integrali ,  che  voglionsi  trovare  (a);  per  questo  integra-^ 
re  uTiL  equazione  P  =  o  differenziale  del  primo  ordirle ,  si- 
gnificji  trovare  un*  equazione  Q  =  o  in  ce  tà  y  ^  tale  che  vcli- 
minando  per  mezzo  di  essa  e  della  sua  differenziale  dQ=r  o^ 
una  costante ,  si  giunga  ad  avere  P  =  o  ^  ed  in  generale  trova- 

rè  V  integrale  n         di  util  equazione  differenziale  delV  or^ 

.dine  {  m  -*•  n  )        >  significa  trovare  uri  equazione  Q  ?=:  o^ 

differenziale  delV  ordine  m  ,  ;ta]e  che  jeliminando  per  mez* 
no  di  essa  e  dei  suoi  jdiffFerenziali 

^Q  =  o ,  d*Q  =c  o ,  .  .  .  -  .  .  d  Q  =  o ,  un  numero  n  di  co- 
-stanti,  ^s' ottenga  la  data  P=p.  .Così  rinterrale  secondo  dell* e- 
.^nazione  del  secondo  x>rdine 

y=s=^(£)-**(g)--«>(B).-è    , 

y'  =  atxi^  H-  hx  ,  poiché  élimtnando  a ,  ò  per  mezzo  di  esso  « 
«dei  suoi  differenziali 

*y{^)  =  ^^'^^>  ^y(^})^  a(^)''  =  2a,  si  giunge  a  quel- 
la equazione  differenziale  medesima . 

Gli  integrali  dunqiie  debbono  contenere  delle  costanti  di 
più  delle  equazioni  differenziali ,  e  siccome  non  essendovi  alcu- 
na traccia  di  queste  costanti  neir  equazioni  differenziali ,  nienta 

Tom.  IL  R  r 


(a)   Confesso  ch^  in  questa  guisa  si  limita   la  gfeneralii 
degli   integrali ,    poicliè  data  un*  equazione    differenziale  ,    se 


ita  della  ricerca 
,  ne   diminuisce 

jn  ^qualche  modo  la  generalità»  considerandola  portata  dalla  particolare  com- 
biiiazioiLO  dell'  jeliminazion6  delle  costanti  « 
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è  prauunziata  sopra  di  esse  ,.  perciò  posson  qneste  ricevere  rut- 
ti i  valori  che  ci  piace  di  dar  loro ,.  e  si  cliiamano.  ia  conse- 
guenza arbitrarie . 

Uh  integrale   dell'  ordine  n  dovrà^  pertanto*  contenere 

rrn  numero  n  di  costanti  arbitrarie  ;  se  poi  alcune  di  queste*  co-» 
stanti  si  fanno  nulle ,  o  si  danno  loro  dei  valori  particolari,  queir  e- 
quazione  integrale  prende  allora  il  nome  <V  Integrale-  Partico- 
lare ^  e  riceve^  il  nome  iV  Integrale*  Completo  y,  se  lasciamo*  iiv 
determinate-  ed  al;  nostro  arbitrio  quelle^  costanti ., 

Quando  V  ordine  dell'  integrale  è  eguale  alF  ordine  dell'  e-- 
quazione^  differenziale  proposta  y  allora  siccome  quest'  integrale 
non.  contiene  che  a? ,  j',  e  le  costanti  y  chiamasi  Integrale  Finito 
(  nome^  improprio^  ma.  ricevuto*  )  ovvero^  Equazione  Primiti- 
va.  Così,  r  integrale-  terzo>  di  un'  equazione- !P=:  o,  differenzia- 
le del  terzo^  ordine-,  ^  un'  eqruiziòne  Q  =rOi  in  x  ,;y  ,  e  tre  co- 
stanti arbitrarie  a ,  ò ,  e;  e  questa,  è  1'  equazione  primitiva  in  x. 
ed  y ,  ovvero  1'  integrale  finito  completo  di  p  ==:  o-. 

Avendo   poi   dimostrato,  al-  §..  (23;  che  un'  equazione;  diffcr 

• 

renziale  dell'  ordine  n  '      può   esser   dedotta,  da  un   numero   n 

di  diverse  equazioni  differenziali»  dell*  ordine;'^» —  i  )  ,  con* 
tenendo  ciascuna,  una:  costante  indeterminata:  di  più ,   ne.  segue 

che  un'  equazione  differenziale  dell'  ordine  n  -'  ha^  un.  numero 
ji  di  integrali  primi  completi  o-  dell'  ordine  differenziale  n  —  i 
immediatamente  inferiore,,  da  ciascuno-  dei  quali  può  ottenersi  la 
stessa  equazione  differenziale  per  mezzo  dell'  eliminazione'  della 
costante  arbitraria ,  che  esso  contiene-.  IL  Geometra:  M.  Fòntaine- 
è  il  primo  che  ha:  fatto^  questa*  osservazione;  e  siccome  tutti  que- 
sti integrali  appartengono^  alla  stessa-  relazione  di  variabili,  così 
eliminando,  per*  mezzo   di  essi  (  quando   con:  alcun,  artifizio  si 

giunga  a  ritrovarli  )  le  quantità  (^)  ,  (^)  , (|!_J?),  s'a- 
vrà un'  equazione  tra-  ooty  ed'  un  numerO'  n  di  costanti  arbi- 
trarie ,  la  quale  sarà  T  integrale  finito  completo;  della,  proposta, 
equazione  differenziale .. 

§.  II 7.  Un'equazione  V=o  fra  ar ,  y  e-  (^),  liaper  in- 
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tegrale  completo  un^  altra  equazione  in  :xi  yy  ed  lana  costante 
^irbitraria:  sia  la  fo^ma  di  qqesto  int/egrale  ^(a;,^,a);=o, 
ovvero  ^  ;=  o  ,  indicando  per  p  una  funzione  determinata  di 
X  '^y  .ed  fl .  Allorché  si  danno  Agì  valori  particolari  ad  a  ^  si 
haqno  come  abbiam  .detto ^  altrettanti  integrali  particolaiì  di  quel- 
la equazione  differenziale  V  =  o  ;  così  potendo  dare  ad  a  in- 
iìniti  yalori ,  y  avranno  infinite  gelazioni  particolari  clie  soddi- 
sfaranno alla  proposta .  Per  quanto  però  tutte  queste  Telazioui 
possalo  .essere  diverse  y  jHire  esse  dipendono  da  una  supposizio- 
ne comune  ,  .cioè  ,cjie  i  valori  particolari  di  a ,  da  .cui  risulta- 
no >  siano  costanti^ 

Ora  è  facile  concepire  che  se  si  facesse  ,a  variabile ,  o  fun- 
zione di  x  e  di  j^ ,  ma  nello  stesso  tempo  questa  funzione  fosse 
tale  ,  che  nel  differenziare  p,  =  o  ,  i  .  termini  che  la  variabilità 
jdi  a  introduce  ,  da  se  medesimi  si  annullassero ,  allora  il  jisul- 
jtato  deir  eliminazione  di  a  fra  le  due  equazioni  ^  =  o,  c?^.=  o, 
sarebbe  la  stessa  equazione  V  =  o ,  come  se  a  Josse  stata  .co- 
stante . 

Sostituendo  per  a  una  tal  funzione  in  ^  ==  o ,  s'  avrà  una 
jnuova  relazione  fra  le  variabili  .che  soddisfarà  air  equazione  dif- 
ferenziale V  =  p ,  e  che  perciò  sarà  ancora  essa  un  di  lei  in- 
tegrale .  Questa  nuova  relazione  ài  variabili ,  o  questo  nuovo 
integrale  ,  sarà  diverso  dagli  altri  >  in  .quanto  che  quelli  dipen- 
jdono  dal  dare  ad  a  dei  valori  costanti ,  e  questo  dal  dare  ad  a 
ym  valore  yarisibile  :  si  chiama  Soluèione  Particolare . 

La  condizione  dalla  quale  dipendono  le  soluzioni  partico- 
lari ,  ci  dà  il  mezzo  di  ritrovjarle  se  esse  .esistono;  infatti  dif- 
ferenziando r  ceduazione  ^  (  ^^  >^  >  a  )  .=  p  ,  supponendo  cj  va- 
riabile >  avremo 

ovvero  piij  semplicemente 

(g)c/xH-(^)d!yH-(g)cZa===p;  la  quale  se  a  h  tale  <jhe' 

i:r)^^  s'  annulli  da  se  medesima  %  diviene 

da 


■    ( 
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che  è  la  ditFerenziale  delF  integrale  ,  conìe  se  a  fosse  state  co^ 
stante .  Da  questa  differenziale  e-  dall'  cqtraziofle  ^  =  o ,  eli- 
minando a,  s'  ottiene  k  proposta  V=  o  . 

U  equazione   che    abbiamo   per    determinare   a  è    dunque- 

(^)da  =  a,    la   quale  si   decompone   nelle   due  (— )  =  o  ,. 

da  =  o . 

Ora  tutti  i  valori  di  a  che  soddisfanno  ad  alcuna  di  qne- 
ste  equazioni ,  ci  daranno  ,  sostituiti  in*  ^  (  a: ,  jy  ,.a  )  ==  o  delie- 
relazioni  in  X  ed'  y  che  saranno  tante  equazioni  integrali  della* 
proposta  V  =  o  .  Air  equazione  .  cfa  =  o  soddisfa  qualunque- 
valore  si  prenda  per  a ,  purché  sia  questo  indipendente  da  x' 
eà  y  j  o  costante  riguardò  ad  esse  ;  cosi  essendo  infiniti  i  vaio* 
ri  che  godono  di  questa  condizione ,  si'  potranno  avere  infinite 
relazioni  che  saranno  altrettante  equazioni  integrali  della  propo*- 
sta.  Queste  sono  gli  integrali  particolari  dèi  quali  abbiam  par- 
lato .  Il  primo  membro  dell'  altra  equazione  (^)  =  o  è  evideur 

temente  ima  fiuizione  conosciuta  di  x^^y  e  di'  a;  s'  avranno» 
dunque  da  quest'equazione  uno  o  piiì  valori  di  a  v  espressi  in  a: 
ed  y\  e  ciascuno  di  questi  v^ilori  sostituito  in  ^(o?  »>' ,  a)  =  Oy 
ci  darà  una  nuova  relazione  in  x^y^  che  è  un  nuovo  integra- 
le della  proposta  i  queste  sono  le  soluzioni  particolari,  di  V  =  q  .. 
Per  esempio  V  equazione  differenziale 

ha  per  integrale  completo  >^  -^  ^a^  h-  0*=-  o  ;  essa  risulta 
dair  eliminazione  di  a  per  mezzo   di   questo  intagrale-,   e   delkL 

differenziale  2y  f^)  —  aa  =5  o  •. 

Se  ora  facciamo  <p  =  y'^  —  Q,ax  H^  a*  y  avremo» 
f^)  =  — ^  2wV  H*  2^  ==  o  >  «Jsr  cui  si  ricava  a  =  ^  ;  e  questo» 

sarà  il  valore  variabile  da  darsi  ad  a ,  il  quale  sostituito  nel!'  in-- 
tegrale  completo  y^  —  o^ax  h-  a*  =  o ,  ci  dà  la  soluzione  pafr- 
ticolare  y  '•=  x  dell*  equazione  differenziale  proposta . 
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Si  comprende  bene,  che  potranno  farsi  delle  simili  consi- 
derazioni per  le  equazioni   degli  ordini  superiori . 

Noi  riserbiamo  un  Capitolo  a  parte  per  trattare  con  tutta 
Y  estensione  della  ricerca  delle  soluzioni  particolari . 

§.  118.  Abbiamo  promessa  (  §.  33  )  una  Teorìa  completa 
deir  eliminazione  delle  costanti  e  delle  funzioni  per  mezzo  deire- 
quazioni  differenziali  r  esponiamo  ora  questa  dottiìna  che  diret- 
tamente interessa  T  integrazione  dell'  equazioni . 

Sia  dunque  un'  equazione  ([ualunque  F  (x  yjf  y  z)  =^  o  fra 
tre  variabili  ;  quest'  equazione  differenziata  per  rapporto  ad  x  9 
e  per  rapporto  ad  j^ ,  ci  dà  le  due  equazioni  differenziali  par- 
ziali 


del  primo  ordine ,  le  quali  sussistono  insieme  con  essa .  Se  dun- 
que la  proposta  contfene  due  costanti  a ,  6 ,  potranno  queste  e- 
li  minarsi ,  ed  avremo  allora  un'  equazione  a  differenziali  parzia- 
li del  primo  ordine ,  la  quale  conterrà  due  costanti  arbitrarie 
di  meno  deJl'  equazione  da  cui  dipende  :  y^  Dunque  data  un'  e- 
„  quazione  a   differenziali  parziali  del  primo  ordine  fra  tre  va- 

„  riabilì  x^y^Zi  e  (J),(j?),  il  di  lei .  integrale  completo, 

)>  cioè  1*  equazione  primitiva  da  cui  dipende  >  dovrà  contenere 
9>  due  costanti  arbitrarie  di  più  di  essa  ,, . 

Dall'  equazione  F  =  o  ,  prendendo  non  solo  le  differen- 
ziali parziali  del  primo  ordine ,  ma  ancora  le  sue  differenziali 
parziali  del  secondo ,  si  dedurranno  altre  cinque  equazioni  che 
sussisterranno  con  essa  .  Tutte  queste  equazioni  formano  il  se- 
gtjente  sistema 


N^ 
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(i)....F  =  o 


(«)-(^-)-  (-^)(^!)  =  o 


(3)-(-g-)^  (-£-)(g)=p 

(5).-($4)-i»(|f.)(|)-(^:i)(g)"-(f)(Sf}=o 

'  5e  dunque  la   proposta   contenesse   cinque   costanti  >   allora 

per  mezzo  ,delle  cinque  equazioni  jdiflFerenziali ,  potrebbero  que- 
ste eliminarsi ,  e  s'  otterrebbe  un'  .equazione  a  differenziali  par- 
ziali del  secondo  ordine  9  con  cinqup  costanti  di  meno  di  quel- 
la ,  da  cui  è  stata  dedotta  9>  Dunque  data  un'  equazione  a  .difr 
;)  ferenziali  parziali  4^1  secondo  ordine ,  fra  le  variabili   x  ^y  ^ 

»  »'  «  (S)'(è')'(&')'(p)'(.^^)'"  di  J«  integrale  con,: 

» 

„  pleto  dovrà  contenere  cinque  costanti  arbitrarie  di  piii  di 
>j  pssa  )) . 

Venendo  ali*  equazioni  differenziali  del  terzo  ordine,  po- 
trebbero dedursi  da  F  =  9  altre  quattro  equazioni  cbe  avreb- 
bero luogo  ins^enje  con  essa  ,  .e  con  le  cinque  differenziali  dej 
primo  e  del  secondo  .ordine  ^  S'  avrebbcrp  allora  dieci  equazio- 
ni che  sussisterebbero  nello  smesso  tempo ,  per  mezzo  delle  qua- 
li potrebbero  elijminjgir§i  nove  costanti  arbitrarie  ;  ed  ij  risultato 
di  questa  eliminazione  sarebbe  un'  equazione  a  differenziali  par- 
ziali djel  terzo   ordine  5^  Data   dunque  un'  equazione  di  un  tale 

„  ordine  tra  pc  ,y  ,,^ ,  (p^) (0) il  di  lei 

55  integrale  completo  dovrà  contenere  nove  costanti  arbitrarie  ,> . 
In  generale  è  facile  vedere  „  Che  Y  integrale  completo  di 

;>  pn*  equazione  .a  differeozialì  parziali  dell'  ordine  n        fra  tre 
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„  variabili  dovari  contenere  nn  numera  •■""^  -  —  i  di  co- 

,>  Stanti   arbitrarie  che  non  si  trovano  nell*  equazione*  differen- 
jr  ziale  99 . 

§.  119.  Se  ]^  equazione  ibsse  fra  quattro  variabili  F{xy 
y  y  z  y  u  )::ms  o  y  o  più  semplicemcnte  F  =  o  ,  sussisterebbero 
insieme  con  essa  tre  equazioni  alle  differenziali  parziali  del  pri- 
mo, ordine  rapporta  ad  x  y  ^d  y  r  0  ad  u ,  cioè 


dB^\      .     /  dP\  fdz 


V 

Eliminando  per  mezzo  di  queste  tre  equazioni  tre  costanti, 
avremo  un'  equazione  a   differenziali  parziali  del   primo  ordine 

in  X  -^y  >  Uy  (^)  r  (  J)  j  (^)  r  la:  quale  conterrà  tre  costanti  di 

meno  deir  equazione  F==:  o  :  ,r  Dunque  T  integrale  completo 
5,  di  una  equazione  a  differenziali  parziali  del  prirao^  ordine  fra 
,,.  quattro*  variabili ,  deve  contenere  tre  costanti  arbitrarie  ;  in 
,r  generale  T  integrale  completo  di  una  equazione  a  differenzia- 

yy  li  parziali  dell*  ordine  n  *      fra  quattro'  variabili  ^  deve  con* 

5r  tenere  un  numero*  («^')(<»-+a)(<>^3)  —  ^  ^j  costanti  arbi- 

2.3 
yy  trarie  „  . 

Disposti  i  risultati  che  abbiamo  ottenuti  nella  seguente  Ta- 
bella ,.  scopriremo  la»  legge  che  ci  determina  il  numero  delle 
costanti  arbitrarie  che  contener  deve  T  integrale  di  una^  equa* 
zione  a  differenziali  parziali  di  un  ordine  qualunque  >.  fra  un 
qualunque  numero  di  variabili . 
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Ordine  dell*  Equazioni. 
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I  numeri  della  prima  colonna  verticale  ^indicano  V  oiiiine 
<deir  equa'^ione  a  differenziali  parziali.:  quelli  rddla  jìi:ima  oriz- 
sontale, il  numero  rdelle  yariabili  ;  e  quei  .che  sono  neir  inter- 
no della  Tavola  ,  il  numero  delle  costanti  arbitrarie  che  contie- 
ne r  integrale  .completo .  :Così  volendo  sapere  quante  costanti 
arbitrarie  .conterrà  V  integrale  completo  di  una  ,equazione  .a  dif- 
ferenziali parziali  del  .secondo  rordine  fra  quattro  variabili.,  si 
cercherà  il  numero  ,che  corrisponde  verticalmente  a  4  Var.  ed 
orizzontalmente  all'  ordine  2  ,  ;C  si  troverà  9  ;  r  integrale  .com- 
pleto dunque  di  una  tale  .equazione,  .dovrà  contenere  nove  co- 
stanti arbitrarie  . 

§.  ,120.  Questi  diversi  Teoremi  pei^  suppongono  che  in 
un'  equazione  a  differenziali  parziali  di  un  certo  rOrdine  ,  si  tro- 
vino tutti  i  differenziali  parziali  ,che  a  qiieir  .ordine  convengo- 
no :  così  per  il  secondo  ordine,  essi  suppongono  che  in  unVe- 
quazione  fra  tre  yariabili  si  trovino  ì  .termini  ,che  .contengono 

{  —  )  y  (-^) ,  f— )  :  senza  di  ciò  ,  essi  non  sarebbero  veri  in 

generale. 

Infatti   indichiamo   le   sei   equazioni   del   §.    118   per 

■n  <fF  i/*F  dV  d^F  d*V 

F  =  o,  ^  =  0,^  =  0, 5^  =  0,  -7-i  =  o,  f  -  =  o  ;  per  niez- 

\dx  dx*  dy  y>  dxdy  ^ 

zo  di  tatte  queste  equazioni  possono  eliminarsi  xinque  costanti 
arbitrarie,  come  si  è  detto,  ed  ottenersi  un*. equazione  a  differen- 
ziali parziali  del  .secondo  ordine  con  cinque  costanti  di  meno 
di   F  =  o;   se  di   queste  si  prendessero  solamente  .cinque,   la- 

sciando  indietro  -—  =  o ,  è  chiaro  die  per  mezzo  di  esse  non 

dy^  "  -^ 

potrebbero  eliminarsi  che  quattro  costanti  arbitrarie  ,  ed  ot- 
terrebbesi    un'  equazione    a  .differenziali   parziali  in    x  ^y  ^  z^ 

(^),{^),f^),(i-.^),  senza   C^Hi  adunque  T  integrale  d* 

>dx^^^  dy^  ^^dx'-^^^dxdy^^  ^  dy^  '  ^  ^ 

W  equazione  n  differenziali  parziali  del  secondo  ordine ,  la  qua- 
le non  contenga   che   due  dei  tre   differenziali  parziali  (  yj  )  > 
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(JL^),(i-5),  non  può  avere  in. generale  più  che  quattro  co- 
stanti arbitrarie  ;  e  dovrà  dirsi  completo,  come  è  quello  di  un' e-* 
quazione  dello  stesso  ordine  a  cui  non  manchi  alcun  termine  9 
quando  contiene  cinque  delle  stesse  costanti . 

Nella  medesima  maniera  si  può  dimostrare  che  V  integrale 
completo   di   un'  equazione  a  differenziali  parziali   del    secondo 

ordine  9  nella  quale  si  trovi  soltanto  una  delle  tre  funzioni  (— )% 
ij-^)  yir^)^  deve  contenere  in  generale  tre  costanti  arbitra- 
rie ,  ne  può  contenerne  dì  piiì . 

Nella  stessa  guisa  ragionando  per  le  equazioni  degli  oi^di- 
ni  superiori ,  troveremmo  y  che  quando  manca  alcuna  delle  piii 
alte  differenziali  parziali ,  gì*  integrali  completi  non  possono  con- 
tenere il  numero  di  costanti  prescritto  daÙa  Tabella  del  ^  an- 
tecedente ; 

§.  121.  Sì  è  detto  al  §.  29.  che  data  un*  equazione  tra  Xf 
y  ^  z  y  ed  una  funzione  ^(j>)  di  una  determinata  quantità  p  ,  po- 
teva sempre  da  essa  dedursi  un'  equazione  ai  differenziali  par- 
ziali del  primo  ordine  che  non  contenesse  traccia  alcuna  di 
<p  {p)  '  GoQsiderando  dunque  una  data  equazione  a  differenzia- 
li parziali  come  il  risultato  deir  eliminazione  di  funzioni ,  ne 
concluderemo  >>  Che  Y  integrale  completo  di  un'  equazione  a 
»  differenziali  parziali  del  primo  ordine  contener  deve  una 
9)  funzione  arbitraria  ^(p)  di  una  determinata  funzione  p  ^r . 

Supponiamo  ora  che  abbiasi  un'  equazione 

V  {oc  yy  j  z  yU  ^p{p  ^q))  T=2  o  fra  quattro  variabili,  ed  una 
funzione  indeterminata  delle  quantità  p ,  q  che  sono  esse  me- 
desime funzioni  determinate  di  x  ^y  ^  ZyUi  e  dimostreremo  cp- 
me  al  citato  §.  che  possiamo  da  questa  dedurre  un'  equazione 
ai  differenziali  parziali  del  primo  ordine  che  non  cootenga 
(f>{pyq):  infatti  prendendo  dalla  proposta  le  tre  equazioni  ai 
differenziali  parziali  rapporto  ad  x  ^y  ^Uy  avremo 
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cS)(g)]>(5)='' 


<f)-*-($)(a)-»-<(7p[(f)-^($)(S)]-*-(g)C(g) 

^e  ora  per  mezzo  della  proposta  e  di  queste  equazioni  dif- 
ferenziali,  eliminiamo  ^  >(  ^  )>(  ^  )  >  avremo  un'equazione   fra 

^  yy  y  ZyUy{^)  ^{j^)  y{^)  y  la  quale  non  conterrà  traccia  al- 
cuna ^ella  funzione  ^;  e. di  qui , concluderemo  9,  Che  T  integrale 
,9  completo  di  un'  equazione  ai  dìiferenziali  parziali  .del  primo  or- 
.9,  dine  fra  quattro  variabili ,  deve  contenere  una  funzione  arbi- 
9,  trarla  (f>{p  ^q)  di  due  quantità  determinate  p  9  q  9  funzioni  an- 
.99  Cora  esse  delle  variabili  che  entrano  nell'  equazione  proposta  ^9 . 
Egualmente  si  troverebbe  99  Che  V  integrale  completo  di  u- 
99  na  equazione  a  dìiferenziali  parziali  del  primo  ordine  fia  eia- 

^  que  variabili  a?  9  ^  >  2  9  z/  9  <o  deve  contenere  una  funzione  ar- 
:t9  bitraria  p(p  yq  ^r);  essendo  p  y  q  yr  funzioni  determinate 
99  di  quelle  variabili  99 . 

§.  122.  Passiamo  a  considerare  T  equazioni  del  secondo  or- 
dine: sia  F  =  0  un'equazione  fra  le> variabili  x^y^Z'if{p)^(i>{q)j 
essendo  p  e  q  due  funzioni  date  in  x^y  y  z;  e  f{p)y  (f>{q)  due 

funzioni   determiaate  o   indeterminate   qualunque   di  p   e   g   rc- 
spettivamente  . 

Se  si  prendono  1'  equazioni  a  differenziali  parziali  del  pri- 
mo e  secondo  prdiae,  avremo  sei  equazioni  compresavi  la  prò- 
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posta,-  nelle  quali  si;  troveranno,  le  quantità. /(p)  ,.  ^(2),, 
^^) ,  (^) ,  (!^j  r(~^) .-  Ora  per  mezzo^  di  queste  sei  equazio- 
ni non  potranno^  eliminarsi  queste  sei  quantità:  appartenenti  a* 
quelle  funzioni;,  dunque  si.  può  concludere  „  Che  V  integrale 
ij,  complèto,  di  una  data,  equazione  ai  differenziali,  parziali:  del 
9,  secondo  ordine  v  non.  può  in  generale  contenere  due  funzioni 
,v  arbitrarie  „.  dico^  in  generale-  poiché  le  quantità  p  e  q  y  ed 
i  coefficienti  delle  funzioni,,  possono  in  dei  casi  particolaiii  esse- 
re tali,  che  abbia,  luogo  T  eliminazione  delle  suddette  sei  quan- 
tità per  mezzo,  delle  difFerenziali.  parziali  del  primo,  e  del  se- 
condo ordine .. 

Uno  dr  questi,  casi  è  per  esempio  5    quandop  e  q  sono>  e- 

guali::  infatti:  sia.T  equazione, F=Ov fra.  x^y  yz  rP{p)^f{p)  : 

le  due  equazioni  ai  differenziali  parziali,  del.  primo^  ordine  che 
hanno  luogo,  insieme:  con:  essa  ,•  sono. 


(3)  ■  •  ••<£)-<-  (£)(S:)  H-  R'  {■(?;)  (  f!  ).-*•-(  |)(f)} 


>7 


ove- R'=(^)^  ($)(?),. 


dx.'  ^  dzf  ^  dx. 


per  raez7o^  di;  queste*  due:  equazioni,  possiamo^ eliminare.- nello* stes- 
so tempo  la:  quantità 

(^)  (!^):^.(^)  (^) ,.  edi  otterremo?  mi'  equazione  tra:  a?  >^  >  z 

e  ledue:fanzionii^(p>)S/(i));  per  niczzo  della  quale  e  della  pro- 
posta potremo  eliminare  una  delle  due  funzioni  ^(p"^  v  ovvero ;/(/>)  1 
e  s'  avrà  un'  equazione*  ai  differenziali  parziali  del  primo^  ordi- 
ne>  la  quale-  conterrà  una- sola*  delle- due*  funzioni,  arbitrarie  :- 
questa  funzione  poi  che  è  rimasta  >.  po^ra:  eliminarsi  prendendo  i 
differenziali  parziali:  dell" equazione  ,  nella^  quale  essa,  si  ritrova,, 


'<»     p   I    — Jt^pM 
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c  perverremo  infine  ad  un'  equazione   del.  secondo*  ordine  senza 

alcuna  traccia  delle  due  funzioni  (p{p)r  f{p)  * 

Ma   tornando  a.  considerare*  le   due  funzioni:  p{p)  rf(q)r 

si  vede   che  per   eliminarle-  intieramente  v  conviene   prendere  i 
differenziali,  parziali,  dei  terzo  ordine  :  si  hanno  allora,  altre  quat- 

ti'0>  equazioni'.,;  nelte'  quali  si   trovano  le  quantità:  (^)>(^f).' 

con  quelle  dieci  equaifToni  non  solo  si  possono  eliminare  le  otto 

'quantità.  ap|)artenenti  a  quelle  fanzioni  f(p)  >jf(2);  ma  ancora  una 

costante  arbitraria  ;  così  un'  equazione*  a  differenziali  parziali  del 
terzq  ordine  ,  può  sempre  considerarsi  come  il   risultato  dell*  e- 

llminazione  di  due  funzioni  (p(p)  rf(q)r€i  di  una  costante,  da  un' 

equazione  fra  queste  tre  quantità  e  le*  variabili  x  ^y  yZ . 

-E  qui  ha  luogo  T' osservazione  fatta  al  §!  120,  che  cioè 
questi  Teoremi  non  sono  veri  in  generale,  quando  mancano- al- 
cuni differenziali  dell'  ordine*  dell'  equazione- 

Non  ci  estendiamo  a  trattare  dell' eliminazione  per  un  mag- 
gior numero  di  funzioni ,  poiché  ciò  non  può  avere  difficoltà 
dopo  gli  esposti  prijticipj .  Solo  avvertiremo  che  suole  dai  Geo- 
metri: stabilirsi,  che  1!  integrale  completo-  di  un'  equazione  a  dif- 

•  - 

férenziali  parziali  dell'  ordine  n  deve*  contenere  un  numero 
n  di  funzioni  arbitrarie  ,  dall'  eliminazione  delle  quali  essa  ri- 
sulta ;  il  fin  qui  detto*  ci  prova  che  una  tale  proposizione  è  ben 
lungi  da  potersi  riguardare  come  un  Teorema,  dimostrato .  La;  na- 
tura particolare-  di:  ogni  equazione  a  differenziali  parziali  deter- 
minerà ir  numero»  delle  funzioni  arbitrarie*  che  debbono^  entrare 
neir  integrale,  completo  .  Avremo  luogo  di  rendere  tutto  questo 
pili  chiaro  per*  mezzo  d'esempj  nei  Capitoli  seguenti. 

§i  123  Si  è  veduto^  al  §*.  118,  che  1' integrale  completo 
di'  un'  equazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  contie- 
ne due*  costanti  arbitrarie;  abbiamo  ancora  veduto^  al  §.  lai  , 
che  ir  detto  integrale  contiene  una  funzione  arbitraria  ;  di  modo 

che  egli  può  avere  una.  di  queste  due  forme  F(a7 ,  j^ ,  2; ,  a ,  6) 

=  0;  F{x,yrzy<pipyy=  o\. 

Ora  è  facile  provare  che  queste  due  equazióni  soì3o  cgual- 
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mente  generali,  in  quanto  che  può  sempre  dedarsi  la  seconda 
dalla  prima  >  e  perciò  le  due  costanti  a  e  b  possono  conside^ 
rarsi  tener  luogo  della  funzione  p{p)  -  Per  questo  supponiamo 
che  le  due  costanti  a ,  b  contenute  in  F  =  o ,  siano  variabili 
e  funzioni  di  x^y^Zy  e  di  più  che  a  sia  una  funzione  di  bf 
cioè  a  =  ^(6):  è  chiaro  rhp  se  la  loro  variabilità  sarà  tale  d» 
divenire  nulli  t  termini  che  esse  introducono  nelle  diverse  equar 
zioni  differenziali  di  F  =1  o  (  per  mezzo  delle  quali  s'  otreoe** 
va  la  loro  eliminazione  ) ,  queste  differenziali  saranno  Ì0  me- 
desime 9  come  se  a  e  6  fosspro  state  costanti  >  ed  otterreiM  il 
medesimo  risultato  come  nella  prima  ipotesi  >  cioè  la  stes^  eqnt^ 

zione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  in  «  fy  yZ^(p)% 
(^)  senza  <?,<&, 

Ora  prendendo  le  due  differenziali  parziali  dell*  eqnaziono 
^{x,ytZy<p{b)yb)  =  Ot  s'avrà 

le  quali  sì  riducono  a  quelle  che  porta  la  supposizionp  di  9  ^ 
b  costanti  »  se  facciamo 

dunque  se  prendiamo  per  b  tal  funzione  delle  variabili  x^y^z 

che  soddisfaccia  a  quest*  ultima  equazione ,  avremo  allora  un*  e- 

quazionp  F(a?t^>z,^(è),i)  =  o,  la  quale  conterrà  una  fun-^ 

zione  arbitraria  p(b) ,  e  terrà  luogo  (ììF{xyyyZ^ajb)  =  0; 

dunque  V  integrale  è  egualmente  generale  sia  che  contenga  due 
costanti  arbitrarie  a  yb  j  ovvero  una  funzione  arbitraria  9  dai  clie 
ne  segue  che  se  troveremo  ip  qualunque  modo  un'  equazione 
contenente  due  costanti  arbitrarie  che  soddisfaccia  ad  una  equa- 
zione a  differenziali  parziali  del  primo  ondine ,  potfemo  ridurla 
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a  contenere  nna  fanzione  arbitraria,  facendo  a==^(ò)>  e  de^ 
terminando  b  per  mezzo  della  ritrovata  equazione . 
Per  esempio  >  T  equazione  a  difFerenziali  parziali 

z  —  ^(y)  —  J'(j^)  =  o  b*  p6^  integrale  completo 


z  =  ax  ^i^  by  j  poiobè  essa   risulta  dall'  eliminazione  di  a  e  &  « 

Se  facciamo  a  =  ^  (  6  ) ,  avremo 

z  —  xp(b)  —  &y  =  o>  e  per  determinare  b  V  equazione 

(  ^  )  =  —  —  :  quest'  ultima  equazione  ci  dice  che  —  —  è  egua- 

le  ad   una  certa   funzione  di  b  ^   senza  d'  altr'  onde  pronunziare 
nulla  sopra  la  natura  della  funzione;  dunque   viceversa  sarà  b 

eguale  ad  una  funzione  di  —,   e   quindi  b  =zf(^—):  sarà  per 

tanto 

K,  —  x<p  (/(-^  )  )  — /(-j  )  O'  =  o  ;  ovvero 


^-^{M/(7))-/(7)-7}-=° 


ovvero 


z  —  arY(— )=20,  rappresentando  per  Y  una  funzione  qualun- 

que  arbitraria  della  quantità  —  :   quest'  ultima  equazione   è  an- 

che  r  integrale  completo  della  proposta . 

Egualmente  T  integrale  completo  di  una  equazione  a  diffe^ 
reuziali  parziali  del  primo  ordine  tra  quattro  variabili  x  ^y  ^  z  yU 
deve  contenere  >  secondo  ciò  che  abbiam  detto  (§.  1 1 8  ),  tre  co- 
stanti arbitrarie  >  ovvero  (  §.  la i  )  una  funzione  arbitraria  p (p f 
q)i  così  esso  può  avere  la  forma  F(  a;  i^  >  z ,  £^  >  a  >^ ,  e)  =  o> 
ovvero  la  forma  F{x  ^y  9ZyUyp{p  y  q))  =  et  ora  queste  due 
forme  sono  egualmente  generali ,  potendosi  sempre  ridurre  la 
prima  alla  seconda  :  infatti  supponiamo  a^b  ^c  quantità  varia- 
bili,   e   di   più  che  sia  o=5ip(ò,c)  senza  d' alt  r' onde  nulla 


I 
I 

I 

I 

ì 
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pronunziare  sopra  ]a  natura  di  quella  funzione  :  Je  difFerenziali 
parziali  dell'  equazione  F {x  ^ y  y  u  y  z  ^  a  y  b  ^  e)  =  o  saranno  le 
stesse  se  i  termini  che  introduce  la  variabilità  di  quelle  costan- 
ti, svaniscono  da  se  medesimi;  prendiamo  dunque  queste  differen- 
ziali ,  ed  avremo 

{(è)  -<-(£)  (£)>  {(,^)  ■*■  c^')  (^)>  =  0 , 

le  altre  difFerenziali  rapporto  gd  y  e  ad  u  ,  saranno  simili  .a 
questa ,  e  conterranno  respettivamente  y  ed  u  invece  di  x . 

Ora  è   evidente  che  sé   determineremo  £  e  e  in  modo  eh* 
siano  soddisfatte  queste  due  equazioni 

'  ■  '  ■ 

otterremo  per  h  e  per  e  due  funzioni  delle  variabili  x^y^u^f^^ 
le  quali  oi  daranno  per  a  una  funzione  arbitraria  a  5=^(6^ 
e) ,  e  questi  tre  valori  di /z , 5 , e  sostituiti  in  F( fc , j^ , w , 2; , a ,6 > e ) 
=  0,  ci  daranno  unVequazione  che  invece  delle  tre  costanti  ar- 
bitrarie conterrà  una  funatione  arbitrària  p{p^q)y  essendo  p  e 
q  date  in  x  ,^  ,  z  ^u  . 

Osserviamo  che  se  non  stabiliremo  alcuna  relazione  tra  quel- 
le costanti ,   incontreremo  neir  equazioni   differenziali  i   termini 

■ 

'^  ?  ^  '  ^  S  ^  '  -^  S  ^  '  ^  *ì°^^^  eguaglìeremo  a  zero  ,  onde  ottenere 

*  • 

i  risultati  stessi  che  convengono  air  ipotesi  di  a  ,  5  ?  e  costanti . 
In  questo  caso  le  equazioni  (-^)=:o,  (^)  =  o,  (^)  =  P 
ci  daranno  i   valori  di  a ,  5 ,  e  espressi  in  funzioni  detcrminate 
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^  jc  ,  ^  >  s  .  Queste  funzioni  sostituite  in  F(^x  ^y^  z  ^ti  ^b  ^c) 
=  o^  somministreranno  una  nuova  relazione  in  x^y  yz  che  sod- 

•disfarà  alla . proposta  equazione  ai  differenziali  parziali^  €  potrc-     . 
mo  dare  in  conseguenza  ad  essa  il  nome  di  soluzione  particola- 
re 9  perchè  ottenuta  con  lo  stesso  ragionamento  usato  (§-117) 
per  le  equazioni  differenziali  tra  due  variabili  • 

Si  vede  come  dovremmo  trattane  V  equazioni  ad  un  maggior 
numero  di  variabili . 

§.  124.  Premessi  questi  princip)  eopra  Y  integrazione  delle 
equazioni  9  noi  faremo  osservare  che  non  vi  è  alcun  metodo  ge- 
nerale ,  per  il  quale  possa  trovarsi  V  integrale  di  una  data  e- 
4]uazion€  differenziale  >  ed  a  questo,  riguardo  il  Calcolo  Integra* 
le  altro  non  contiene  che  snetodi  particolari ,  adattati  piuttosto 
ad  un  ramo  di  equazioni  che  ad  un  altro .  I 

L'equazioni  lineari  >  cioè  quelle  nelle  quali  i  differenziali 
.^i  qualunque  ordine  ^  non  «ono  elevati  al  ili  là  del  primo  gra^ 
<lo  9  sono  le  sole ,  permeai  esistano  dei  metodi  dotati  di  qualche 
generalità ,  onde  averne  i  loro  integrali .  Di  queste  parleremo 
nei  due  Capìtoli  seguenti . 

Abbiamo  detto  con  esservi  metodo  generale  per  integrare 
i'  equazioni-,  poiché  di  troppo  limitata  utilità  è  quello  che  ci  è 
dato  dal  Teorema  di  Tajlor  per  avere  Y  integrale  completo,  e- 
fSpresso  per  serie  di  qualunque  siasi  equazione  dilferenziale . 

Finiremo  questo  Capitolo  con  lo  spiegare  nn  tal  metodo, 
che  applicheremo  ali*  equazioni  del  secondo  ordine ,  potendo  far- 
ei lo  stesso  ragionamento  per  Y  eqnazk>ni  degli  ordini  superiori . 

Sia  dunque  da  integrarsi  (ft)  =  ^(ac,j',(;^)). 
Indichiamo  per  y    quella  funzione  di  ^ ,  la  quale  soddisfa 
alla  proposta  equazione .  Qaalonque  sia  j'  ,  si  ha  sempre  (  §•  35  ) 

facendo  però   a?  =  o  a  difFerenziazioni  eseguite .   Conosciuta   la 
fufizione  y    si  hanno  subito  i  coefficienti  della  serie  ;  viceversa 


Tom.  IL  T  t 
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se  si  conosceranno  questi  coefEcienti ,  sarà  conosciuta  la  serie  > 
la  cui  somma  è  V  espressione  finita  di  y   . 

Questi  coefficienti  cominciando  da  (  j^  )  >  sì  conoscono  ap- 
punto per  mezzo  della  data  equazione  e  delle  di  lei  differenzia- 
li :  infatti  se  facciamo  a?  ==  o ,  ed  indichiamo  semplicemente  per     ^ 

^o'yo'^'o  ^^''  ^  ^^^^"  ^^  y'  (^)'^Ì^)  ^^-^  avremo  /^  == 
P(y  >y  )i  pi*endendo  la  differenziale  prima  della  proposta,  e 
facendovi  x  =  Oj  avremo  y"  dato  per  y"  ^y'jy  9  ovvero 
P^r  y'  jy  y  giacché  y'  ==  ^(,y  ^y  )  :  nella  stessa  guisa  trove- 
remo y'  dato  per  y  ^y  e  così  di  seguito.  Le  quantità  y  > 
y     rimangono  indeterminate  per  la  natura  stessa  della  ricercai 

e  potrà  uno.  essere  costanti  arbitrarie  G  ,  C  qualunque» 
Sarà  dunque 

•^  o     a        -^   Q    2.3 

r  integrale  completo  di  queir  equazione  del  secondo  ordine  • 

Quando  la  serie  è  sommabile ,  T  espressione  di  jf  è  compo- 
sta di  un  numero  finito  di  termini . 

E  si  vede  facilmente  che  questo  metodo  è  generale  per 
r  equazioni  di  qualunque  ordine  *  Abbiamo  T  integitile  comple- 
to espresso  in  serie ,  e  per  ottenerlo  non  devono  farsi  che  del- 
le di^erenziazioni . 

Per  farne  un  esempio,  sia  (J^)  =  o^»  essendo  a  costante: 
avremo  allora 

dunque  y" ^  =  aC  ; y" ^  =  aC  j y"" ^  =  a*C  ; y\  =  a'CV) /'^  = 
a^C  ec.  j  e  perciò 
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C  H-  C  «  ^  C  i^*  ^  C'-f^  H-  C  J?!f^  H-  C  -J^^fL.  ^ 


a      '         a.3    '        a. 3-4    '         a. 3. 4. 5    ' 

saia  r  integrale  completo  di  (0)  =  ay . 

Se  ora  facciamo  C  =  A  h-  A' ,  C  =  Av'a  —  AVa  i 
essendo  A ,  A'  dae  costanti  arbitrarie ,  avremo 

v  =  A  -4-Ai/a.a?H-A  tJ^^A^^^ec. 

•'  a  2.3 

A'  —  A  v^a .  *  -h  A'  ^i£!  —  A  ^^  -f-  ec. 

a  a.3 

che  si  riduce  evidentemente  a 

y  =  Ae*  *  H-  A'e~  '  *  >  essendo  e  il  nnmero ,  il  cui  logarit- 


mo iperbolico  è, l'unità 

Per  r  equazioni  a  differenziali  parziali  sia  da  integrarsi 


Indichiamo  per  z       quella  funzione  che  soddisfa  alla  prò* 
posta:  qnalnnqne  sia  questa  funzione  si  ha  sempre 

facendo  dopo  le  dif&renziazioni ^  a?  =  o. 

L'  equazione  proposta  lascia  indeterminata  z      ;  sarà  per 

tanto  2;        una  funzione  arbitraria  ^(j')  di  j^-  Differenziando 

successivamente  la  suddetta  equazione  rapporto  ad  oc  i  si  ha 


S3^ 
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ec ,  ' 

facenda  danque  ia  queste  eqìiazioni  e  nella  proposta  op  =  o  » 
avremo 

ec.  >  e  perciò 

che  si  rìdace  evidentemente  a 


z       =  ^(^H^ix):  e  tale  è  V  integrale  completo  dellit  peoN- 

posta  equazione  a  ditferenzìali  parziali.  Non  ci  estendifimo  di 
più  sopra  a  questo  metodo  >  poiché  nei  casi  nn  poca  cemiplica-' 
ti  y  esso  conduce  a  risultati  intrattatuli . 


J 


33S 


rrrs" 
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Integrazione  delV  Equazioni  Lineari 
fra  due  Variàbili. 


$.  125.    1  ÀE  equazioni,  nelle  qnali  le  quantità  jr  ,(^)y 

(  ^  )  ec. ,  non  sono  elevate  che  alla  prima  potenza  >  si  ohia- 
mauo  Lineari  >  cdsi  la  ibrmnla  generale  di  nn^  equazione  linea^"^ 
re  dell'  ordine  a"'**  è 

A^H.B(^^)^C(£;)^ H.P(g)-X: 

i  coefficienti  A  9  B  9  G  ec.  9  X  possono  essere  o  quantità  costa n-^' 
ti  y  o  quantità  variabili  funzioni  di  x .  Noi  comincietemo  da^ 
quelle  del  primo  ordine  9  e  quindi  passeremo  all'  altre  degli  or* 
dini  superiori  • 

Siano  dunque  da  integrarsi  le  due  equazioni 


»  '  f 


essendo  A,X  qaantità  costaptio  variabili.  Bammentiamo  che 
per  Integrale  Finito  8*  ìntèadc  un*  equazione  in  xyy  e.  tante 
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costanti  arbitrarie  ^  quante  nnitk  contiene  V  ordine  deir  equazio- 
ne differenziale  ;  e  siccome  Y  integrale  finito  sussiste  nello  stes- 
so tempo  che  Y  equazione  differenziale  ,  perciò  cavando  da  quel- 
lo il  valore  di  ^ ,  e  sostitiieiidolo  in  questa  ,  la  renderà  identica  • 
Per  questo  chiamasi  anche  integrale  finito  di  una  equazione  dif- 
ferenziale un  valore  di  y  dato  in  a;  e  contenente  le  suddette 
costanti  arbitrarie ,  il  quale  soddisfaccia  alla  stcjssa  equazione 
differenziale . 

La  prima  delle  due  proposte  equazioni  si  riduce  evidente- 
mente a  questa 

—  (^)d«  =  Adx  :  ora  il  primo  membro  è  (  §.  ii  )  la  difFeren- 
ziale  esatta  di  ly  ;  dunque  intregraiido  ^  avremo 

f^{%)dx=fAdx, 

e  quindi  ly  H*  C  =/AcZa?  >  essendo  C  la  costante  arbitraria  che 
si  aggiunge  integiJando  :  '  diamo  oi:a  a  questa  costante  la  forma 
— .ZC>.  ed  avremo 

-  ly^—lGjssil^  ^/Adxi  e  passando  dai  logaritmi  ai  nnmeri) 

troveremo 

y  =  KjC         ; 

quest'  espressione  sarà  Y  integrale  completo  (  §.  1 1 6  )  della  pro- 
P9sta  )  perchè  contiene  una  costante  arbitranti  G .    , 
.  ,        Se. A  è  eguale  ad  una  costante  a,  avremo  allora 


sx 


y  —  Ce 

Per  integrare  la  seconda  equazione ,  facciamo 

y  =  Ce     *  fzdx  ,  essendo  G  una  costante  \  ^  fzdx  una  fun- 
zione  di  a;  da  determinarsi . 

Da  questa  supposizione  si  ricava 


(^)  =  Ge^*'*  ,  «^  Cei^^^' :  Kfz.dx  ; 

mX 
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e  facendo  le  opportune  sostitnzìoni ,  si  ayrk 

KCJ^*  fzdx  —  C/^'' .  z  —  C/^* .  Kfzdx  =  X , 
dalla  quale  si  ricava 

z  =  —  ~TKr  »  ^  ^"  conseguenza 

y==  —  e       /e  Xdx  ;  ed  aggiungendo  una  costante  arbi- 

traria  alla  formnla 

fe~      *  Xdx ,  saia 

quest'  espressione   rappresenta  Y  integrale   completo  delF  equa- 
zione 2*. 

Sia  A  =  a  costante  ;  allora  avremo 
^  =  e**^C — fé    ^^  .Xdxy  . 

§•  1 26.  Passiamo  all'  equazioni  del  secondo  ordine  : 
3«.  A^-t.B(£)-|.C(0)  =  o 

nelle  quali  A ,  B  >  G  sono  coefficienti  costanti  >  ed  X  una  data 
funzione  di  x* 

Avendo   qui  sopra  trovato  che  soddisfa  all'  equazione  del 

*  « 

primo  ordine  la  funzione  esponenziale  Ce    >  proviamo   se   una 
simil  forma  potesse  soddisfare  all'  equazione  3^  9  e  poniamo  y  = 

£  •  e     j  essendo  E  9  a  due  costanti  da  determinarsi  •  Da  questa 
supposizione  si  ricava 
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dunque  sostituendo  <,  avremo 

Ee  *  •  A  H*  Ee     .  B»  h-  Ee     .  Ca"  ==  o  ^  e  quindi 


A  H-  B4  H*  Ca*  =  o .  Rimarrà  pertanto  la  costante  E  indeter- 
minata ,  ed  »  si  determinerà  per  mezzo  di  tiì/  equazione  di  se- 
condo grado  ,  e  s  avranno  per  essa  due  valori  a  ,  a  %  i  quali 
saranno  le  due  radici  di  queir  equazione . 

Dunque  Y  equazione  3*.  sarà  soddisfatta  da 

y  =  "Eie  ^  ^ovvero  y  =  E"e  r  ^-  essendo  E%  E'"  dne  costanti 
arbitrarie  f  e  siccome  T  equazione  3*.  è  lineare  ,  soddisfarà  per- 
ciò-ad  essa  ancora  la  somma  delle  due  espressioni  trovate  per  y^ 
ed  avremo 

y  ==  E  e  H^  E' e  per  espriHiere  V  integrale  della  proposta  f 
il  quale  sarà  completo  9  perchè  cofitiebe  duef  costanti  arbitrarie 

Per  integrare  V  equazione  4*.  9  facciamo 

»     '  r  • 

y  -=11  e   fzdoù'i  essendo  a  una  costante  da  detertòitiarsi ,  e  f^d^ 
una  funzione  di  a?  parimente  da  deteilniafirsr.         - 
Da  una  tal  posizione  si  ha 

(5-^,)  =  e    .»fzdx^  ae    .^2  h-  e    (^); 

\  .  •  ■    .        »^ 

.  £  incenda  le  opportane  .sostitowoni  nell*  eq^j^zione  4*)  avremo 
(  A-^  B*.^  C»  )fzdx  -t-  (  B  -+  aC*  )  z  H-  C  (g.)  =  -^  • 

Qnest*  ultima  equazione    che  noi  abbiamo   ottenuta  per  la 
determinazione  di  a  e  di  2  ,  lascia  una  di  queste  quantità  al 
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nostro  arbitrio  ;  perciò  facendo 

A  M-  Ba  H-  C«'  =  o ,  potremo  con  questa   equazione  determi- 
nare « ,  e  resterà  per  determinare  z  1'  equazione 

(BH-aCii)aH-G(f'')  =  JL, 

e 

che  ha  k  stessa  forma  dell'  equazione  «*. ,  ^  perciò  ^  può  in- 
lagrare  completamente  • 

Trovati  i  valori  di  «  e  di  2;  ^  «irà  cognito  il  valore  di  y  ^ 
cioè  r  integrale  dell'  equazione  4*. 
Facciamo  alcune  applicazioni. 

Sì  domanda  la  somma  della  serie 

r  f  II 

H-  r-— 7  H-  r'—T-s  H-  ec. 


2     *   3.4       2.4.6       2.4.6.8 
Se  noi  facciamo 

•^  a  ^  2.4"**  2.4.6  "^2T4T6:ì^®^-^ 


sarà  y  la  somma   di   quella   serie  ^   quando  in  essa  si  ponga 


jX  =  I  . 


Differenziando  ora  la  supposta  equazione ,  avremo 

perciò 

—  ary  H-  (g)  =  «  sarà  1*  eqnazione  dalla  qaale  dipende  il  va- 
lore dì  y . 

Paragonando  quest*  eqnazione  con  la  a*. ,  s*  avrà 
A  =  a?,  X  =  —  a:,  e  quindi 


t 


Tbm.  //. 


Vv 
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jt^  «*  «• 


j^  =  e^{^G  —  e    ^V  =  Ce^  —  ir  determinanda  ora  la  costan- 
te in  modo  che  quando,  x  =  o  ^  sia  ^  =  o  ,   avremo 


X* 


Ce**  —  i  %  da  cui  C=  I  ,.  e  perciò  y=z  e^  —  i . 


*• 


Sarà  dunque  la  somma  della  nostra  serie  =  e*  —  i ,.  por- 
che si  faccia  x  =  i  :  dunque,  avremo,  la.  detta:  somma  =  \/e  — 
I  i  e  sarà 


T      .      r       .        I  r 


K/e  —  1  =  —  H* 1 —z  H t-t:  H-  ec  y  essendoi  e  il  nu- 

^  2  2.4  2*4.6  2.4,$. 8     •  ' 

mero ,  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  T  unità . 
Si  dimanda:  la  somma:  della  serie: 


2. 

a.  3. 

M.Ì*  pr* 

2.3.4 

Facendo  y 

* 

-4-  **  -     **  .      ** 

a-          a.  a         2.3-4 

avremo* 

« 

(£)  =  ^- 

-Ka;  - 

**           x'^ 

|.  —  -4-  —  •-h  ec^  = 

2.       2.3, 

ec.  1, 


r  H-^  J-  dunque-  j^'  sarà  da- 
to dair  equazione-  —  ^-H(^)  =  1  •   facciamo*  nella  formula 

dcir  integrale   deir  equazione  a^"  >  A  =  i ,  X  =  —  t  >  ed  a- 
vremo» 

^  =  e*  {G  H-Ze^^'cfo:}  =  Ce*  —  1  , 

e  perciò  y  =z  ey  sarà  la  somma:  cercata . 
Si  dimandi  infine:  la:  somma  della,  serie; 

^     •         '         •  '  •  ec. 


facendo  ^ 
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X    _,       * »4. . 

B*  avrà 


-fi  —  I''       tf-^2i  —  I  „«-+3*  —  ' 


«— I        *  .  »  I        * 


ec. 


^*""*  ..^  X       y  •  dunque  _y  sarà  -dato  'da.  quest'  -equazione 


-»*     ^y  ^(iy.)  =.a?'     ':  avremo  per  tanto 


Facciamo  i  =  ,3  >  a  =  3  »  ^^  avremo 
e^  {C  H-/e    *  oc'da:}  =  Ce^  —  l  :  sarà  dunque 


*  '  3  3.6         3-6-9        .3.6.9.12 

L*  equazione  del  secondo  ordine 


^y 3  C^  )  .*{-  ^  ^  )  =  o  paragonata  con  la  3*. ,  ci  dà 

A  =  2  ,  B  =  —  3  ,  C  =  1  ,  e  si  ha 

2  —  3»  -.^  a*  =  o  per  determinare  .«'  >  «"  :  sarà  dunque 
a'  =  3 ,  «"  =  I ,  ed  in  conseguenza 

j  =  E'e'^'  -^  E"e*  l' integrale  completo  di  ^uell'  equazione  . 

§.    1 27.   Ma  lasciando  a  parte  queste  ricerche  "  particolari , 
occupiamoci  dell'  integrazione  dell'  equazione  generale  dell'  or- 

-,.  ttimt 

dine  n 

(A) ay^HÌi^)^o[2^-^ H-I.(g)-X 
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nella  qnale  però  a,b,c p  sono  coefficienti  costanti ,  e 

X  funzione  qualunque  di  re ., 

Poniamo  y  =  e'"' fzdx ,  essendo  al  solito  «  nna  costante 
da  determinarsi ,  z  nna  funzione  parimente  da  determinarsi ,  ed 
e  il  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  1'  unità . 

Questa  posizione  ci  darà 

j»    =  e    fzdx 

m 

^;  =  e    (a/zdx  H-  3 > 


»'  • 


stituite  queste  espressioni  nella  proposta,  e  ordinata  secando  le 
differenziali  della  z ,  diverrà 


^x 

e 


{a^b:^^cx'  ^ _  ^ p/y/zdx  ^  e^""  (b  ^ 
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se  adesso  si  snppone  che   il  coefficiente  del   primo  termine  sia 

zero  ,  avremo  dopo  aver  diviso  per  e  *,  per  determinare  « ,  T  e- 
qoazione 

(  I  ) a  ^  b»  ^  e»*  H*  e«^  -t» ^  px"  =  o  ,  e  per 

determinare  z  V  equazione 

(B)....izM-c-(g)H.«'(£^)H- H-p'(ei^)=i, 

e 

nella  quale 

ir— 'I 


y  ==  d  -f-  acflfr  H-  gecù^  Hr ; .  -j.  ;7p« 


/ 


e  =  e  -{-  5c«  -H  a  .  3  ,/«•  -f. H-  '^'"^^px*    * 


a 


2  .3 


P=P' 

W  facile  anche  vedere  »  che  se  si  rappresenta  per  P  il  pri- 
mo mèmbro  dell*  equazione  (  i  )  ,  avremo 

*'  =  (-}> 


•     « 


^  a. 3 n^éla»^' 


L'  equazione  che  determina  2  )  ed  in  conseguenza  quella 
a  cui  si  è  fin  ora  ridotta  1*  integrazione  della  proposta ,  è  una 
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equazione  lineare  dell'  ordine  n  —  i  a  coefficienti  costanti . 
Per  avere  il  valore  di  j& ,  si  faccia 

z  =:  e     fzdx ,  essendo  a    un^  altra  costante  9  e  z'  una  funzio- 
ne di  X ,  ambedue  da  determinarsi  * 

Sostituendo  nell'  equazione  (  B  )  i  valori  dei  differenziali 
della  z ,  facendo  il  coefficiente  ài  fzdx  eguale  a  zero  ,  e  se- 
guendo il  medesia>o  .andamento  che  sopra  >,  avremo  per  determi- 
nare (t    r  equazione  algebraica  del  ^rado  n  —  i 

b'  H*  c^  H-  €»    H* H*  pct         =  o  >  e  per  determi- 
nare z  ,  r  equazione  .dell*  ordine  n  —  5&  della  forma 

(C)  .  .  .  .  cV  H-  é'{'4)  H-  .  .  .  .  H-i>"(^^')  -       "" 
nella  quale 


;»  — 2 


• 


^/ 


sostituiamo  il  valore  jdi  z  in 
^  =  e   /zcfo: ,  e  si  ^vrà 

y  =^  e  fé     dxfzdx ,  tessendo  2;'  dato  da  una  equazione  linea- 

re  a  coefficienti  costanti  dell'  ordine  n  —  2  ;  cosi  V  integrale 
della  proposta  dipenderà  dall'  integrazione  di  una  equazione  li- 
neare di  un  ordine  inferiore  di  due  unità  • 

I^'ima  d'  andare  oltre  tratteniamoci  ad  esaminare  V  equazio- 


f 
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ne  (a):  se  a  questa  moltiplicata  per  «     s'aggiunge  V  equazio- 
ne (  I  )  >  avremo  Y  equazione  (  2  )' 
(a)' (i)h*«^  (a)=aH-5^H-ca"H- h- 


^        *  r  '1  /  ^ 


jpflf  H*  Ì'«^  ^  cct  ^^ ^  p'«^  =:  o  ;  e  ponendo 

per  6' ,  e  ec.  >.  i  loro  valori ,  si  avrà 

(  2  )'  .  .  •  •  .  a  H*  6fl^  H-^  c«  -h  .  .  ....  .  H*  pa    -4-  (  6  H-  2C«  H- 


3e«*  H* H-  '^tpflf       )  a    •4-  (  e  H-  3^;^  ^  .....  ^ 


(n-  i>^  «-21 


2  -*  '      t 


Ora  questa  equazione  (2)'  è  la  trasformata  dell' equazio- 
ne (  I  )  ^  quanda  in  essa  si  pone  a   ^  ».  invece  di  «  ;  dunque 

r  equazione  (  2  )'  sussistendo  nel  medesimo  tempo  che  Y  equa- 
zione (  I  )  >^  dovrà  «  H-  «  essere  un'  altra  radice  dell'  equazio- 
ne (  i  )  medesima  ;  la  qua!  radice  se  noi  rappresentiamo  per  m  , 
avremo  «   h*  «  =  a\  e  quindi  »   =  a  —  u  i  cosi  se  le  radici 


dell'  equazione  (  i  )  sono*  «  ,  «' ,  «' , «^  »  e  quelle 

dpir  equazione  (  2  )  siano  ^  ,  «'  ,  a"  , «  ,   avremo 

«r  =  a  —  a  y  CL    =  a"  —  ^s  ^  ^"  =  q^"'^  —  ^  ec  ;  si  avrà  dunque 

B  1  l 

ila  ora>> 

jr  =  e    /e  dxfzdxy  ed  il  seconda  membro  dell'  equa- 


zione (C)  r  sarà 


x^ 


€      .  e 


Per  avere  il  valore  di  z^  data  dall'' equazione  (C),  sup- 


porremo  z  =r  er    fz'dx  ed  otterremo  per  determinare  ««    una 
equazione  algébraica 


3 ;  .  .  .  •  e    -i-  e  «^  H-J  a^  H- ^  P  ^^        =  o  del  gra- 
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a 

do  72  —  2 ,  e  per  determinare  z''  una  equazione  lineare  dell'  or- 
dine n  —  3  di  questa  forma 

r  J    -^   ........   H-  D     f 

X 


(D)....e"V-H-/"(^^)^ H-y"(S^) 


tt*     (a'  —  a  )  «       i 
4     .e  ,t 


i  valori  di  e" ,/"'  ec. ,  dipeadoncy  da  b" ,  e"  ec. ,  come  questi 
dipendono  da  b' ,  e  ec. ,  e  come  i  medesimi  b' ,  e  ec.  dipen- 
dono da  Qyb  ,c  ec. ,  coefficienti  della  proposta  j  così  p'"  = 
p  =p  ^=p .  Ora  r  equazione  (  3  )  è  rapporto  all'  equazio- 
ne (  a  ) ,  ciò  che  questa  è  rapporto  all'  equazione  (  i  )  ;  dunque 
facendo  il  medesimo  ragionamento  che  per  1'  equazione  (  a  ) ,  si 
vedrà  che  '«j,  H»  «    è  una  radice  »'    dell'  equazione  (  a  ) ,  come 

«  -*-«  lo  era  dell'equazione  (i),  e  perciò  avremo  «  -i- «  == 
«  ^ ,  da  cui  si  ricaverà  a  =  »'  —  «  e  in  generale  rappresen- 
tando per  «  ,  «    ,  «"    ec. ,  a'*''^\  le  n  —  a  radici  dell*  equa- 


zione  (3),  s'avrà  x   =  «'   —  «  ,  a    ==«"  — a    ec.,ma« 

a  I  12  II  I 

«         a  >  ed  ^'^  =  «''  —  a  ;  dunque  «   =:  «"  —  a  —  «'  H*  « 


// 


2 

•N 


«   —  «  ;  e  perciò 

^  —  ^  fzdx  ;  dunque  fin  qui  s'  avrà 

y  =  e   /e  dx/e"  ''dx/z'àx^  e   il  secondo  mem- 

bro dell'equazione  (D),  sarà 


a* 
e     .» 


K^^^*T«~T*'^^^^^^o^  *  avremo  così  data  z"  da  una  equazione 
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dell'  ordine  n  —  3,,  che  ra|)porto  a  quella  ia  a',  &  ciò  dve  que- 
sta era  rapporto  a  quella  in  a . 

Col  medesimo  metodo  si  troverai 

a  '  =  e  fz'dx-t  essendo  «'"  un'altra  radice  ^ell' equa- 

zione  (  1  )  ;  -ed  ayremo  per  deteruiinare  z"  una  equazione  li- 
neare ^ell*  ordine  n  —  4 , .  il  eni  secondo  mexnbro  «ara 


«*     («'-«)*    (a"-a')«    (a'"-*")* 
.•      •/  •-'  •'• 

Ora  abbiam  trovato 

=  e    fzàicp ^  •<....  ^ e   fatto  z    = 

^«— «.  *y^'jjp^    si  ha 

=  e*  fé  *  ""*  *  dx/zdx «   fatto  a'  = 

>e  * f^'dx^  si  ha 

=  e    /e  dxfe  dxfz  dx  ,     e   fatto  z""  =5= 

e  jz  dxy  SI  ba 

=  e    fé  dxfe  dxfe  dxfz  dx: 

poft'emo  dunque  concludere  che  se  le  radici  dell'  equazione  (  i  ) 

'Sono  a ,  a  ,  «(  ,  ,a    ec.  )  a  a  avremo 

z""        =  «^  *'  "  *"'  ^  Vs'tfa? ,  ed  infine 
Tom.  //.  X  X 


2^5  MATEMATICA     SUBLIME 

La  quantità,  z  sarà  data  da'  un'  equazione  dell'  ordi- 

ne 72  —  {n  —  i)  —  r  che  è  zero ,.  vale  a  dire-  da  una  equa- 
zione* che  noa  contiene  più:  differenziali  ;\  tale  equazione  è 


(11-2)    (»-i) 
p      ^     z  —■ — -j. 

la   quale  si  riduce  a 


e-     .  e. 


^  ==  —77377-  ''  P^^^^^  P  ~P 


// 


Egr  è  facile*  vedere  che  continuando  a  fare:  le  successive- 

sostifuzionL  di  z''\z'"  ec. ,  z^  nel  valore:  di  y  y  avremo* 

infine 

(a)  .  • .  . .  j  =r  _e  /e  dxfe'  -  dx  .  ...  .  .  .   x 


e  dxj~^—^  dx 


atr 

e- 


Tale  espressione-  di  ^  contenendo-  n  segni  integrali V  sarà* 
r  integrale  completo  della  proposta  y  poiché  questi  introducono  n 
costanti  arbitrarie  •  Tutto-  ciò  ha:  U9a  perfetta  somiglianza^con 
quel  che  abbiamo»  detto-delie  equazioni  a  differenze  finite . 

Per  farne  un  esempio  r  snppomamo'  che  sia  proposta*.  Y  e- 
quazione 

(  ^)  —  6m(^)  -{-  i  i7n(^)  —  6m^y  =  n":  paragpnandò  qae- 

sta  equazione  con  V  equazione  generale  (  A) ,»  avremo' 

G  =  —  6/72' ,  6  =  I  i/tt*  5  e  =  —  6/«  I  jp  =  i  >  X  =  n' >  e  r  e- 

quazione  algebraica  da  risolversi  >  sarà 


»  • 
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^ii5  —  óra»*  H-  liTna  —  óm'  .=  o  ^   della  iguale    indicando   per 
<t ,  «' ,  «"  le  radici ,  avremo 

a=i  2^m^  a  =^/72 ,  et'  =  ot;  T  integrale  .dunque  .della  propo- 
sta sarà 

y  =  e^^^fe^  ^^  dxfè^  ^* ^^/^  dx .  Ora 


«' 


«jr 


/^  ^  =  ,^  :  ^  (,4)  H-  A  =  rr^^^  -h  A ,  .essendo  A  la  co- 
stante che  porta  1*  integrazione  ;  .così 


/e-^'cfa;  (  -^  H-  A  )  =  /  (      -"     H-  Ae""') 


c/a? 


A'; 


(  — USI  '^Ih)  (— 2«  -i*/»)  ^       —  IW 


7/2 


772 


►i-  In  )  (, —  2TO  -t-  .Z«  )  (  —  3m  H-  Zra  )  H-  ^^,-  -h 


> 


im^ 


Ae    •*  A  /' 


Ai 


— .1» 

se  adesso  si  moltiplica  tutta  questa  tqnantità  per  e^"'*,  avremo 
per  y  questa  espressione 

X 

y  =  n  :  (  —  m  '^  In  )  {  —  .am  ^  In)  {  —  ^«j  -H  Z/z )  h- 

e  considerando  ^contenuti  entro  le   costanti  arbitrarie  A ,  A'  i 
divisori  a/a* ,  —  m  ,  s'  avrà 
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y  =171  ;  (  —  m  ^  In)  (  —  2m  ^  In)  (  -^  $m  ^  In)  -^ 

Ae      H*Ae       --t-Ae      > 

e  questo  è  T  integrale  completo  della  proposta  cquazfone  • 

§.  12.8.  Possiamo  dare  anche  un'  altra  forma  ali*  integrale  |. 
che  noi  abbiam  ritrovato  nel  §.  antecedente. 

Faremo  il  ragionamento  per  un'  equazione  del  terzo*  ordi- 
ne )  giacché  si  vedrà  che  è  sempre  facile  d*  estenderlo  agli  or- 
dini' superiori . 

Supponendo  ;r  =  3 ,  avremo  (  si  pone  p  =  r  per,  sempIL-^ 

CTtà   } 

\*>  .  .  .  •  j(  =  e   fé  dxfe^  dx/e         dx  t 

essendo  cl^oL  ^o!'  le  tre  radici  dell'  equazione 
a  Hr  5a  —h  c«*  —j*  e«'  =  o  . 

Integriamo  per  parti  la  formula  (  a) ,  ed  avremo- 

a'  —  a                                                            tt'  —  a 
#       /#  Xgje  e      je  Xdx  #       /tf Xdx 


>  ovverO' 


(  et'  —  a  )  l  «"  —  «  ) 


d'x  ^  -  et"» 


«'*  /•  —  ci'jr  ^x  f.-^^Lx^j 

§      Je  Xdx        .       g     /  g  Xtfjp 

(tt^-.c*)lot'  — i'')  "^  (ot  — 0C')(a  — a^  ' 


ovverà 


«."*  /.  —  *"*  V  .  9.'x  i.  —  fli'*  V  *  **  r  —  »^ 


e 


fé  Xdx  r      /r  X4/4P  #     /r  X^^ji? 


•^  (a'  — a')  (a"  — 01)   ^  (*'— a)  (a'  — «/')  (a —  et')  (*  —  *'')  ^ 

se  adesso  a  ciascuno  dei  segni  d' integrazione  s'  aggiunge  la  sua 
costante  arbitraria  ,  ,s'  avrà 


\ 
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•       •       •       •      *>     •■     • 


(«.-»•)(«  —  *")     ' 

che  sarà  1'  integrale  completa  dell*"  equazioni  lineari  del  terzo 
ordine  sotto  altra  forma  > 

Il  medesimo  metodo  ci  darebbe  l'integrale  completo  d'unTe- 

,  ,,,        ,.  esitno  V 

qnazione  dell  ordine  n        ,  cosi  espresso 


(e)  ....  7  = H -> i- 


•   •    » 


^    •     •     • 


L "<,^^      ^-*-^-     J:^^  essendo 


m 


(»-i) 


(  «  '  —  «  )  (  «  '  —  flt'  )...,.•(  «'  —  »  ) 


.    , »•• •-•. 

Onestà  forma  è  però  difettosa  in  alcuni  casi ,  come  vedre- 
mo ia  seguito . 

Se  noi  supponiamo  il  secondo  membro  dell'  equazione  dif- 
ferenziale ,  nullo  ,  cioè  X  =  o  >  avremo 

fé  Xdx  =/o  .  rfx  =  A 
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costante  arbitraria  ,  e  V  espressione  .completa  di  y  ^  cioè  Y  inte- 
grale deir  equazione 


-/*  '     •    -  W*'  '      •  •  /T  vv*' 


r 


sarà 


(d)  .  .  .  .  y  =:  ^  e   /e'  dxfe  dx  ....,,.  x 

fa'"  ^"  ^Va;.A^'-'^; 

m 

ora  avvertendo  che  in  generale  /e     .dx  =  —  -f.  C ,  gnando  7;z 
è  una  costante ,  s'  avrà 

essendo  A  una  nuova  costante  arbitraria  ;  e  se  sì  conside- 

ra il  divisore  «  .—  ^t  ,  come  contenuto  entro  la  co- 

stante  arbitraria  A  ^  avremo  il  superiore  integrale  ,egaa- 

le  ad 

a'— '.e'"*"""-'-""""-^  a'-'>.  Cosi  s',v^ 


A  )  =/A  .e  <£»H-/A         X 


A> 
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e  dx-  =  A  .  e 


considerando  sempre-  contenuti  entra  le  costanti'  arbitrarie  A         , 

A^        Y  ì  divisori  che  portano  le  iutegrazicmi .  Col   medesi- 
mo metodo»  s'  avrà; 

A'"'-->'d*/e""-''"<te /e**"""-''"~""x 

A<-"dx  =  A'— '.e'""""-".4-A<-"x  .  .  .  . 


e  H- -h  Ae  H-  A; 


9.X' 


la:  quale  espressione-  moltiplicata  per  —e    »  e-  considerato  -^  co- 
me- contenuto^  entro  le-  costanti  arbitrarie  >«  ci  darà 

% 
% 

(e) y=  A.e    h-  A' . e      -{-  A  . e 


•     •    •     • 


Ai      .e  ? 

ancbe*  questa  formula  dell*  integrale-  completo>  quando  X  =  o, 
e  difettosa  in  alcuni  casi . 

Ad  essa  si  giunge  fatendio  subito^  y  ==  Ae     ;  imperocché 
sostituendo*  il  valore*  di  y  e  dei  suoi  differenziali  in 

aj^òi^J  H-  0(0)  ^ H<P(0)  =  o  , 

la  costante  A  rimane  indeterminata,  e  per  determinare  a,  si  ha 
<i  H*  b»  H*  e»   H-  .........  —h  p**  =  o  . 

Quest*  ultima  equazione  algcbraica  ci  da  n  valori  di  «  >  i 


3S^ 
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qaali  se  sono  ajc^^a^    .,.,..  ^  ^   avremo  n  espressio^ 

ni  per  y ,  cioè 

^  =  Ae     j^==Ae     ;j^  =  Ae       ; ,.,j^  = 

la  somma  delle   qnali  soddisferà  alla  proposta  9  egualmente  che 
ci  soddisfa  una  di  esse  >  e  perciò  sarà 

.   <tx        A/ *^        A/'*"*  a(*— O     *^*'*'^^ 

y  =:  Ae     H-Ae      H-Ae      H----HHA  .e  ; 

le  lettere  A ,  A' ,  A"  >  .  .  •  r  •  -  A  indicano  le  n  costan- 

ti arbitrarie  , 

§*  129-  Quando  alcune  delle  radici  sono  eguali,  le  formn^ 
le  (ò)  del  §.  1279  (c2)  del  §.  128  rappresentano  sempre  gl'in^ 
tegrali  completi  dell'  equazioni  cui  appartengono .  Ma  le  fbrmit* 
le  (e),  (e)  del  §.  antecedente  in  questi  '  casi  cessano  d'esser 
complete .  Infatti  siano  «  9  «%  a''  tre  radici  eguali  »  la  formtu 
la  (5)  diverrà  allora 

y  =  —e   /dxfdx/e  dx/ ,  .  .  .  .  /e  Xdx  ^ 

e  la  (d)  diverrà 

^  ==  —  e   fdxfdxfe  dx  .  .  .  .  /e  X. 

ora  è  evidente  che  sussistendo  ancora  in  questo  caso  n  segni 
integrali ,  le  n  integrazioni  porteranno  sempre  un  numero  n  di 
costanti  arbitrane. 

Se  le  radici  delle  equazioni  sono  tutte  eguali  y  le  nostre 
formule  divengono 
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et* 


^  =  JLc    fdpcfdxfdxf fdxf—  dx 

'  e 

y=^te'fdxfdxfdxf /A^^-'^dx, 

e  rappresentano  sempre  g[l*  iategrali  completi,  perchè  le  integra- 
EÌoni  indicate  sono  di  numero  n .  Se  V  equazione  da  integrarsi 

non  avesse  nel  prime  membro  che  il  termine  (^,),  se  fosse 
cioè  (  Ji|)  =  X  i  r  equazione  ^a  iispl versi  sarebbe  a  =zOy  dal- 
la quale  si  ricaverebbe    • 

a  =  pe   =  ^    =  ec.  ==  a  =:  O 

e  perciò  T  espressione  dell*  tntegrale  sarebbe 
y  =:/dxfdxfdx/. fXdx^ 

essendo  i  segni  integrali  di  numero  n* 

Questa  espressione  dell*  integrale  si  trova  ancora  con  le 
5uccessivje  integra^zioni  del  primo  membro  della  stessa  equazio- 
ne (^)  =  X  ;  così  si  ha 

<  ^.  )  =f^dx ,  (  ^1  )  =  fdxf^dx  , 

{'i^,)^fdxfdxfXdxtc., 

e  si  giunge  in  fine  al  medesimo  risultato  che  ci  ba  dato  il  no- 
stro  metodo. 

Supponiamo  cbe  r  eqiiazione  lineare  da  integrarsi  cominci 

dalle  differènze  m        ,  e  sia 


Tom.  IL  Y  y 
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m  è  minore  di  n  ;  V  equazione  da  risolversi  sarà  allora. 

gct    -4-  hci         -4-  .  .  -  .  .  .  H*  p«    =  o  ,  la  quale  ha  m  radici 


»>  flj'  j  ^'%  .......  a  eguali  a  zero  ;  T  integrale  dunque- 

data  dalla  nostra  formula  (&))  ^a^rà 

y  =  l-/dxfdxf.  • /e  dxfe  x 


dxf f  ^   ^       dxr 


e 


(m) 

ne!  quale  i  segni  integrali  che  precedono  je         dx^  sono  m —  i 
di  numero  ,  e  tutti  insieme  sono  di  numero  n  ;  così   le  costanti 
che  questi   introducono ,  sono  sempre  n  di  numero . 

Ma  per  vedere  più  chiaramente  come  gì'  integrali  ib)y 
{d)  si  mantengaffo  completi  nel  caso  delle  radici  eguali,  sup- 
poniamo che  le  radici  eguali  siano  tre  «  =  «  =  flt" ,  come  al 
principio  di  questo  paragrafo  . 

Sia  la  porzione  dell'  integrale  ^ 


Z   -i-A", 


a  X 


essendo  Z     una  funzione  di  x ,  e  A"  una  costante  arrbitraria  i. 


X 

avremo  allora 

9.X 


y  =z  —  e    fdxfdx  (  Z    H*  A''  )  :  ora 

fdx  (  Z   H-  A"  )  =  TI   ^  A"a7  H-  A'  ;  dunque 


*  '  X 

OiX 


y  =z  ±e    fdx  (  Z'    H-  A"a?  -H  A'  )  ;  ed  eseguendo  questa  in- 
tegrazione ,  sarà 


<:  A  1  €  O  L  0     1  N  T  E  G  &  A  ìL  E     C  A  F.     Ili,  ^tg 

^  ==  J.  e**  (  Z"  -h  A'V  H-  A'.x  -t-  A  ) ,  ovvero 

y^i.e    2'  H-Aa;e     -t-  A  a;     -{•  Ae    . 

Per  Z'    si  è  rappresentato  l'integrale  fdx.Ti  \  per  Z" 

t*  fintegrale  fdx .  Z'  ;  la  quantità  —   e   j    coefficienti   che  por- 

aitano   r  integrazioni ,   si  considerano  contenuti  entro  le  costanti 
V     arbitraria . 

Ora   siccome  11'     contiene  le   costanti   arbitrarie   le    qilali 

jBono  comprese  in  Z    che  sono  n  —  3  di  numero ,  il  valore  di 

y  ne  conterrà  perciò  un  numero  n  e  resterà  completo  . 

Quando  X  essendo  nullo ,j  alcune  delle  radici  sono  eguali, 
;j)er  esempio  .«  =  «'  =  «',  si  ha  (  poiché  allora  è 

Z   =  a'—  "e""""-"  ^ -4.  A" /*■"-"_,-  A"). 


..fC 


y 


—  e    fax  fa»  <(  A  e  ^ H- 

A  e  :-i-A  /=Ae    H-Aa?e    -h  A  a»  e     h- 


«  qnest*  integrale  è  sempre  completo . 
Cosi  la  formula  (^) 

.       «*  A'    *'*        .        A"    *"*       .        A'"    *'"* 

y  z=z  Ae     -j-Atf     -l-Ae      H-A« 

A  e  , 

nella  quale  i  primi  tre  termini  si  riducono  ad  un  solo  (  A 
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A'  -h  A''  )  e      nel  caso,  di  tre  radici  eguali  ^  ,  «' ,  »  ,  conterrà, 
invece  di  quei  tre  termini ,  i  tre  seguenti 


»*  m.  ,  a*  ^//     *       OLAP 


Ae    H-  A'a;  e     H^  A'V  e    ,  cHe  non  potendosi  ridurre  piiì  in  un 

solo ,  faranno  sì  che  la  formula  abbia  sempre  un  numero-  n  dr 
costanti  arbitrarie  diverse ,  e  sia  perciò  completa  ;  e  se  in  ge^ 
nerale  ri  numero  delle  radici  eguali  fosse  to  ,  l' integrale  com- 
pleto ,  invece  dei  termini, 

Ae     H^  Ae      -k  .......  -t  A  e 


conterrebbe  i  termini 

Ae     -4-  A  e     .  jc  -h  A  e     .  jc    h*  .  •    •  H-  A  e 


Tutto  passa  come  nelle  equazioni  a  differenze  finite 
(  Gap.  III.  ) . 

§.  130.  Dimostriamo  ora  come  le  formule  (e)  ed  (e)  so- 
no^ inesatte ,  quando  alcune  delle  radici  «^a',«"  ec.  ^  sono  e- 
guali . 

In-  questi  casi  esse  divengono  incomplete  r  noa  contenendo* 
più  il  necessario  numero  di  costanti  arbitrarie .  La  formula  per 
il  caso  in  cui  Xnon  è  nullo,  ha  di  piii  T  inconveniente  di  ren- 
dere infiniti  alcuni  dei  suoi  termini .  Se  si  suppone  infatti  che 
tre  radici  « ,  «S  ^'  siano  eguali ,  i  primi  tre  termini  divengano 


m  mi 

i  quali  hanno  i  loro  numeratori  che  sono  i  medesimi,  e  i  de- 
nominatori m^iìi  ^  m  nulli ,  poiché  contengono  i  fattori  a.  — 
«  ,  a  —  od'  ^  a  —  a ,  i  quali  sono  zero  ;,  questi  termini  pereiò 
divengono  infiniti . 

Nel  caso  di  X  nullo,  quando  si  hanno  tre  radici  eguali, 
i  primi  tre  termini 
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01*         .  A   /     «•  -*  A   ^/     *"* 


Ae     H*  A  e      h-  A' e       si  riduGono  ad  un©  solo  (  A  h*  A'  -{- 


A"  )e  *r  avvera  Ce  (  considerando  rappresentata  da  una  so- 
la costante  C  la  somma  delle  tre  costanti  arbitrarie  A  ,  A'  , 
A.''  )  >  e  r  integrele  rimane  incompleto  ^  poiché  gli  mancano  due 
costanti  arbitrarie  . 

A  tutti  questi  inconvenienti  (a)  hanno  i  Geometri  suppli- 
ta adopràndo  il  metodo  del  Sig  d'  Alambert  y  di  cui  noi  ab- 
biamo mostrato  V  inesattezza  dei  suoi  Principj  nel  Calcolo  del- 
le Differenze  Finite,  parlando  della  maniera  di  completare  gl'in- 
tegrali delle  Equazioni  a  Differenze  Finite  .  E  perchè  si  veda 
più  chiaramente  che  le  riflessioni  fatte  contro  quel  metpdo ,  va- 
gliono  ancora  per  il  caso  presente ,  noi  lo  adopreremo  per  ri- 
completare h,  formula  superiore ,  quando  due  sole  sono  le  radi- 
ci eguali,  quando  cioè  «  =  «'. 

In  questo  caso  i  primi  due  termini  Ae     h-  A'e       si  ridu- 


cono  a^  un  solo  Ce     .  Se  però  si  fa  a'  =  «^  -j.  oo ,   essendo   w 


(a)  to  credo  dì  essere  stato  il  primo  a  dimostrare  1*  inesattezza  del 
Metodo  di  d'Alimbert,  ed  a  sostituirvene  un  altro  dedotto  dalle  proprie- 
tà dei  limiti  delle  radici  dell*  equazioni  algebraiche,  e  dotato  di  tinto  il 
rigore.  Eirposi  tali  dottrine,  tanto  riguardo  alle  Equazioni  a  Differenze  Fi- 
nite, che  a  quelle  Differenziali,  nel  nvio  Calcolo  Integrale  delU  Equazioni 
Lineari  stampato  a  Firenze  nel  1798.  hi  seguito  altri  Geometri  lun  fatto 
lo  stesso ,  e  tra  questi  il  Bossut  nel  suo  Corso  di  Calcolo  Integrale .  Rela* 
tivaoiyte  poi  alla  medesima  ricerca  nel  Tomo  XI  della  Società  Italiana  del 
1804  alla  pag.  154  in  una  Memoria  d*  Analisi  del  Sig.  Pietro  Franchini 
Prof,  a  Lttcca ,  si  ritrova  un  nuovo  metodo  per  ricompletare  gì'  integrali 
delle  equazioni  ,  di  cui  qui  sopra  parliamo  .  Questo  anche  dipende  dalle 
proprietà  stesse  dei  limiti  delle  radici:  ad  una  tale  indagine  si  è  applica- 
to l  Autore  ,  poiché  ,  come  Ei  dice  ,  sin  ai  ora  non  si  è  conosciuto  altro 
ripiego  per  ricompletare  gt  Integrali ,  che  quello  del  Sig.  d'  Alambert .  Io  mi 
sono  incontrato  coi  Sig.  Franchini ,  scrivendo  'sei  anni  prima  di  Lui  . 
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.«« 


quantità   piccolissima  ,    avremo   per  quei   due  termini  Aé     H- 


Ae 


j  tjhe  saranno  .egaali  ad 


.     ar  .  ,   air       w*         a     **         a  /  *^  •  i^ 

Ae     -+  A  e     .e     =s  Ae     -+  A  e     (  i  -*-  (ojc  h-  ^ 


*x* 


2 


773 


ec.  ) 


.e  trasottrando  gV  infinitamente  piccoli  degl'  ordini  superiori  al 
primo  (  se  h  radici  fossero  tre  si  trascurerebbero  gì'  infiiaita- 
mente  piccoli  .degr  ordini  superiori  al  secondo  ordine.^  e  così 
di  seguito  come  nelle^ equazioni  a  differenze  finite  )  s'avrà 


OiX 


CLX 


et* 


ftX 


facciamo  A  H-  A'  =  A  ,  A'co  =  A' ,  ed  ayreciio  per  i  primi  due 
termini  dell'  integrale 


0L4P 


Air 


Ae"^"  H-  A'x  .e     .Si  vede  dun({ue  che  no  tal  metodo   ha  per 

base  i  medesimi  princip)  che  abbiamo  esaminati  al  luogo  citato; 
perciò  noi  lo  rigettiamo  senza  più  parlarne . 

Ma  quelle  formule  possono  di  nuovo  ridursi  ad  essere  com- 
plete senza  bisogno  di  ricorrere  in  modo  aioano  al  metodo  del 
Sig.  d'  Alambert ,  deducendo  la  correzione  agi*  inconvenienti  che 
contengono ,  da  nessun  principio  a  loro  estrinseco ,  ma  4alla  na^ 
tura  stessa  delle  equazioni  ,  di  cui  esse  esprimono  gì'  integrali  : 
questo  è  ciò  che  andiamo  a  vedere  . 

Nel  caso  di  X  nullo  V  integrale  dell*  equazione 


a 


i(r')-*-c(S) 


Jx 


dx 


i>CB) 


O   è 


A(? 


OiX 


A'e 


cl'jt 


A'e 


«"* 


•     • 


a'- "e"  ' 


che  è  la  somma  di  un  numero  n  d' integrali   particolari  diversi 


ajip 


Oi'X 


(  §.  128  )  Ae  "  ,  AV*  ec. ,  A  *        e*  *  >  ciascuno  dei  qua- 
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li  contiene  una  costante  arbitraria/ 

(  Il  —  I  ) 
Qnnndo   alcune   radici-  /«  ,  «'  ec.  >   et  sono  eguali  ,   si 

hanno  ^cuni  rii  questi  integrali  particolarf  eguali ,  e  perciò  sce- 
mando il  numero  degli  integrali  particolari,  ciascuno  dei  quali 
è  moltiplicato  })er  una  costante  arbitraria  diversa  ,  la  loro  som- 
ma conterrà  un  minar  numero  di  costanti  arbitrarie ,  e  V  inte- 
grale da  essa  rappresentato  rimarrà  incompleto . 

Siccome  m ,  a    ec  ,  «  sono   le   radici   dell*  equazione 

5  .  .        —      » 


(  I  ) a  ^  bx  ^  Ctf *  H*  •  •  •  ^  .  H*  pfl>  =  o  >  è  noto  che 

le  radici  dell'  eqnazione 

(  I  )' i  -^  2e/x  H*  ^ear  ^ •^-^  npm        =  a , 


(  la  quale  nasce  dal  moltiplicare  ciascun  termine   dell'  equazio- 
ne (  i  )  per  r  esponente  che  vi  ha  T  « ,  e  dividere  quindi  per 

(  »  —  I  ) 
m-  )  y  avranno  per  limiti  (  §  63  )  le  quantità  et  ^  ct\  .  .  é  .  a 

dunque  se  V  equazione  (  i  )  ha  due  radici  eguali  «>  «',  V  equa- 
zione (  i  y  avrà  una  radice  eguale  ad  ^  ;  e  perciò  questa  radi- 
ce soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle  equazioni  (  1  ) ,  (  i  )'  ;  se 
ora  r  equazione  (  1  )  si  moltiplica  pe^r  ^  e  vi  si  aggiunga  Y  e- 
•  quazione  (  i  )'  >  avremo  questa  equazione  (i)a?  ^  (iy  =  o, 
cioè 

3»*  )  ^ ^  p  {»  X  ^  Tiùt.       )  =  o  ;   ed  una  del- 


le due  radici  eguali  »  y  »    soddisfarà  o  renderà  identiche  nel  me- 
desimo tempo  le  dne  equazioni  (  i  )  ,  (2)  . 

Ora  è  evidente  che  qualunque  valore  di  y ,  funzione  di  n-» 
na  delle  radici  eguali  «  e  di  a? ,  il  quale  sostituito  nella  propo- 
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Sta  la  trasformi   neir  equazione   (2)>   sarà   un   nuovo  integrale 
particolare    della  proposta   medesima  .    Se  dunque    si   fa  j^   =? 


OLM 


A'x e     ,  essendo  A'  una  costantjp  arbitraria,  si  ha 


dx 


cLx  ^    n  «  —  I 


(  ^"^^  )  ==  A'e    (  a  07  H*  /za        ) ,  e  sostituendo  questi  valori  nelf  e^ 

quazioue 

ay  H-  6(^)  H^ "+p(  7^)  =  ^>  abbiam  precìsamen- 


dx^  ^   ^  dx 

te  r  equazione  (  a  )  ;  dunque  sarà  y  =  A'x  .  e  un'  altro  inte- 
grale particolare  della  proposta;  dunque  nel  caso  che  a  sia  Ti- 
na delle  radici   eguali   dell'  equazione  (1)  >   soddisfa  all'  equar 

zione  difFercAziale  non  solo  y  ^=  JAe    ^  ma  ancora  y  =  K'pce    ; 

^x  oC^  ,       .      • 

e  perciò  invece  dei  due  termini  Afi     H-  A'e      (  i  quali  sì  rir 

^X  OLX 

ducono  ad  un    solo  )   si  metteranno   i   due  Aé     ^A'xe     ,  e 


così  r  integrale  essendo  sempre  un  aggregato  4i  /ì  integrali  par- 
ticolari diversi  ^  «ara  completo  . 

§.  131.  Nel  caso  che  le  radici  eguali  siano  tre  «  =  «'  = 
»^ ,  una  dì  tali  radici  soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle  .due 
equ?zioni'*(i  ) ,  (^)  del  ^.  antecedente,  ed  all' equazione 

(  I  y  .  .  .  .  2C  H-  3  .  se«  H-  3  •  4/i*  •*• H-/z(/2  —  i)X 

pct        =  o,  le  cui  radici  hanno  per  ^limiti  quelle  dell  Cs- 

quazione   (  i  )'  ;    quest'  equazione   (  i  )"   sì   ricava    dall'  equazio- 
ne (  I  )%  come  si  è  ricavata  la  stessa  (  i  )'  da  (  i  )  :  se  adesso  si 


• 
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moltiplica   r  eq.u£izloae  (  i  )  per  .a?* ,  Y  equazione  (  i  )'  per  2x , 
«  s*  aggio n^ono  ad  (  i  )"  ,  avremo  Y  equazione 


^  3 )    ....  <ix^  H-  b  {ax'  H*  12^ )  -+  jC  ( «'a?*  H-  2«  .  ax  H*  2  )  ^ 


n»        .,2x^n{n  —  i  )  ^        )  =  o  ; 


icd  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle 
tre  equazioni  (i)v,(3),(3)- 

Prendiauio  ora  per  y  una  tal  funzione  di  a:  €  di  « ,  che  so- 
:Stituita  nella  proposta,  la  trasformi  neir  equazione  {3);  questa 
funzione  sarà  un  altro  integrale  particolare  della  proposta . 

K  facile  vedere  che  y  =  A' e  .  a?*  ha  «ifFatta  proprietà  ^ 
poiché  generalmente  si  trova 

(l/.)==Ae     (,ax  -H3.;2(x        .x^n{n — i)«       ); 


4x^ 

.€  sostituiti  i  valori  di  y  e  dei  suoi  differenziali  nella  proposta  9  el- 

la  si  riduce  air  equazione  (  3  )  ;  dunque  y  =  Ae  .  a?*  sarà  un 
nuovo  integrale  particolare  della  proposta  :  dunque  nel  caso  di 
tre  radici  eguali  ad  a ,  questa  radice  darà  i  tre  integrali  par- 
ticolari div^fisi 

y  =  Ae     ,  j/  =  A  e     .  a? .,  j^  =  A  e     -a?  ; 

onde  invece  dei  tre  termini  deir  integrale  completo 

.     OL.V  .  ,   a'jT  .  ,,    a."^ 

A  e     -J*  A  e      H-  A  e      , 

5  qutfli  in  questo  caso  si  riducono  ad  uno  solo ,  si  porranno 
i  tre   seguppti 

A     **  A'    ^f  A''    **  a 

Ae     H-Ae     .x^Ae    .  x  ; 

e  così  r  integrale  si  manterrà  completo  • 

Tom.  IL  Z  z 
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Col  medesimo  ragionamento  si  può  provare  che  se  abbiamo 
un  numero  l  di  radici  eguali ,  cioè 


/'  = =  A 


(z-i) 


invece  degli  Z  termini 

A^     -^  A  e     -^ -!•  A         e  , 


i  qnalì  si   riducono  ad   nn   solo»  dovranno    mettersi  i  termini 

^    «J»  A'**  A''**        *  a(^-"*)     **         '""^ 

Ae     -i-Ae     -or-t^Ae     .a?-i- H-A  e     .x        ; 


ed  allora  Y  integrale  sarà  sempre  completato  dal  necessario  nu- 
mero di  costanti  arbitrarie. 

Abbiamo  veduto  qui  sopra  >  cbe  nel  caso  di  due  rodici  e- 
guali  a  =z  a'  y  una  di  queste  radici  soddisfa  nel  medesimo  tem* 
pò  alle  due  equazioni  (  i  ) ,  (  i  )' .  Se  oi*a  si  moltiplica  V  equa- 
zione  (  I  )  per  ^a?  e  Y  equazione  (  i  )'  per  fx ,  essendo  px  r 
TX  due  funzioni  di  x  >  e  si  sommano  queste  due  equazioni  >  a- 
vremo 


«••-•■ 


p  (  a  .ffx^nm        .  TX  )  =  o  ; 


ed  è  chiaro  che  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  nel  medesi- 
mo tempo  alle  equazioni  (  i  )  >  (  a  )  •  Dunque  se  per  y  si  trova 
una  tal  funzione  in  x  ed  a  ^  che  sostituita  nella  proposta  >  la 
riduca  air  equazione  (  a  ) ,  questa  sarà  un  nuovo  integrale  par^ 
ticolare  della  medesima . 


CLX 


Facciamo  y  =  Ae    (px ,  ed  avremo 
(*)  =  Ae"(«p»-*.(^)) 


ec. 
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Affinchè  dunque  la  proposta 

si  ridnca   all'  equazione  (  ^  )  col  sostituirvi  j  valori  dell'  y   e 
^elle  sue  differenziali,  conviene  che  sia  (^)  =  yo;,  e  f  — ^)  = 


Jù  ì  da  queste   dae  equazioni  si  ricava  ^o?  =  Co:  h*  ^'  #  ^o?  = 
C  (  eisendo  C  ^  C  due  costanti  arbitrarie  ) ,  ed  in  conseguenza 


**    ,   -#-1  ^y  V  m  /    «JT  *      «^JT 


jy  =  Ae     (  CvV  -j.  CT .)  :;=  A'e  •  .  a?  -j»  Ae    ^  avendo  mutato  la 

forma  delle  costanti ,  cioè  avendo  posto  A'  per  AG ,  e  A  per 
AC  .  Questo  Valore  di  y  sarà  il  ntiovo  integrale  paiticolare  che 
dovrà  aggiungersi  air  espressione  incompleta  dell'  y .  Si  pervie- 
ne cosi  al  medesimo  risultato  trovato  sopra . 

^  si  potreJ>be  proceder^  in  quest»  guisa  di r^etta mente  alla 
ricerca  degl'  integrali  particolari  che  hanno  luogo  per  più  radi- 
ci eguali  ;  e  si  troverebbero  a  priori  quelle  istpsse  espressioni 
per  gr  integrali ,  le  quali  abbiaqio  di  jgià  ottenute  per  altra 
jStradji . 

l^oi  non  ci  tratterremo  a  dedurre  dalla  natura  dell*  equa- 
zione  differenziale  il  metodo  di  ricompletare  la  formula  (jc)  del 
§.  123-9  per  il  caso  ìjq  cui  X  non  è  nullo;  poiché  quella  (6) 
del  §.  127  ,  dandoci  sempre  gì'  integrali  completi  per  qualunque 
caso  >  può  sod.disfare  a  qualsiasi  quesito .  Sarebbe  però  facile  mo- 
strare che  non  vi  è  bisogno  di  ^^ai  ricorrere  al  metodo  del  Sìg. 
d'  Alembert  j  qualunque  sia  la  forma  ^Ptto  la  quale  si  tengono 
gr  integrali . 

Passiamo  a  trattare  dell'  integrazione  dell*  equazioni  a  coef- 
ficienti variabili . 

§.  133.  Se  i  coefficienti  a  yb  ^  e  ec. ,  p  di  questa  equazione 

(A)  .  .  .  .  aj,H^6(^jH-c(g)H. H.p(S)  =  X, 


••  . .  ♦ 
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sono  funzioni  dell'  x  ;  allora  per  averne  V  integrale  si  farà  y  = 
mfzdx  >  essenda  et  e  z  due  funzioni  della  variabile  x  da  deter- 
minarsi .  Dopa  questa  supposizione  >  avremo 

« 


•  • 


''«/*■'  ^dx*^-*  ^^      ^dx*-''  2        ^dx'-*^     ^dx* 


e  sostituendo  questi  valori  nella  equazione  (A),  troveremo 
{a.H-S(l:)-4-c(g)  ^. M-  p(g)>/-»fo 


N 


3«(£)  H- -4.  il^;.(£.:^)}  .  (g)  -i- 

0--- ■^'-^^^p(S^)yiB)-*-- 

se  ora  si  fa  eguale  a  zero  il  coefficiente  della  quantità  fzdx  y 
s  otterrà  per  determinare  a  >  quest*  equazione 

(o ««H-6(f:)H.c(j-i:)  H- . — Hp(^.)=o; 


dx^     '       ^dx*'      '  '  ^  ^  dx 


I 

J 


CALCOLO     INTEGRALE     CAP^      III.  ^^e 

e  per  determinare  z  una  equazione  della  forma 

(B)  .  .  .  .  b'z^ci'^)  H-  e  (^:)H. -^p'(£-:^!)  =  X. 


L*  equazione  (  i  )  che  determina  x^  non  è  altro  che  la  pro- 
posta y  nel  caso  che  X  sia  nullo  ;  e  quella  (  B  )  che  deterini- 
na  Zy  ò  una  equazione  dell'ordine  n  —  i  ,  ancora  essa  a  coef- 
ficienti variabili^  Nelk  medesima  maniera  si  faccia  z  =  oCfzdx^ 
essendo  ancora  a  9  z  due  funzioni  di  x  da  determinarsi ,  ed 
operando  come  per  la  proposta ,  s'  avrà  per  determinare  «  ,  V  e- 
quazione 

(2)  .  .  .  .  (ÓVH-  c'(^)  H-  e'(^')  H- Hp'(^^^)  =  o  i 


dx^  ^  dx^^     '  '   ^   ^  dx' 

e  per  determinare  z'  9  una  equazione  dell'  ordine  n  —  2  di  que- 
sta forma 

c^  H-e  (^)  H- -^9  (7^--)==X. 

Se  il  valore  di  z  si  sostituisce  in 
y  =  afzdx  >  si  avrà 

y  ==  etfa!dxfzdx  . 

Parimente  facendo 


f  /f     X»      «r 


é^f 


ce  fzdx , 


;s   z=.a  fz  dx  ec. ,  avremo 

jf   =  »fadxf»'dxfzdx  > 

j^    =  cifadxfct"dxf»'dxfz"dx 

ec. ,  e 

seguendo  il  medesimo  andamento  che  abbiamo  tenuto  per  V  e- 
quazioni  a  differenze  finite ,  si  vedrà  che  giungeremo  infine  a 
questa  espressione  di  y 


366 


A  TEMATICA     S  «  B  L  I  M  1^ 


y  =  »f»dxfo^"dxf»''dx  .  ^  .  .  .  /#  dxfz  dx  , 

la  quale  sarà  V  integrale  completo  della  proposta  • 

Cosi  r  integrale   completo  di  una  equazione   lineare  (A) 
deir  ordine  n  a  coefficienti   variabili   dipende  della  conoscenza 

delle  funzioni  «  i  «' , «  ,  z  >  le  quali  si 

ottengono  per  mezzo  dell'  integrazione  di  queste  n  equazioni 


(  i)  .  • .  .  a«    -+• 


h  (-éÉ-)-^'C(^.)H- — i^pc-S-) 


d* 


(  a  )  .  . ,  .  b'»    H-  C  ( 


(3) c"a    ^e  (tj)-!- ^P  ^■d^~> 


^        t 


/* 


e   dalla  risoluzione  dell'  equazione  finita 


(;zH*i) p      ^ 


X, 


I  coefficienti  b' ,  e'  ec. ,  p'  sono  conosciuti ,  polche  dipeutr 
dono  dai  coefficienti  della  proposta  e  dalla  quantità  «  •  Egualr 
mente  i  coefficienti  e"  >  e"  ec.  >  p"  dipendono  d^  h'  >  e  ^c.  >  p' 
e  da  «  ,  e  cosi  di  seguito . 

Ora  è  facile  mostrare  che  trovati  /x  integrali  particolari 
deir  equazione  (  I  )  >  si  hanno  sul  momento  e  senz^  j^Jcnna  opcr 
razione  che  dipenda  dàlie  equazioni  (a),  (3)  ce.»  gl'integra- 
li particolari  di  quest'  altre  equazioni .  Infatti  se  all'  equazio- 
ne (  a  )  si   aggiunge  1'  equazione   (  i  )    moltiplicata  per  f»dx  9 
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s'  avrà  (  avendo  sostituito  per  ò' ,  e  ec. ,  p'  i  loro  valori  )  la 
seguente  equazione 


•     •     •     • 


/d»  -  'et'  X  _ 

la  quale  si  riduce  evidentemente  a  qnesta 


Ora  questa  equazione  (  a  )%  avendo  i  medesimi  coefficien- 
ti deir  equazione  (  i  ) ,  è  evidente  che  Afadx  deve  essere  un 
integrale  particolare  della  medesima ,  il  quale  se  noi  indichia* 
mo  per  ot\  ,  avremo 

m/d'àx  ==  ai  ,  e  quindi  fadx  =  ~  >  «  =  (^^^|-^)  ;  cioè  un 

integrale  particolare  «  dell'  equazione  (a)  è  eguale  alla  dif- 
ferenziale del  quoziente  di  due  integrali  panicolari  dell'  equa- 
zione (  I  ) . 

Se  dunque  indichiamo  per  a  y  ai  ^  a^  y  .  .  .  .  cL{n  —  i), 
gli  n  integrali Apaiticolari  dell'equazione  (i)j  e  per  m^o^i^ 
«  2  , a'  (  ;z  —  a  )  gli  n  —  i  integrali  dell'  equazio- 
ne (  a  )  ,  avremo 


}  dx 

ì 
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e  siccome  T  equazione  (3)  è  rapporto  air  equazione  (2)  ciò 
che  questa  qui  è  rapporto  all'equazione  {l);  perciò  dagl*  inte- 
grali particolari  dell'  equazione  (  2  )  ,  prendeodo  le  differenziali 

T    .    1  '       ^'    jtu'i      V-'-i  0-'(tt  —  2Ì  •  1 

dei  loro  quozienti  -^  ,  — j- , , — - —  ,  gì  troveranno   nel 

momento  quegli  dell'  equazione  (  3  )  >  e  saranno  — .  d  (  «  i  ;  /  ) , 
-^  .  d  («  2  :  «'  )  ec.  0  cioè  ^  sostituendovi  i  valori  di  /i  ,  ct%  ec.  ^ 


e  così  di  seguito  per  le  altre  equazioni . 

Dunque  si  potrà  sempre  aver  V  integrale  completo  della 
proposta  quando  sì  abbiano  un  numero  n  d'  integrali  partiocv 
lari  deir  equazione  (  I  )  »  cioè  della  proposta  medesima  nel  ca- 
so di  X  =  o  ;  e  la  forma  di  questo  integrale  sarà  simile  ji 
quella  ritrovata  per  Y  equazioni  a  coefficienti  costanti . 

§.  I  ^^.  Serviranno  anzi  un  numero  n —  i  soltanto  d'  in- 
tegrali particolari  della  proposta  nel  caso  di  X  .=  o  >  poiché 
non  conoscendosi  un  integrale  particolare  dclV  equazione  (  i  )  ^ 
ne  resterà  in  conseguenza  sconosciuto  uno  neir  equazione  (2)1 
uno  nella  (3)>  uno  nella  (4)  ec.  ;  ed  è  chiaro  che  dell'ulti- 
ma equazione  {n)  non  si  conoscerà  T  integrale  per  mezzo  de- 
gli integrali  dell' equazione  (  i  );  ma  quest'ultima  equazione  {/2) 
del  primo  ordine  è  sempre  (  §.  126  )  integrabile;  dunque  anco- 
ra quando  si  conoscono  solamente  n  —  i  integrali  particolari 
della  proposta  per  il  caso  di  X  =  o  -,  potremo  sodisfare  a  tut^ 

te  l'equazioni  (0->(^)->(3)  ^^  y  (^)  ^^i^^^  qwzVi  la  di  lei 
iutegrazioue  dipende  ^  ed  in  conseguenza  assegnar  1*  integrale 
completo  della  medesima . 

Questo  Teorema  ^  dovuto  al  Sig  La  -  Grange .  Se  poi  i 
coefficienti  Siuanno  tali ,  che  V  equazione  nel  caso  di  X  =  o 
abbia   un    numero  n  —  vi  d'  integrali  particolari  conosciuti  >  e 
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gli  altri  di  numero  m  siano  incogniti,  allora  manchei'anno  m  in- 
tegrali particolari  air  equazione  (i);  ne  mancherà  un  egual  nu- 
mero all'equazione  (»)  ;  egualmente  ne  mancheranno  o  non  si  co* 
nosceranno  m  integrali  deir  equazione  (3)  ec  ,  ed  è  chiaro,  eh© 
air  equazione  {n  —  m  —  l  )  dell'  ordine  m  ,  mancheranno  o 
non  si  conosceranno  i  di  lei  integrali  particolari  :  V  integrale  alt- 
iera della  proposta  dipenderà  dall'  integrazione  di  cjuest'  ultima 
equazione  dell' ordine  m,  Ojra  se  T  equazione 


ba  H-  €x'  H- H-  p^   ==  O  -, 

la  quale  si  forma  ponendo  nella  proposta  »^  per  y ,  a  per  (  j^  ) , 
'fL    per  {f~)  ec.   o  per  X ,  avrà   alcune  radici  variabili  ed  alr 

-cune  costanti ,  supponendo  die  »  >«%«%••--•  «^  siano 

gueste  radici  costanti 

y  =1  Ae     y  y  ^=Ae      ^  y  =z  A^      ^   ...........   y  ^=, 

A  .e  , 

saranno  allora  tanti  integrali  particolari  che  soddisfaranno  alla 
proposta  nel  caso  di  X  =  o  ;  avremo  dunque  quest'  altro  Teo- 
rema : 

r>   L'  integrale  completo  di  «in*  equazione  lineare  dell'  or- 
„  dine  n  a  coefficienti  variabili 

„  uy  H-  6(g)H-c(0.)  H- ^piS.)  =  X 

M  dipende  sempre  dal?  integrazione  di  un'  equazione  dell'  ordi- 
,^  ne  m  parimente  a  coefficienti  variabili ,  essendo  m  il  nume- 
M  ro  delle  radici  variabili,  ed  n  —  m  quello  delle  costanti  che 
„  si  trovano  in  quest'  equazione 

^,   a  H-  6^  H-  ca    -}. H-  p»    =  O  „ . 

Tom.  IL  A  a  a 
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E  se  il  secondo  membro  dell'  equazione  è  nullo  » 

„  Di  un^  equazione  lineare  deir  ordine  n  s*  avrà  sera- 
)>  pre  un  integrale  particolare  comj  Ittato  con  tante  costanti  arbi- 
9>  trarie  ,  qnante  sono  le  radici  costanti  dr  queir  equazione  me- 
9>  desiala  „  :  quest*  integrale  è  T  aggregata  degl*  integrali  par- 
ticolari trovati  qui  sopra,  è  cioè 

y  =  Ae     -+•  Ae      ^fr  .  ^  ,  .  .  •  — h  A  .e 

Questi  Teoremi  5I  trovano  negli  Atti  di  Turina  del  1803. 
§•  *34-  Proponiamoci  T  equazione 


(A)....a>H.6'(p-f-2^)(g)H-c'(pH-2«^r.(£r)H- 

-i-p(pM.g^f.(g)  =  X, 

che  è  stata  integrata  la  prima  volta  dal  Sì^.  Euler  ;  a'  ^J>  ca , 
p^  ìp  ì  q  j  sono  quantità  costanti . 

Paragoniamo  quest*  eqnazione  con  quella  del  §.  131,  ed  il 
di  lei  integrale  sarà  della  forma 

y  =  »fci'dxf»'dx fcù  dx/z  dx . 

Per  trovare   i   valori   di    u  j  »  ^  o^'  ec. ,  2;  ^  conviene 

prima  cercare  un  numero  n  d'  integrali  particolari  che  soddi- 
sfacciano  alla  proposta  nel  caso  di  X  =r  o,  uno  dei  quali  ci  da- 
rk il  valore  di  ($  . 

Ora  per  integrare  T  equazione 

facciamo  j^  =  A  (p  -f-  2^  )  >  essendo  m  una  costante  da  deter- 
minarsi >  ed  avremo 
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|[g)  =:  Am{m  ^  i)q'  {p  ^  ^x) 


.^0)=.Ara(OT  —j)im—^)..,.  ^im^in^i))q'(p 


9^  )         > 


.sostituendo  e   dividendo   per   A{p  ^  qx)   ^  -si  avrà  per  deter- 
;minare  m  V  equazione  algebraica  del  grado  n  ^ 

(a) a'r4*b'mq  ^cm{^m  ^ —  4)2*-J-  •  -  •  ^^pm{m  —  i  ) 


{m  —  {n  —  i  ) ) 2   ==  o  . 

Da  quest*  equazione  (a)  si  ricaveranno  n  valori  per  m> 

i  quali  se  siano  jm ym\m\^  .....  m  >  saranno  indicati 


J»        A  /  .  ..V 


rda  A  (p  •4-  jjc)   ,  A'(p  f^  qx)     jec.  ^ 
■^  (P  H*  ?^r'  g^i  ^  intejgrali  ideila  proposta,  nel  ca- 


so di  X  ==  o. 

Ecco  dunque  provati  \  valori  di  «  ,.«i  ,;0c2  , a{n  —  i  ) 


del  §.  131  ;  sarà  ex.  =  A(p  h-  qx)   ,  i»i  ==  A'(p  --ìrqx)     ec. 
Per   ottenere   quei   di  u'  ^  of,i\  ......  {n  —  iì  )  ^   sostitui- 

,scansi  i  valori  di  .«,.^1  ec.  >  neUV€spressioni 

it'  =  (^i^^h  ,  ui  =  (^J^'il)  co. ,  Cd  avremo 

>        dx       ^  ^       dx       ^ 

eseguendo  le  differenziazioni   e  mutando  la  forma  delle   costan- 
ti ,  tali  espressioni  diverranno 
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5«)  ,  e  perciò 

•  » 

£igiialiiiente  trovati  i  valori  di  «'  >  «  i  ec.  j  si  hanno  quei 
di  a   ,  at"i  , »"(«  — -  3).i.  poiché 

^-=(£.C.!^),  «"i  =  (^i^^^)  ec,   e    qmndi   nel  nostro 
easo  si  ha  per  m    quesf  espressione 

.»;"  —  «r  —  t 

I.cZ— tjL±LÌli-- ,  dalla  quale  ^  esegaite  le  differenziazio- 

B(/>-+f4r) 


ni,  e  mutata  la  fórma  delle  Gostanti,  si  ricava  a   =  C(p 

gre  )  :  egualmente  troveremo  a   =  D  (p  h*  g^  ) 

(»  —  I  ) 
e    così   di   seguito  fino   ad    et  ,    che    sarà   =   P  (  p 


m 


qx) 

Facendo  ora  egnali  all'  nnità  le  costanti  arbitrarie   A  >  B , 
G  r  D  ce-  )  P  di  tutti  questi  integrali  particolari  y  e  sostituendo' 

i   valori   di  a ,  «  ,  «  '  >  *'"  ec. ,   «  nell'  espression  di  y ,  si 

avrà 

y  =  {p^qx  f*/{p  -{-qx^  ^'^       d^fip  '^qx T  "     "  ^cU(rX 

/ /(p  -J-  ga;  )  dx/z  dx; 

■ 

per  avere  z  *       ,  osserviamo  che  al  §.  131  si  trova  z  "        = 
-^ ,  e  che  ivi  p  "  =px»a" a""    :  essendo  dunque  pel 
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nostro  caso  p  = 

=  P'(PH 

hja?)   , 

, 

4»  = 

=(PH- 

qxT 

>«'  =  (p. 

^qx) 

—  «r  — 

//f 

a     = 

:(p. 

-«"r-i 

ec.  9 

avremo 

• 

T^" 

-•>_ 

X 

« 

z 

P'kP 

'>-*i' 

L*  espressione  per  tanto  dell'  integrale ,  sarà 

{p-^qx)  /(p-hqx)  dx/{p^qx)  dxX 


/ fiP  H-  2*)  ^*X 

> 

/ 


V—'^H.i 


/>'(P-*-?*) 

Questa  formula  contenendo  un  numero  n  di  segni  integrali 
esprimerà  1*  integrale  completo ,  qualunque  siano  le  radici  m , 
to'  ,  m"  ec. ,  eguali  o  diseguali  fra  loro  ;  imperocché  questi  se- 
gni integrali  introdurranno  sempre  un  numero  n  di  costanti  ar- 
bitrarie . 

Facendo  X  ==  o  ,  questa  formula  diviene 

y^Aip^qx)'"fì^'i-qx)'^'~''~'dxfÌp'^qx)'"  ^"'~'dxX 


/ /(i>  H-  qx)*"  dxi  poiché  allora 


r ? =  fodx  ==  A  costante  arbitraria . 

j  {»—  1  )  j 

E  se  si  eseguissero  le  successive  integrazioni ,  senza  aver 
riguardo  ai  cofficiènti  costanti  che  esse  portano,  considerando- 
li contenuti  entro  le  costanti  arbitrarie ,  avremmo 

y  =  A{p  -^  qx)"  -^B(pH-2*)*"  <4-  C(pH-  qx)     -^  ec  , 
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essendo  A  ,  B ,  G  ec.  un  numero  /?  di  costanti  arbitrarie;  1*  rx\r 

(•-I) 
timo  termine  di  qnesta  formula  è  L  (j>  h-  5*  ) 

§.  135.  Dici^ipo  pra  qualchp  .cosa  dell' .equazioni  lineari  ff, 
più  variabili . 

Quando  fra  le  variabili  y  ^^  ^x  si  hanno  due  equazioni  li- 
neari 9  ^i  può  seipprp  per  mezzo  della  differenziazione  eliminar 
re  una  di  queste  variabili  ^  p  giungere  .ad  una  equazione  linea- 
re fra  due  sole  varcabili, 

Noi  applicheremo  il  metodo  a  due  ^equazioni  del  scpondo 

ordine ,  potendo  lestendersi  anche  air  .equazioni  degli  ordini  sijr 

«. 

periori  tutto  ciò  che  siamo  per  dire . 
Si  abbiano  dunque  |e  4pe  .equazipui 

(I)..-...  ^  =  7. 

A>-i-B(fi)-fC(0) 
(») }-  =  X' 

-^A-^-i.B'.(£.)-^.C{£;) 

Se  il  valore  di  (^^)  ricavato  dalla  seconda  equazione.^  si  sosti 
tuisce  nella  prima  >  avremo  >in'  equazione  di  questa  forma 

(3) J>  =  Xi. 

Si  differenzi  adesso  1'  equazione  (  3  )  >  e  si  avrà  un*  equa- 
zione della  forma 
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(4) !>=X3. 

-i.a'a.flH.6'a.(^)H-c'a.(;j:) 

In  qnesta  equazione  (4)  sostituendo  il  valore  di  (^)  ri- 
cavato  dair  equazione  (  2  ) ,  avremo  Y  equazione  della  forma 

a3.j,-i.63.(g)H.C3.(^.)H.e3.(g) 
(5) J"=X3. 

L'equazione  (5)  diiFercnziata ,  e  sostituito  in- essa  il  va- 
lore  <}i  (t4)  ^^(^  ^^^^'  equazione  (2)>  divenga  di  questa  forma 

(6) ^=X4. 

•+a'4.flH.64-(g) 

Per  mezzo  adesso  delle  equazioni  (3)»(5)»(6)  si  posso- 
no  eliminare  le  quantità  fl  e  (  —  ) ,  e  s*  avrà  allora  una  equazio- 
ne lineare  del  quarto  ordine  fra  le  due  sole  variabili  x  e  y . 
Si  ricaverà  da  una  tale  equazione  il  valore  di  ^ ,  il  quale  so- 
stituito in  due  delle  stesse  equazioni  (3)5(5)^(6)1  ed  elimi- 
nando per  mezzo  di  esse  {^)j  s'  avrà  il  valore  di  •  senza  nes- 
suna integrazione . 

Quando  i  coefficienti  sono  costanti ,  Y  equazione  risultante 
ha    ancora   essa  1   coefficienti   costanti  ;   anzi  in  questo  caso  se 

anche  X  ,  X'  sono  nulli ,  si  può  far  subito  y  =^  Ae    ,  J  =  Ae    .  ^, 
4B  e  ^  essendo  costanti  da  determinarsi  ^    ed  A  una  costante  la 
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quale ,  come  vedremo  >  resta  arbitraria .  Sostituendo  questi  valo- 
ri nelle  equazioni  (  i  )  »  (  *  )  >  si  avranno  per  determinare  «  e  ^  Je 
due  equazioni 


H-( 


e  H-  6«  H-  c«*      \ 

a' -^  è'«  H- e  V  )  ^  / 


-4-  B«  — {-  Ca' 


V  )  *  f 


dalle  quali  eliminando  ^  si  ha  un'  equazione  algebraica  del  quar* 
to  grado 

(a-|-6^H-c«*)(A'-».B'«  H-  CV)  ==  (A^Bm  H-  C«*  ) 

(  a'  H-  6'«  H*  e'»*  )  ì  dalla  quale  si  ricaverà  il  valore  di  a  . 

Questa  equazione  avrà  quattro  radici ,  e  perciò  quattro  va- 
lori per  a ,  che  possiamo  indicare  pei"  «  ,  a  ,  «  ' ,  #  "  •  Questi  ci 
daranno  quattro  valori  per  9^ ,  che  indichiamo  per  S'yS^^if^  ^'" . 
Avremo  allora  per  y  quest'  espressione 

4 

y  =2  Ae     H-  Ae      H*Ae      -f-Ae       >e  per  0  quest  altra 


«  =  Ae  *  . ^^  Ae  ^  ^  h^  A'e      .  ^  H-  AV  \  3^' 

Le  lettere  A  >  A%  A"  >  A"''  rappresentano  quattro  costanti  ar- 
bitrarie . 

Si  vede  come  potremmo  fare  se  il  numero  delle  equazioni 
fosse  maggiore .  Tutto  passa  nelle  equazioni  diflèrenziali  »  come 
nelle  equazioni  a  differenze  finite . 

Osserviamo  che  se  il  numero  delle  equazioni  date  sarà  in- 
feriore  al  numero  delle  variabili  j/ ,  0  ec.  funzioni  di  a;" ,  allora 
non  potranno  trovarsi  i  valori  di  esse ,  e  resteranno  tante  di 
qnrl'e  variabili  al  nostro  arbitrio  ^  quante  sono  le  equazioni  di 
meno.  Potremo,  se  ci  piace,  dar  dei  valori  particolari  ad  alcune 
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di   quelle  ràriabiii ,  o  completare   il  -  «umero  delie  equazioni , 
-con  delle  altre  :  equazioni  arbitrarie,  qualunque ,  sicché  sÌAfio  taa- 
•  te  equazioni ,  quante  variatili  da  determinarsi  ;  .così  se  sì  aves- 
se' r  equazione  '^el  primo  ordine  M  ->  S  (^)  H-  Ij(^)  =  o  , 

potjel)])esj  "prendere  qualunque  valore  per  ^  o  per  ^ ,  o  in  ge- 
nerale stajjjlii'e  un'altra  equazione  qualunque  tra  x,y,$,  on- 
de potei:pe  .ottenere  i,  valori  Ai  y  e  éì  6 . 

§.  136.  Se  alcane  delle  radici  sono  immaginarie  >,  esse  a* 
vrannp  sempre  la  forma  Ah-Bv'( —  i);  edè  noto  che  se 
*i  sari  una  radice  di  quella  forma  O^^H-^V^  (  —  *  )  ♦  y«  *e 
«ara  nn'  altra  della  forma  A  —  Bv'  (  —  i  )  ; -così  sopponeado 
dito  V  eqnazioae  proposta  al  ^;  1S7,  abbia  alcui^  delle  radici, 
due  per  .esem^ùo ?  immaginarie*  si  avrà 

a  =  A  H-Bv^(—  I  ), 

^'  =  A  — BV<  — 1).  ' 

formula  che  rappresenta  l' integrale  di  queil*  equazione  »  ài- 
yerrk 


fé  axj  .,,.... /"j^-ry- a»» 


Ora  è  noto  che  • 

^±=  B*  v  (  -^  I:)-  _-.  ^jQ5  Bap  -t  ^  ^  —  ,  ) ,  g^;j  Bac  ;  dnnqne  sostitnen* 

do,  ^avremo ^  v . 

y  =-e^*(co5B«H-v'(—  i).«enB«)/(cosaB«  — '•(-^OX 

•  *         • 

'  ■  '(*'*—  A)* 

sen  aBo?  )  dxfe  .,  (  co«  B«  —  v't  —  i  ) .  sen  Bop)  dx  X 

Je        .,      djsf,  .....  ♦/  ^<,-..)^a». 

Tom.  //.  "        Bbb 
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Nello;  sviluppa  dì  questa  formala  alcàni  degli  immagioari 
8t  distro^eraniio  «.  altri  limarraaaa  compresi  nelle  costanti  ar- 
bitrarie X  e  noa  compariranno  che  le.  quantità  trascendeatr .  Noi 
noa  ci  tratterremo  a  far  vedere  tutta  questo ,.  essendo,  facile  ai 
nostri  Lettori  il  fare  uà  tal  calcolo  da.  se-  medesimi  y.  in  specie  do- 
po avere  compreso  ciò;  che  noi  abbiamo,  detto  per  un  simile  og- 
getto nel  Gap.  Ut  del  Calcola  delle:  Differenze-  Finite . 

Per  farfr  alcun  esempia  delle  cosa  dette,  di  sopra  >,  si  pro- 
pongai  r  equazione 

■  ^^)  "^^'Jt'  ==P  ^  r  V^.  «ssa.  <f^  ^  una.  costante  „  c:  X 

ParageoiaAdi£K  q^desita  equùione  eott  qoella  deli  %  i  ft^  »  avueao* 
p  =£  L  ,  A  =:  a^;,  r  eqtiaziotifr  da  lisolversL  sarà  a*  «rf?  «*  =za  a>« 
onde 

4ft s=:  a V (  —  i)y  X  =  —  a V* (  —  L ) i  e . peiià . tostitn^ado»  talii 
^: valori  di p,,«  ,«.'  ia      ■ 

=  J-e   fé  dxfA-  dxy^  avrà 


CI  --         .  ,         —  »  ^  *A 


.J 


9 

y  =^e.  /& .        -     ^    dxfe,  .  XajCj  ed  mtegran- 


t  •  j  •  - 


•  •  •  • 


do  per  parti 

giungenda  ora  a  ciascun  segna  sommatorie^  una:  costaator  aflvitra- 
,  Jia ,  Riterremo- 

•  '  -v  età  Ce  '  -^  U  6  '  *^  ^i      ■    r     /  ^  X 

X(£«  H-  '-^^^TT^  •""''  ^  '  '*^.  Xdtef  e-  mntauda>:  secondo^ 
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ciò  che  si  h  .detto  sopra  «  gV  imnui^oarj  in  ^oandtà  trascendea- 
ti  )  si  avrà  .dopo  averne  iatta  la  riduzione  , 


cot  a» 


'-^fsériiix  .Xdx  <^^SJlfcosaot .  Xdx  ;   ^^esta  «spres- 
sìoae  (  .matandovì  la  forma  ;delle  costanti  ) ,  diviene 
V  ==  Àcos  ax  H-  -B  sen^ax  —  ^^^^fsen nx  .Xdx  h-  ^^^^  X 

•       K\'        *  ^  IP 

fcos  ax  .Xdx  ì  tcne  ;è  .1  integrale  tcompleto  della  proposta , 


•     r 


\ 

^ 


\  •  •  •       «       •       . 


V      ...     ■    '  >      ...      •  •  !  •  V 


N    •     •     ì 


J 


<• 


» 


/  .4     •     - 


38o 


'      »      *         ?■♦•'' 


\  •        ■  .  *  s    .  .  •         ■  .-         .  .       4 


V 


•   .       • 
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I- 
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7 


r.  •>    •"    1»'»  'r  * 


K% 


DelV  Integrazione  deirEqua^aioni^  Lineari 

ai  Differenziali  Parziali . 


§.  1 37.  'k-7E  per  2^  si  rappresenta  nna  funzione  delle  dnc 
Variabili  .X  ,jy  chiamasi  Equazione  Lineare  a  Differenziali 
Parziali  un'  equazione  nella  quale  tanto  la  funzione  z  che  le 
sue  differenziali  parziali  non  sono  elevate  al  di  là  della  prima 
potenza  •  L'  ordine  poi  di  una  tale  equazione  è  dato  dalla  pia 
alta  differenziale  parziale  che  in  essa  si  trova . 

Ecco  la  forma  generale  di  un*  equazione  a  differenziali  par- 

ziali  deir.oidine  n        ,  e  lineare 

A5 -1- B  (g) -f.  e  (^)  H- . hP(_0_) 


«         9         •         •         •         *         •• 


#  •••••• 


•         •         • 


•         • 


<re 


-*  P'-  (-^) 
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Tratteremo  ia  questo   Capitolo  dell'  integrazione   di  tali  e- 
qnazioni . 

lucomincianio  dal  considerare  il  caso  9  in  cui  i  coefficienti 
sono  costanti  ed  il  secondo  membro  è  nullo ,  e  proponiamoci 
r  equazione  del  primo  ordine 

'A2;  H- B(^) -h  B'(^)  ==  o:   anderemo  in  seguito  agli  ordini 

superiori . 

Per  integrare  una  tale  equazione  facciaoip 

j&  =  Ce  ,  essendo  C ,  « ,  |3  costanti  da.  determinarsi .  Que- 

sta sapposizione  ci  dà 

Sostìtniamo  questi  valori  di  Zt  (~)i{~)  riella  proposta,. 

■ 

ed  avremo,  dopo  averla  divisa  per  Ce  , 

A  H*  B»  H^  B'jS  =  a .  La  costante  C  resterà  arbitraria  ,  e  del- 
le due  quantità  « , /3  se  ne  determinerà  una  per  T  altra  Ghe 
rimarrà  al  nostro  arbitrio . 

Determinàùdo  p  per  » ,  e  facendo  —  ^  =  0,  —  -Jì  =  5, 

s*  avrà  /3  =  a  h«  &«  . 


Soddisfarà  dunque  alla  proposta  equazione 

z  =  Ce'^        *      ^   =  Ce'''  .e*  *      '   ,   essendo  C  ed   «  due 

costanti  arbitrarie .  Questa  espressione  di  2;  è ,  secondo  ciò  che 
abbiamo  detto  al  $.  11 8.,  V  integrale  completo  di 


•  '       •  _   • 


Ma  possiamo  invece  delle  due  costanti  arbitrarfe  introdnr- 
re  neir  integrale  una  funzione  arbitraria  per  mezzo  delV  artifi- 
.  '  zio  spiegato  ^1  §.•  1 33  ;  avremo  allgra  Y  integrale  completato 
con  una  funzione  arbitraria  ,  come  abbiam  detto  al  §.  lai. 

Infatti  facciamo  C  =  (p(«)  ;  ed  avretnò  perdcterininare  «^ 
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.% 


¥  =  z  —  ^lft).e    .fi  i  àanqvte  so6tittiettd(> per  F  11  ;sa9 

valore  sarà 


ovverp 

Quest'ultima  .«qnazione  ci  dièe  che  x  -^by  h  una  faitói*- 
Xìt  di  ,a,  senza  d'  altr' onde  nulla  pronunziare  sopra  la  natajra 
di  questa  ^fiinzìone  :  ,5arà  perciò   viceversa  anche  a  nna  funzio- 

M 

ne  indeterminata  <di  x  H-  &y  ^  .egualmente  sarà  p{»)  *fi    ' .' 
una  /unzione  indeterminata  y{x H^.&y  )  di  /j;  -ì-j  Z^y  ;  .sarà  .dna- 

quc  ;a  =.é-  .  ^ (  *  -f»  5y  ) ,  V  integrde  completo  della  detta  e- 
quazione  >  ,e  TC^'+^y)  indicherà  la  funzione  .arbitraria  che 
lo  compieta . 

.  Si  può  giungere  ja  qnest*  nltimo  rrisultato  «ori  ;ùn  .altro  ffté- 
todo:,  dì  cui  abbiamo  fiairto  nsò  nel  .calcolo  delle.  diiferenM  4- 
nite  al  ^.  ,85  ,  per  V  integrazione  dell'  eqtiazioni  a  diilerenze  jàr 
nite  e  parziali . 

jSe  noi  jn^ichiamo  per  C ,  V  ;  C" ,  »"  j  C" ,  »'"  ec.  ;  altret- 
tante costanti  arbitrarie  diverse  da  C  ,4,  soddisfarà  a  ^eU\€- 
quazione  non  ^olo 


K*  fi    .  e.  ,  ma  aocora 


V  i 


s.  '   ■    \s 


z 


Li  e    .  e 
tu  e    •  e- 


/«^  ^  .'1^%  t 


eo«  .ce* 


Ed  iCssendo  'liiieaEfi  1*  equazione  ^   integrafi! ,  anche  It 
omma  di    q,aeste  .èspre^ioni  vi  sbddisfarà;  dmlrtrtrc    ' 


y 
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ifsv     .  .rs'r4* 


sarà,  r  integrale  di  A«  •!.  B(5?)  -ir  B'(?)  =r  o-;  ora  abbiam:  di- 

dx:  dy 


^ffi^i* 


jnostrata  al  luogo  citato  che  res^ìressione  C^,  h-  C'^  -h  C^ 

oci  >  nella,  quale  C^/3.rC',  P'  ec. ,.  sono  costanti  arbiti'arie  ,^  e 
che  è  composta  di  un:  numero  infinito  di  termini  y  può  sempre 
supporsi  eguale  ad  unst  funzione-  qualunque-  arbitraria,  (px  di  x  ; 
dunque  potremo  sempre-  {n:^ndere  ^  (  a?  H-  ^  )  p«r 


«©ré  perciò^  sarà  z  =  e    4^(^  H^ij?)  r  come*  sopra*. 

D*  ora;  ia  aranti  peitanto  »  cenando  negli,  integrale  delle-  «- 

qaazfoni  lineari  troveremo»  dei  termini  di"  qnestst  forma  P .  Ce    , 
•ssendo-  v  nna:  qnaotità  variabilb-  cQitoscinta.  ed  « ,.  C  dne  co- 


Stanti  arbitrarie  ^  porremo   invece  di  essi  P*^(u)r  i^idicando 
fier  ^^i^)  nna  funzione  arlutraria  di  z/  . 

§.1  ^3;  Fet  T  equazione  del  secondo  ordine: 


E 


«/  ir« 


0^ 


lE^cciaitio»  egnaTmeate-  s  =  G?**  ''^      r  e-  809tìtii«nd(>  «•  dividen-» 

per  Cer  y.  avremo  wl  tt  e  fi*  qaest  eqoaziooe  w  secoa* 

db  grado» 


o. 


Si»  primieramente*  risolubile  in  due  fattorii  di'  primo'  grado  fi 
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b»  —  <2  ,  Q  —~  b'^  —  a'  t  ed  avremo  allora  ^  =z  <i  «^  ^«    q  ^^s 
Questi  due  valori  di  P  ci  danuQ  due  valori  per  z^  cioè 

i5  =  Ce^.e  '       -^S  i5  =  Ce/.e  '^"'^  per  C,«'  indir 

chiamo  due  altre  costanti   arbitrarie  diverse  da  C ,  a . 

Anche  1^  somma  di  questi  énp  valor;  cji  z  soddisfarà  alla 
proposta  >  e  sgr^ 

a  =  e" .  Ce""-'*" -4- è'* .  Ce"''*-"**' . 

Ora  poniamo*  secondo  cì6  che  abbiam  detto  al  §.  ante- 
cedente y 

<t>{.x  -H- ioy)  per  €ie  .  .^  e  ip  («  *j-  5j^)  per  Ce  » 

ed  avremo  l'integrale  completo  della  proposta  rappresento  da 

%  2=  e^  p{^o^  ^  hy^  •*•  e^ .  qf[^x  h-  h'y^^  csseado  ^(a?  H-  ij')! 

^^'(a?H-i3^)  due  funzióni  arbitrarie. 

Quando  la  risoluzione  della  suddetta  equazione  in  due  fat- 
tori di  primo  grado  non  ha  luogo  ^  allora  T  integrale  non  ha 
più  qnella  forma . 

Supponiamo  dunque  che  si  abbia  /3  ?=  M  ;  |3  =:  MS  es- 
sendo M ,  M'  due  quantità  composte  in  qualunque  maniera  di 
ti  e  dei  coefficienti  deli'  equazione  >  di  modo  che  sia  la  detta 
equazione  eguale  al  prodotto  (P  —  M)  (<3  —  M');  avi:emo 
allora 

z  =  Ce  ,  2;  =  Ce  •^,  ed  anche 

z  =z  lue  ^  y^e  :  questa  espressione  di  z  contiene 

•  qwrttrò  costami  arbitrarie  xliversè  9  essendo  in  nostro  arbitrio 
prendere  le  costanti  del  secondo  termine  diverse  da  q.i;iel)e  ^el 
primo . 

Se  ora  si  suppone  che  la  quantità  e  '^  ridotta^  ift  serie  se- 
condo le  potenze  intiere  di  «  »  sia 

c*'^  =  Th-T«h-T'Vh-T'V  ^  ec,  neUa  cjuale  T,r, 


T''  ec.  >  sono  funzioni  di  y ,  avremo 


'•  f 
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jna   ponendo  <?(«?)  invece  di  Ce  *,  dovrà  porsi  (^^)  per 


Ce*'.«,  (^^f-\)  per  Ce"*.V'ee.,  dunque 

Ce*''^^''  =  T^(*)-*-T(^»)  H.T'(Ì^)H-T''<^)^  ec; 

Nella  stessa  maniera  troveremo 

•  •  itigli 

essendo  Ti  ,T'i  ,ec. ,  ,i  coefficienti  .dello  sviluppo  di .«      r 

L*  integrale  dunque  completato  con  due  funzioni  arbitrar 
;rie ,  sarà 

z=.    Tf>ix)    ^    Ti'JSf)^.   T"(!?^?i)H-ec. 

M-  Ti  .  ,>■(„)  H-  T'i .  (^^)  -1-  T-. ..  (^l^)  -^  eo. 

;QuestQ  avrà  un  uuajero  infinito  di  termini  ^  se  i  coefficienti  di 
queste  serie  non  si  annullano  dopo  un  certo  numero  di  essi  >  o 
se  non  si  dà  alla  funzione  una  forma  determinata,  la  quale  .ab- 
bia i  differenziali  di  un  certo  ordine  eguali  a  zero  (a). 

Tom.  IL  Geo 


(a)  Questo  metodo  che  è  generalizzato  In  seguito  per   qualanque  or- 
dine ,   fu    da  me    pubblicato  ^nel   Calcolo    Integrale    dell'  Equazióni  Lineari 

• 

nel    «798,  Ivi  è  la  formula  dell*  integrale  dell*  ordine  n  espresso  in  s»- 

rie  ordinate  per  i  differenziali  , del  le  (funzioni  ^rbiuarie.  JUgaardo  a  questa 
dottrina  il  C.  jProf.  Paoli  in  una  sua  .Memoria  .insenta  nel  Tomo  .dieci  del- 
la Società  Italiana  dell'  Anno  1803^  volendo  dimostrare  l'inesattezza  di  un 
ragionamento  d'i  La -Place  relativo  all'  integrazione  dell'  equazioni  Lineari 
a  Differenziali  jParziali  del  secondo  ordine ,  soggiunge  4ver  osservato  poter<- 
si  ottenere  l'integrale  di  quelle  equazioni,  volute  da  La* Place  ìuintegrà- 
bui ,  per  mezzo  di  una  serie  che  proceda  secondo  i  differenziali  di  u- 
na  funzione  arBitraria  ;  ed  in  quella  Memoria»  destinata  \ad  nn  tale  og- 
getto» ne  dà  4egli  esempi.  Il  Sig.  La-Croix  nel  suo  terzo  Volume  pag  580, 
eira  la  medesima  osservazione  del   Prof,  Paoli ,  che  dice ,  essere  anche  stata 


I 


/ 
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Se  invece  di  determinare  /3  per  »  avessimo  determinato  « 
per  p/y  avremmo  travati  gì'  integrali  delle  equazioni  sotto  forme 
diverse  in  apparenza ,  ma  in  sostanza  le  medesime  . 

Nel-  caso  infatti  in  cui  1*  equazione  è  resolubile  in  due  fat- 
tori di  primo  grado,,,  s'  avrebbe        .         . 

A  == -|  —  y ,  «  =.  —  f- — -^  »  e  perciò 

2;  =  Ce    *    .e  ,z=iGe         .e  ,  ovvero 


z  = 
fBa  iof 


Gè.       .e  H-C'e.       »e  >  che  si  trasfoii- 


2;  =  e    *    .  Y<>  -^  ii>M-  «       •  V(J'  H-  f  ) y  essendo^ ,  r  due 

funzioni  arbitrarie  * 

Ora  r  integrale  ottenuto  con  la. determinazione  di  j3  per  «>  è 

z^^e*^  (f>{x  ^hy)^^e^*<p'{x^Uy)<t   e  questo  potrà   facil- 
mente ridursi  ali*  altro  . 


di  quest'  integrale  rsara  . 


m 


e''^^(a;H-Ay.)  =  Y(a:H^6y)  —- ^'<f{txi-^rhyye 


j{i-f^>) 


nella  stessa  manieta  troveremo  il  secondo   termine  eguale  ad 

•  ... 


<       «  /     k     .       ^     ■      i 


/l  . 


-v" 


y  (  a?  H-  ^'j* )  '»  dunque 


i>>..,.É  ..  ■  III        p.i  II  ^      p  ■  I 


fatta  da  Diot.  Spiacemi  che  quel  mìo  Libro  citato' altrove  dallo  stesso  La- 
Croix'e  stampato  a  Firenze,  non  fosse  Capitato  in  mano  di  alcuno  dei  sul- 

.lodati. Geometri  air  epoca  dei  loro  latori. 
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2;  =  e     *    y  (  a?  H-  ^  )  -4-  e         5" (.af  -i-  5>  ),  ovvpro  dividen- 
do per  h  la  quantità  x^^-hy  <, 

§•  139-  Facendo.  egualfQepite  '  z  .=  Ce  ^  "^  in  un*  eqnazio- 
ne  dell*  ordine  n  *  ,  arremo  fra  «  e  ^  qjiest*  equazione  alge- 
braica  dell'  n  *      grado 

s 

#  •  p 

»  ■  ... 


o: 


non  solo  dnnqne  rimarrà  indeterminata  G  ^  ma  ancora  nna  delt 
le  due  it  9  /3  • 

Snpponiajnp  prìmieriimente  che  qaest'  equazione  a]gel)raàca 
sia  risolubile  in  n  fattori  di  primo  grado ,  e  si  abbia  per  /3  que- 
sti 72  valori 


O  »■  -4*  O 


Avremo  ancora  per  zn  eàpressiom ,  cioè    v     ■ 

z  =  e^.  Ce*^'-"^\  z  =  e''^  .  G'e*' ^ * ■" *'^ ^  ec. ,  . 

*5  —  -^  •  V  e  ,  la  somma  delle 

« 

quali  soddisferà  alla  proposta  ;  avremo  dunque    • 


^88  M  A  T  p  W  A  T  f  e  A  .  S  U  §  H.M  ^ 


Qaest*  ultima  espressione  contìeue  na  namera  o>n  di  costao'- 
ti  arbitrarie  diverse .  '      . 

iatroducenda  oiu  le  funzioni  arbitrarie  )t  aìrremo 


•  •  «  •  • 


•  »  • 


per  esprimere  V  integrale,  della  proposta  y  completata  con  un  Da- 
merà n,  di  funzioni  arbitrarie  ^  >  ^.'  >  ^'^  ep.^  Vielle  ^juantitk.  che 
sono,  respettivamentp  fra  le  loro  parentesi . 

Supponiamo  ctia  V  equazione*  noa  -contenga  altra  che  le  dif- 

icrenziali  n.       .  o\z  cioè. 

allora  T  ec[aazione  fra  «  e  P ,  sarà 

'  e  dividenda  tutta  1*  equazione  per  «" ,  si  avrà 
P^F£h-P"^H- ^  .  -^  F'^^"=.o. 

Siana  6,6',  6"  ec  «  6.  gli  «  valori  di  ~ ,  cioè  le  a 

radici  di  questa  equazione  i  ed  allora  i  fattori  nei  quali  sànt 
risolubile  >  diverranna 

Essendo^  dunque-  zero  1^  quantità  a^a\<t'  ec.  9  T  integra- 
le completa  della  nostra,  equazione  sarà  quello  trovato»  sopra , 
purché  vi  si  faccia  a  ==  a  =:  cl  =2  eo-  =;  0  :.  sarà  dunque 

z  ^(p{x^hy)  ^  (p\os^  h'y)^ -h  ^  *''^  {x H-  &*^^  J^)- 


a 
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Qnando  queir  equazione  àlgetraìca  del  grado  72  non  è 
risolubile  in  fattori  di  prìmo  grado ,  1*  integrale  non  si  può , 
generaliBcnte  parlando >  avere  espresso  in  termini. finiti >  ma  pò* 
tra  sempre  esprimersi  per  le  serie» 

Siano  infatti  M.W,!^"  ,m'\ ]m5'''"'\  gli /2  va- 
lori qualunque  di  fi  dati  ia  a^  dalla  risolozione  d«Ua.  suddetta 
equazione  :  avremo  allora 

2  =  Le  H-  C* e  ^  Uè  -^ .,  -h 

ohe  soddisfarà  alla  proposta  >  e  conterrà  uà  numero  2n  di  co» 
stanti  C ,  « ,  G%  «%  G^  9  »'''  ec.  9  arbitrarie  diverse  . 

Se  ora  ridticiama  ia  serie  ordinate  per  le  potenze:  intiere 

j.  ,    .  .  ,  .  V      My       M'y       M"jf, 

ai  « ,  «  ec. ,  respettivamente  y  le  quantità  e  ;  r  e      »  e     .  ec.^ 
e  supponiamo»  .        '  "^ 

e"^  =  T  H-  T*       H-  TV      ^  ec; 

e"^ -^  =  T I  ^  T  r .  «:  H- T  l"  .  •:• -f.  ec. 

ec.  9  avremo^ 


'  * 


=  T    .Ce^   H-r    .Ce"^"  .«  H-T'V.Ce       .«'-hcc. 
H-  Ti  .  Ce*'*  H-  Tr  .  Ce*"^  .  «'  h-  Ti"  .  Ce*'*  .  tT  h-  ec. 


Hr  Ta .  CV'' H-  Ta' .  Ce*"'.  «-" H- TaT'  .  CV".  •-"  -h  ec. 


ec. 


Sostituendo  in  seguito  ^  (  «  J  y  (  ^j^  )  ec ,  per  Ce    ,  Ce    «  ce  ;  ' 


ti* 


^'(a?)  >  (^^)  ec. ,  per  Ce** ,  Ce'^'«  ec. ,  ec ,  si  avrà 


é* 


y 


39^ 
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2  =  T?(*)      ^T     (^^)H,r    f21J<'l)^ee. 


H.  Ti  .  ?'{«)  H- Ti' .  (-fi;^)  H- Ti"  .{f::^<.?l)'H- ea 


«/«      '  ^     dx' 


-,.  T»  .?"(*) -h  Ta' .(it^)  ^-T," .  (^^giil)  H- e« 


,•/••.••.•#      ^ 


T(«-i)".(^!ì!r2<£-))H.ec.; 

e  questo  è  Y  integrale  della  proposta  dotato  di  uq  nnm^o  >?  4^ 
funzioni  arbitrarie  p(x)  y  p{x),  èc. 

Se  le  quantità  M ,  M'  ec. ,  sono  tali ,  cbe  nello  sviluppo 

di  e     )  e      ^a  9  8Ì  trovino  le  potènze  negative  àv  a  ^  allora 

•  a 

nelle  sene  esprimenti  i  valori  di  Ce  )  G  e  ep.  > 

troveremo  dei  termini  come  T       .  C»      . e    ;  T  '.  Ce    X 

«  *     ec. }  ì  quali  »  quando  Ce     è  rappresentato  da  ^  (  ^  )  >  sa- 
ranno rq^ppresentati  da  T^  "  ./4a?..  ^  {  «  )  i  T  ff^^f^  •<!>(«)» 

ovvero  T  /*  dac* .  ^  (  a?  )  ce. 

Sia  per  esempio  T  equazione  da  integrarsi 

Facendo  ,al  solito  z  =?=  Qle      .     ,  avremo  tra  a  e  ^  quest 
eqnazione  algebraioa 

la  quale  dà  n  valori  per  a^  :  siano  questi  valori  a  ,  a"  9  a^  ec 
a     >  ed  avremo 
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591 


P  — -,  ^  — -,  /3=^,  .......  .p 

sarà  quindi' 

a'  »"  g" 


41' 

Ora  riducendo  m  serie  la  quantità  e*    ,  abbiama 
e     =  1  H-  -^  H-  —^  ^  -^-^-7  -^  ea  f 

a  a.  et*         2.3.*'  ' 

dunque  il  primo  termine  dell'  espressione  di  2; ,  sarà 


a 


e  perciò 


■ 

a"" 


«ir«3 


-^/'d*'.^(a;).H.ec. 

Egualmente  ogni  altro  termine  di  z ,  ci  darà  una  serie  si- 
mile ,  e  s'  avrà  V  integrale  espresso  per  un  numero  n  di  serie , 
ciascuna  delle  quali  contiene  una  funzione  arbitraria;  e  qui  os- 
serveremo ,  che  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  è  la  metà 
deir  ordme  dell'  equazione  differenziale  ;  in  generale  il  numero 
cìelle  funzioni  arbitrarie  è  eguale  al  numero  dei  valori  di  p . 

Se  alcnne  delle  quantità  M ,  M'  ec.  non  contengono  « ,  al- 
lora le  serie  che  tali  quantità  portano  neir  integrale ,  non  han- 
no che  i  primi  termini,  mancando  tutti  quei  che  contengono  la 
quantità  »  ;  tali  primi  termini  sono  della  forma  T^  (  a?  )  e  T  in- 
tegrale rimane  sempre  completato  con  un  numero  a  di  funzio- 
ni arbitrarie  . 

Determinando  /?  per  «  si  hanno  tanti  valori  diversi  per  ^, 
quante  unità  ha  la  massima  potenza  di  ^  ;  e  determinando  a  per 
p  si  hanno  tanti  valori  diversi  per  a ,  quante  unità  contiene  la 
massima  potenza  di  a  .  Ora  può  accadere  che    neir  equazione 
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fra  «  e  p  $  la  massima  potenza  di  P  ^a  minore  della  massima 
potenza  di  a ,(  ciò  che  éegue  quando  nell'  equazione  differen- 
ziale r  ordine  dejja  piii  alta  differenziale  di  z  per  rapporto  ad 
y  è  minore  di  quello  della  piii  alta  differenziale  rapporto  ad  a?  ), 
allora  si  hanno  per  0  meno  valori  eli  quello  ,  che  3ia  1'  ordine 
deir  equazione,  e  nell'  integrale  viene  uà  minor  numero  di  fuu- 
zioni  arbitrarie  •  In  questo  caso  jbasterà  prendere  i  valori  .di  a 
determinati  per  p.  e  cercare  V  integrale  >  operando  per  a  come 
abbiamo  fatto  per  ^ . 

Può  accadere  non  ostante ,  che  V  integrale  non  abbia  tante 
funzioni  arbitrarie  9  quante  si  richiedono  per  essere  completo  > 
e  questo  segue  ogni  qual  volta  la  massima  potenza  di  una  del- 
le quantità  «  e  /3  è  minore  dell'  ordine  dell'  equazione  differen- 
ziale >  ciò  phe  appunto  accadeva  nell*  equazione  qui  sopra  in- 
tegrata . 

Quando  il  secondo  membro  dell'  equazione  differenziale  in- 
^ vece  di  essere  nullo,  fosse  Xh-Y.,    essendo  X,Y  respettiva- 
merite  funzioni  di  a?  e  di  ^ ,  se  ne  potrebbe   egualmente  avere 
r  integrazione . 

Si  farebbe  in  questo  caso  z  =  Ce^^^     ^¥{x)^Y {y) 

essendo  F(a;)  ,  l^'{y)  4ue  funzioni  di  a?  e  dì  j^  dà  determinar- 
si ;  sostituendo  in  .seguito  tanto  il  valore  di  z ,  che  delle  sue 
differenziali  parziali  nella  proposta  ,  avremmo  fra  et  e  ^  la  stes- 
sa equazione  algebraica ,  e  per  determinar  quelle  funzioni ,  le  due 


tstmo 


equazioni  differenziali  delF  ordine  ri 


dx  ^  ^  dx^  ^      '  ^  dx 

■  » 

AFH-B'(^)-^D"(^)  H- -^P^''(^;^)==Y, 

>  dy  '  >  </y*  '  ^  dy^  ^ 

che  noi  abbiamo  insegnata  ad  integrare  nel  Capitolo  antecedente. 

L'  integrale   dunque   dell'  equazione  lineare   a   differenziali 

• 

parziali  dell'  .ordine  n  a  coefficienti  .costanti  col  secondo  mem- 
bro eguale  ,ad  X  H-  Y .,  sarà  quello  stesso  che  abbiamo  trovato 
per  il  caso  ^del  secondo  membro  nullo,  aumentato  di  F(^) 
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o 


Qnest'  integrale  per  tanto  conterrà  un  numero  4/2  di  costan- 
ti arbitrarie ,  ovverò  nn  numero  ,n  di  funzioni  arbitrarie ,  ed 
un  numero  a/z  di  costanti  >  poiché  X  espressioni  che  troveremo 
per  F(a:),  F'Cj')»  contengono  ciascuna  un  numero  n  di  co- 
ntanti arbitrarie . 

§.  140.  Allorquando  alcuni  valori  di  |3  sono  eguali^   alcu- 

ne  delle  sene  rappresentanti  e  ,  e  ec.  ,  hanno  1  medesimi 
coefficienti  1  e  scema  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  che  en- 
trano neir  integrale  :  sopponiamo  infatti  che  M  =  M' ,  i  coef- 
ficienti allora  T,TST'  ec. ,  saranno  li  stessi  che  Tx,Ti', 
Ti''  ec,  .e  perciò  le  prime  due  serie  jdeir  integrale 


Ti.^'(a;)^Ti'.(^)^ec. 

%\  ridurranno  ad  una  sola 

T  {«.(«)  -+.  ^X*)}  H-T'<{^W)H-  (^)>  -I-  ec. 

r 

L^  aggregato  <ii  due  funzioni  arbitrarie  non  può  tener  luo- 
go e  rappresentare  che  una  sola  funzione  arbitraria;  dunque 
cangiando  la  forma  delle  fun?ioni,  cioè  facendo  <p{x)  •+^'(a?)  = 
Y(a?)  (  indicando  per  Y(a?)  una  nuova  funzione  arbitraria  )  le 
due  serie  diverranno  una  sola 

TY(a?)  H-  T;(^f^)  H^  T''(qi-^)  H-  ec. 

In  questo  jQaso  X  intégrale  conterrà  una  funzione  arbitraria  di 
meno . 

Per  ricondurre  V  integrale  a  contenere  lo  stesso  numero  di 
funzioni,  adopreremo  un  metodo  analogo  a  quello  di  cui  abbiam 
fatto  uso  nel  Capitolo  antecedente  per  i  cimili  casi  dell'  equa- 
zioni differenziali . 

Avvertiamo  che  d*  ora  in  avanti  nella  supposizione  di  2  2= 

^e  tralasci^remo  la  costante  G ,  giacché  essa  svaniva  nel- 

la fiostituzione  della:  funzione  arbitraria,  e  sostituiremo  ?^(a?)  per 

Tom.  IL  Ddd 
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Ajr 


e  ;  così  la  lettera  C  che  noa  compariva  nei  coefFrcienti  <Jeir  c- 
qnazione  per  noa  arrecar  coofosione  >  vi  sai'à  di  nnovo  ;  quan- 
do la  vorremo  adoprare  come  costante  arbitraria ,.  lo  diremo . 

Sostituendo  z  =  e  *      ^  nelF  equazione 


A»-^-B(l•)-^C(^»H- 


d*  \  rfT  /  <i*« 


-A.  BT  —  ^ -*- e  r  ÌLI- ì  .;j» 


•    »    •    •    •    •. 


51  ha 


•  1 


_  • 


B'^  «f.  C'«/3  H- K  F/    '/a 


\ 


cth- H-r/'V 


•  •••■•'••• 


pw^' 


; 


la  qnale  ordinata  secondo  le  potenze  di  /3 ,  diviene 

(i) r(AH-B«-hCVH- ».  .  -hPa' 


(B'H-C«-|- ,Hf-F/'"*)/5-h(C'H- 


Se  si  moltiplicano  i  termini  di  questa  equazione  per  gli  e- 
'j^nenti  di  jS^  e  si  divide  per  ^  tutta  V  equazione ,  avremo 
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1/     «  ^t   %  //-!// 


<s) . ,.. .  (B  H-C'«-|- . . H-PV    •}  ^  a(C 


•  •   •  • 


P"«  — »>rt     ,        •  .    -."D <* "~ * ) /a* ~ ' 


e  le  radici  della  prima  «quazioìie  (  i  )  ^essendo  ì  limiti  dello 
radici  dell'  .equazione  (  a  )  t  ne  segue  che  nel  caso  di  dae  valo- 
ri per  i^  eguali  ^  mio  di  questi  soddisfarà  nel  medesimo  tempo 
tt  queste  dae  i«qoaziooi.'(i  ),( il)  . 

Se'  ora  la  prima  «equazione  moltiplicata  per  y  'S^aggiaoge 
aUVeqnazione  .{a.)»  s'avrà  l'equazione  {$) 


.  .  H.  FV-^)  (P>  h-  3^')  -f-  .  • H- 

e  uno  dei  valori  eguali  di  /3  soddisfarà  nel  nedesìino  tempo  al- 
le dae  equazioni  (  *  )  ^  (  3  )  • 

Per  tanto  9  qnakinqne  funzione  di  Xyj  e  di  uno  di  quei  va- 
lori eguali  di  /3  9  la  quale  sostituita  nella  proposta  invece  ili  z^ 
la  trasformi  neir  equazione  (3)9  sarà  un  nuovo  integrale  della 
proposta  medesima* 

Prendiamo  z=sye^^      "^^  ed  avremo  in  generale 

I  • 

^  -.e    se  p  sostituiscono  1   valori  della  z   e  dei  suoi  differenziali 
nella  proposta^  la  ridurremo  appunto  all' ceduazione  (3);  dun- 
nel  caso  vdi  4ne  radici  ^eguali  9  soddisfa  alla  proposta  ancora 


2;  =  ^e  9  oltre  a  a  =  e  ;  se  dunque  questo  secon- 


dò valóre  di  z  «m  rappresentato  dalla  serie 
T^(*)^T(^l)^ec., 
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r  altro  sarà  rappresentato  da  questa  istessa  serie  moltiplicata  per 
y\  e  prendendo  allora  una  diveda  funzione  arbitraria  p'ix^ 
della  ocy  sarà  il  quovo  integ^rale 

e  così  qaeste  due  aerte  prese  in  laogo  delle  prime  dae ,  le  qua- 
li nel  caso  delle  radici  eguali  di  ventavano .  una  sola>  riporteras- 
a&  r  integrale  allo  stessa  numero  di  funzioni  arbitrarie . 

Siccome  qnande  si  hanno-  due  valori  di  /3  in  «,  eguali  tra 
lora  >  se  ne  hanno  viceversa  due  eguali  di  «  in  ^ ,  perciò  or- 
dinando per  OL  r  equazione  fra  «  e  /3 ,  e  facendo  il  medesimo 
ragionamento  9  si  troverà  ohe  soddisfa  ancora  aliar  proposta  X  e- 
spressrone 

z^=  xe  ^  $  e  perciò  si  può  prendere*  anche  per  esprimere* 
una  degli  integrali  particolari  della  proposta  >  la  serie 

clie  potrebbe  egualmente  servire  a  ricompletare  T  integrale  * 

Se  i  valori  di  j3  eguali  sono  tre  di  numero  ^  moltiplicati-- 
do  r  equa^iione  (  2  )  per  i  suoi  esponenti  r  ^  dividendola  per  /9> 

diviene. 

aCC  H- ^  r/'"'')^  ^ -+• 


n{n—  i)P      ^        =0y 

e  dalla  Teorìa  dei  limiti  risulta  9  che  uno  dei  tre  Valori  egaaE 
di  |3  soddisfa  nel*  medesimo  tempo  alle  equazioni  (1)9(3)^  ed 
a  qnest'  ultima  •  Se  ora  si  moltiplica  per  y*  Y  equazione  (  i  )  t 
per  y  Y  equazione  (  a  ) ,  e  si  aggiungono  a  qnest*  ultima 
ma,  avx*emo  una  equazione  (4) 

(4)  ..-...(  A  -I-  B«  H-  ........  ^  P^')/  -+  (^ 


Oa^ H-F/"'')(%*H-aiy)^CCrH-  •    >  - 


•  •  •  *" 


^  K»     ')  (  fiY  -i-  2fiy  H- 1  )  -*-  .  . .  H* 
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ed  ùnsi  delle  radici  eguali  soddisfarà  alle  eqoazionì  (  <  )  *  (  3)  )  (  4  )  • 
Se  danqne  si  trova  per   z   una  tale  espressione ,  •  la  qua- 
le sostituita  nella  proposta ,  kt  trasiformi  nell'  equazione  (  4  )  > 
questa  sarà  un  nuovo  integrale-  particolare  .  Prendiamo  z^  ss 

y'e  y  essendo  /3  una  di  ^elle  radici  eguali  r  e  sostituiamo 

il  valore  di  z  e  delle  sue  dinerènziali  nella  proposta  >  essa  si 
cangierà  nella  equazione  (4);  sarà  perciò  una  tale  espressione 
di  z  uQ  nuovo  integrale  particolare  »  cosi  iiel  caso  di  tre  radi* 

ci  eguali  s*  avranno  f  oltre  V  espressione  a  =  e**      '  >  le  due 

espressioni  za=z ye  ^  z=y  e  ,le  quale  tutte  soddi- 

sfaranno alla  proposta  :  |3  è  dna  di  quelle  radici  eguali  ;  dunque 
invece  delle  prime  tre  serie  dell'  integrale  y.  le  quali  si  ndurceb* 
bero  ad  una  sola  ^  si  prenderanno  queste  qui 


e  r  integrale  rimarrà  completo . 

Qtaando  si  hanno  tre  Valori  *  ègoialì'  di' |^  in  «9  se  ne  han- 
no parimente  tre  eguali  di  »  in  ^,  e  perciò  ragionando  per_a 
come  per  ^  )  avremo  aaCOia'  per  sòddia&re  all'  equazione 


renziale  >  le  dne  espressioni  z^=s=xe  ^  zt^  «e.  >16 

quali  portano  le  dne  serie 


che  potranno  .e^almente  servire  per  completare  gì*  integrali  in- 
vece di  quelle  adoprate  supericM*mente  :  ma  nel  caso  di  tre  ra- 
dici eguali  si  può  avere  anche  na  altro  integrale  particolare  ol- 
tre queDi  trovati . 
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Se  dopo  avQre  «rdioata  <1'  equazioQB  secondo  le  .potenze  di 
m  t  si  moltiplicano  ,i  ^u^i  termini  per  gli  esponenti  c^c  vi  ha 
quelita  qnaadtà  >  t  si  diyide  per  4,,s'  avrà  questa  .eqaa^ipine  ( 2 V 

(a)' (Bh-C'^^D"^'-4.  ............ 


X«-r) --I 


F*"  T"  )«VH-.a(X!H-P3P 


•      •        » 


p'-V  "").•  -*•  •' .-*.  «p«-v=,o. 

Se  adesso  1*  éqna;&ioné  (  a  )  sì  ordina  secondo  le  potenze 
di  »  f\e  moltipflicando  i  di  lei  termini  per  gli  -^sponentà  che  vi  ha 
r  ^  9  <si  .divide .  per  a ,  avremo .  la  seguente  equazione  (  3  )' 

(3)' .,  .  .  C'H-aD';^-h  .  .  ...  .  H-(«  — i^J^'^'y^Vn- 


^  (  7^-^.  1  )  P'/~'  pcz  0  , 


ed  è  manifesto  che  uno  dei  valori  eguali  di  j3y  soddisfarà  nel 
medesimo  lempo  alle  t]uattTo  equazioni  (  i  )  9  (i2  )  >  (  2  )' ,  ( 3  )'  ; 
6  pei;ciò  ancora  alla  somma  dell'  .equazione  (  1  )  moltiplicata  per 
xy ,  con  r  equazione  (a)  moltiplicata ^r;;ip,  con  1'  equazio- 
ne {.*)'  njoltiplieatf  per  ^, >  :e  ^cpn  T.  equazione  X^)' *  ^^^^  <* 
questa  equazioae  '  > 

Ciosi  qualntìqne  espressione  por  s  la  qnale  sostituita  peUa  pro- 
posta la  trasformi  nell' equazione  ($ )>.  asta  un  jpiiipvo  integca- 
le  deir  equazione  proposta  :  è  fapite  vedere  che  questa  espres- 

sione  è  a  =  a?y  •  ,€  •  j  pfenfleodo  per  j3  un  dèi  valóri  egua- 
li y  poiché  sostituendo  tale,  espressione  ^  i  di  lei  differenziali  nel* 
la  proposta,  ella  si  riduce  jappunto  all' ^equazione  {5)* 

.Se^,  dunque  la  serie  che  esprime  il  valore  di  e  si 

moltiplira  pera?)/,  s^avr'à^la  serie  che  esprime  aucst' ultimo  in- 
tegrale particolare .  Sarà  faòile  vedere  come  dobbiamo  regolarci 


i 
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quando  si  abbiano  un  ntaggiòr  tiamero  di  radici  eguali  ■ 

Se  r  equazione  fosse  nel  caso  che  abbiamo  detta  al  §.  1 39 , 
vale  a  dire  fosse  resolubile  in  fattori  di  primo  ^rado  t  V  inte- 
grale >  quando  si  sono  tre  radiéi  eguali ,  sarebbe 

z  =  e''^(jc H- iy) H» e'yp^x -h iy)  -{•  e^./^"(ar h- èy ) H- 
o        y)f 

• 

che  contiene  nti  numera  /i  di  funzioni  arbitrarie  diverse.  Pas- 

tìzmo  adesso  atf  equazioni  ad  u&  più  gran  numero  di  variabili . 

§.  I4U  Sia  z  una  funzione  z  di  tre  variabili  x  ^y  ^Uj 

e  si  abbia  una  equazione  lineare  fra  z^  e  le  sue  differenziali  : 
per  integrarla  si  Seguirà  ìì  medesimo  metodo  >  di  cui  si  è  fat- 
to uso  qui  sopra . 

Prendiamo  V  equazione  del  primo  ordine 


Aj;H.B(2)H-C(g)H.E(^;)  =  o, 

nella  quale  i  coefficienti  vi  sono  supposti  costanti  \  si  faccia  %  ?=: 

e  i  ed  avremo  in  generale 

*=e  a/Jy»5e  ora  si  sostituisce   uel- 


a.  proposta  il  valore  di  2  e  dei  suoi  differenziali ,  s*  avrà  do- 

•  * 

pò  aver  diviso  per  il  fattore  comune  e  '    »  fca  le  quan- 

tità a  f^  e  y  questa  equazione 


dalla  quale  se  ne  può  determinare  una  per  le  altre  due .  Si 
prenda  il  valore  di  y  >  e  sarà 


Y  —  f  «  —  -§  j5  »  OTvero  (  facendo  ~  ~ 


B  z  C  N 
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y  =z  a  -^  hcf^  c^i  sos^itacjado  questo  valpr^  iijbJI*  espressane 

■ 

di  z  >  .avremo 

z  =  e  1  cae  51  nuacc  -a 

j;  =  e  .e    : 

per  mezzo  d'  alcuno  dei  dae  metodi  citati  al  §•  137  ^  si  potrà 

dimostrare  che  alla  quantità  e  *  ^^9   nella   qnale 

a  y  |3  sono  costanti  indeterminate  1  può  sempre  sostìtoirsi  una  fan- 
zione  arbitraria 

(f>{x  ^  bu^y  ^  cu)  delle  qaantitk  cs  ^bu^y  ^cui  danqnc 

avremo 


é4f 


;gj  =r  e    (p{x,^,buyy  ^  cu)  .  là  integrale  pertanto  potrà  es- 
sere completato  con  una  funzione  arbitraria ,  ovvero  con  tre  co- 

stanti  arbitrane  ^  giacche  1  espressione  e  può 

ancora  moltiplicarsi  pjer  una  costante  arbitraria  C. 

,Sp  in  vece  di  determinare  y  1  avessimo  preso  il  valore  di 
^  o  di  tf  >  avremmo  avuto 

g       jf^    ^    é^ 

m=sJLy  —  ^^  —  4»  ^  ragionando  per  ciascnna  di  .queste  co-* 

me  si  è  fatto  per  y  ,  sì  avtjBbbero  altre  due  forQie  dell'  iute-* 
graie  conipleto 

z  =  e    *    (p\y  --^xyu^^fxi)i 

ma  queste  tre  espressioni  di  z^  quantunque  in  apparenza  diver- 
se 9  sono  però  in  sostanza  la  medesima .  Infatti  se  alla  funziona 
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arbitraria  (p  dell*  integrale  completo  >  trovato  sopra ,  si  dà  que- 
sta forma 

.^(«H-6«^»>H- Ck)= r-jj . ^ ,  che    è 

sempre  una  fanzione  ,di  x  »^  bu,  e  di  ^  -4-  cm  ,  avrem© 

SU  i  I 

Z  5*  e     p(«H.6l^,>-»-CW)— 


•«■-^■^ 


4(j'-«-«) 


e    '   p'{x  -^^-y  yu  ^  -y)i  che  è  la  seconda  forma  dell* in- 
tegrale  Completo  :  cosi  facendo 


p(«-f-6M)j'H-CK)  gg    ■■'  -1  1 ,  s'avrà 

moltiplicando  per  .e'  »  e  ridocendo 

3  =  e        ^"  (  -J  a?  -H  K  >  J'  —  T  *  )  >  *^  -^  ^*  *®'^*  forma  dell* 
integrale . 

§•  142*  Per  generalizzare  il  nostro  metodo^  prendiamo  ad 
integi'are  nna  equazione  del  terzo  oi-dine  ;  «  ciò  che  si  diià  di 
questa ,  servirà  di  norma  per  gli  ordini  «nperiori.  Una  tale  equa- 
zione ha  generalmente  questa  forma 
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AaH-BCg) 


it 


H-B-Cg) 


e  (^^) 


rf'e 


F  (t-Ì.)  H- 


i/jrd» 


iTs 


P(ffJ-)- 


l/lV^^ 


n  ( 

'        <;»2        N 

■  ■    W'             1 

^     dx*     > 

D'  ( 

■     d**     N 

ii>^      1 

'  dx^dy  ^ 

D"  ( 

f         d't         X 

A-J      \ 

^  dxdy*  f 

D"'i 

r  ****  ^ 

JL^       ! 

^     dy*     ^ 

H   1 

r    d'«    \ 

J  *            ! 

*•  dx'dit  { 

[    ^'     ) 

H"  ( 

r  ''*  '^ 

jfc  *■     1 

^  -/»»  J 

Q  ( 

r  y**'»     'J 

'^  i/«i/»«rjf  ' 

<?( 

r      il»«!      > 

^  du^dy  ^ 

Q"( 

r.       l/'«       N 

^   d»dy*   ^ 

\ 


\ 


Q 


Se  si  fa  2  =  e  ,  e  si  sostituisce  it  valore  di  2; ,  e 

delle  sue  differenziali  parziali  in  g^uesta  equazione  >  s' avrà ,  do- 
po averla  ridotta  >. 
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G"^*  -h  D"«^' 


D'"^' 


^  Ey  H-  Fy»  -*-  H«V     1 


Fy  H-  H'«y' 


H'V^ 


Ppy  H-  QrP« 


^ 


0. 


gy'^ 


l//         /^l 


Quando  il  primo  membro  di  questa  equazrone  in  a /j3  ,  €  y  po- 
trà risolversi  in  tre  fattori  di  primo  grado ,  di  modo  che  sarà 
eguale  a  questo  prodotto 


a  a 


è'V  —  e"  )  (  i3 


a  » 


y  —  e   ) 

avremo  allora  per  fi  questi  tre  valori 
=:  a  et  ^  b  y  -Hc 

«  quindi  per  z  queste  tre  espressioni  diverse 
*>  =  e  .  e 

«(*-»-  tf"^  )•+  y  (»-+*">  )      r'> 

—  e  .e 

*(*-*■  «">  )  -<-  y  (  «  •+  *'"*  )      c"'y 

—  e  ..e      , 

ciascuna   delle  quali  dà  un  integrale  particolare,  che  contiene 
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una  fanzioae  arbitraria  ;  la  lora  somma  darà  dunque  V  integrale 
completo  della  proposta  >  che  sarà 

^'  >  ^''  ^  ^'^^  rappresentano  le  tre  funzioni  arbitrarie  diverse . 

In  generale  i  valori  di  ^  non  %\  possono  esprìmere  che  in 
funzioni  irrazionali  delle  indeterminate  a  e  y  ;  siano  dunc^^ne  M , 
M' ,  M"^  i  tre  valoii  di  ^ ,  ed  avremo  allora  per  z  queste  tre 
espressioni 

2;=  e  9 

a*  -f  M'>  •+  y«r 
«  =  e  r 

le  quali  si  possono  ancora!  considerare  moltiplicate  per  ut»  co- 
stante arbitraria  »  ed  allora;  sommandole  ^  avrà  per  x  questa  e- 
spressione  di  tre  termini 


:&  =  Ce  .e     -^L^e  .e-hCe  .e*^, 

in  cui  si  trovano  nove  costanti  arbitrarie  diverse  ;:  poiché  le  in- 
determinate a  yy  d*  un  termine  y  possono  essere  diverse  da  quel- 
le di  un  altro  ^  ma  se  si  vorranno  introdurre  le  tre  funzioni  ar- 
bitrarie f  ridurremo  la  quantità  e  ^  ìa  una  serie  secondo  le  pò* 
tenze  di  ir  e  7  >  e  se  si  suppone  che  un  termine  di  questa  se- 

rie  sìa  '^»  y  y  essendo  m ,  n  n\imerì  interi  positivi  qualunque  % 

avremo  nella  e^ressione  dì  z  il  termine  Fé  .  a  y  ,  il 

quale ,  facendo 

=  ^(« ,  m)  >  è  ^{J——-^^  '  Se  poi  i  numeri  m 

^     .   dx    du         ^ 

ed  n  fossero  tutti  e  due  negativi,  allora  neir espressione  della 


e 
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z ,  vi  sarà  il  termine  Pe**     ^* .  -^^ ,  che  nella  detta  soppesi- 

zione  >  diviene 

Vfdxfdx fdxfduf  .......  fp{%  ^u)dur 

prendendo  m  segni  sommatorj  rapporto  ad  a;  1  ed  /e  segni  rap- 
porto ad  ZA  ;  e  se  dei  due  numeri  m^n  uno  è  positivo  >  Y  al- 
tro negativo  »  cioè  se  no  termine  dair  espressione  è  Pe  '    ^*  X 

*■■■  fli         4B 

a      r  >  si  potrà  mettere  neir  integrale 

Vfdx/dx/ fdx{2')r 

essendo  m  di  nomerò  i  segni  sommatorj  :  cosi  la  serie  che  e- 

sprime  il  valore  di  e  .e      introdurrà  una  fanziond  arbi- 

traria .  Doe  altre  funzioni  arbitrarie  introdurranno  le  serie  che 
esprimono  i  valori  degli  altri  due  termini  dell'  integrale  9  ea  in 
questa  guisa  Y  integrale  completo  sarà  dato  in  serie  y  e  conter- 
rà tre  funzioni  arbitrarie  * 

Abbiamo  neir  equazione  superiore  supposto  nullo  il  secon- 
do membro  :  esso  però  potrebbe  essere  di  questa  forma  X  h- 
Y  H-  U  ,  essendo  X  ,  Y ,  U  respettive  funzioni  delle  variabili 
oc yy  ^u:  io  tal  caso  s*^ aggiungerebbe  all'  integrale  che  abbiam 
trovato  )  la  quantità  ci)   h*  w'   H*  oa*^  y  essendo  oa  9  ca   ^  u)''    re- 

^  y  M.  ^      y        ^ 

spetti  ve  funzioni  di  jkt  9  di  y ,  e  di  z£  da  determinarsi .  Avremo 
per  determinare  ciascuna  di  esse  9  una  di  quelle  equazioni  dif- 
ferenziali delle  quali  abbiamo  parlato  al  Capitolo  antecedente  • 

Sia  proposta  per  esempio  T equazione  c*(0)  =  (^)  che 
è  1^  equazione  alle  corde  vibranti  di  uniforme  densità  •  Fren- 
dendo  «  per  y,  ed  y  per  f ,  essa  diverrà  c'(0)  =  (^) ,  la 

qaale  paragonata  con  Teqnazione  del  §.  13$»  ci  dà  questa  e- 
quizione  da  risolversi  cV  =  j5* ,  da  cui  si  ricava  j3  =  =t  c«  ; 
r  integrale  completo  sarà  dunque 

z  =  ^(o?  -j-  cy)  H-  ?>'(*  —  ^>)>  *  perciò  rimettendo  y  per  z , 
e  t  per  y  ,  avremo 
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y  =  <f>{x  ^  et)  ^  <p'{x  —  et);  le  caratteristiche  ^  ,  p'  deno- 
tano dae  funzioni  arbitrarie . 

Si  proponga  da  integrarsi  un*  altra  equazione 


Se  si  fa  z 


4^' 


d^z 


3(5) -(^^H-r^) 


mx 


ny 


ftx-i-fiy 


z    ,  avremo  fra  a  e  fi  Te- 

'9 


qu  azione 

questi  due  fattori  ^  - 
p  =  2«  -+  I  ,  p  =  2 
le  due  equazioni 


3»  —  aa*  =  o  ,  la  qiiale  si  scioglie  in 
2«  —  ijP-ha  —  2,  che  ci  danno 
■a  ;  per  determinare  z' ,  z"  5'  avrauflo 


^^'-^3(-^) 


il»»' 


£^)-.^(7Ì^) 


az 


fr 


)-<■•  (4S:) 


mx  ^ 


ny'  t 


dalle  quali  ricaviamo  (  Gap.  III.  ) 


z' 


-e"' fi'  ^  'dx 


f-ft 


dx 


2 


'/ 


Jf  rJ 


2»  =  e  /e  àyf^  dy  .  L*  integrale  completo  della  proposta ,  sa- 


rà  dunque 


?>(  »  H-  a^  )  e'  H-  ^'(  a?  -->'  )  e''^ 


I    3*  ^      «     . 
4-^   /e     *   c?«X 


y^^dx^e'/e'dyr^dy. 


§  143.  Una  equazione  a  differenze  parziali  sì  considera  dai 
Geometri  come  integrata ,  allorché  la  di  lei  integrazione  si  fa 
dipendere  da  quella  di  una  equazione  a  differenziali  ordinarie. 
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Ciò  premesso  sia  proposta  da  integrarsi  V  equazione 


Az-^B(^^)-^C(^/)-^- ^P(_^)>| 

I 

I 

I 

I 

nella  quale  i  coefficienti  e  il  secondo  membro  X    si  suppongo- 
no funzioni  date  della  variabile  x  .  Per  riuscire  in  questa  ricer- 

ca,  supponiamo  z=:  uè     ^  z    ^  essendo  u  e  z^    funzioni  di  x 

X  X 

da  determinarsi ,  e  p  una  costante  indeterminata .  Sostituendo  il 
valore  di  z  e  dei  suoi  differenziali  nella  proposta  >  s'  avrà 

{(Ah-B'^h-C'j3'h- h-P^''V'')^h-(Bh-C^-h 


•  •  • 


p"~'y~')(f:)-t-(c-^ 


dx 


P""*V-")  (.^t)  -1- -*•  P-  (.?.)>  «''  -H 


Se  adesso  supponiamo 

(■) A»'  H-B(^)H-C(4i')-^ ^P.(0)  =  X. 


dx^      '         ^  dx*  ^  ^dx' 

si  determinerà  js'    per  mezzo  di  questa  equazione ,  e  s'  avrà  per 

u  una  equazione  di  questa  forma 

(2) «"-t'6.(g)-i.c.(g)H- H.p.(^.)  =  o: 
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r  integrale  danqae  della  proposta  dipende  dall'  integrazione  del- 
le due  equazioni  (  i  )  ,  (  a  )  differenziali  lineari  a.  coefficienti  va- 
riabili . 

Se  peir  equazione  non  vi  fossero  >  rapporto  all'  a? ,  altre  che 

le  differenziali  prime  (g),(^)  ec. ,  (^-^^),  se  cioè  l'e- 
quazione fosse 

Aa-^.B^(?)-^G^(4^)-^- ^P^*^    (     ^''     ) 

H.  B  .(  ^  )  -f  C  .(#*-?.)  -*- -4-  P^*"' V  -J-^—  )  ì 

^dx'  ^.dxdy'  ^dxdy'-*n 

allora  facendo  eguali  a  zero  i  coefficienti  delle  differenziali  che 
mancano  >  questa  equazione  .dipenderebbe  .dall'  integrazione  del- 
le due 

Aa'H-B.(g)  =  X 

(A  H-  B'.p ^  C".j8'  H- ^P^"\^'')  MH-  (B^C.^H- . .  - . 

H-P        'fi      K^)  =  o> 

t 

le  quali  essendo  djel  prkno  ordine  9  possono  .ambedue  integrarsi 
completamente  • 

Al  Gap.  ni.  §.  126.  si  ha  la  formula  per  1^  integrale  jdeire- 
quazioni  lineari  jdel  primo  ordine  a  coefficienti  variabili . 

Paragonando  le  nostre  equazioni  jcon  quella  formulir  9  ab- 
biamo per  z^'  quest'  espressionp 

(E'h-/c         '-gdx),  e  per  u 


B 

B-fC'.j8-<- -fP<*~'\/8' 


r  integrale  dunque  della  proposta ,  sarà 
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^'   *  z'  =  EU 


<?  •  (E'  -i-/e  .  —dot)  .  Itt  questa,  .espressione  la 

qnantkà  /3  rimane  indeterminata  ;  e  le  £ ,  E'  sono  due  costanti 
arbitrarie  . 

Se  si  riducesse  in  5crie  ordinata  secondo  le  potenze  di  /3 , 
la  quantità 

m 

A-t-B./QH- H-P'"\<3'' 

^B-+C'./3-+ ^P^"-'\^"-'    * 

Ee  .    )  ^  questa  serie  si  suppones- 

se rappresentata  da  T  -i-  T'jS  h-  T"i3*  -i-  ec.  (  essendo  T ,  T' , 
T"  ec- ,  funzioni  conosciute  dì  a?  ) ,  avremmo  così  espresso  il 
valore  di  z 

z  =  Te^'  ^  T'p/'  H-  TYe^'  h-  ec.  ^  e"^^  "  (  E'  h- 


•    •     rf 


Z^*/* 


B  X 


^    Poniamo  ora  ^  (jy)  per  /' ,  (^^)  per  e'^'^p ,  i^f^) 
per  e    ^*  ec. ,  ed  avremo 


-r^j* 


T^(.y)  -t^T'C^)-!.  T"(i:|i^)  H.  ecH.  e  (E 


/èdx 


questa  formula  rappresenterà  T  integrale  della  proposta^  correda- 
to di  una  funzione  arbitraria  p{y)'  Perchè  tale  espressione  di 
z  potesse  dirsi  V  integrale  completo  9  dovrebbe  secondo  le  idee 
ricevute  dai  Geometri  contenere  un  numero  n  di  funzioni  ar- 
bitrarie.  Si  veda  il  Gap.  IL  §.122. 

Tom.  IL  Fff 
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Si  abbia  da  integrare  Y  equazione  del  primo  ordine 


A^-^B.(^^)-^-B^(g)  =  X. 


Paragonando  qnesta  equazione  con  la  superiore  (F),  avre- 
mo il  di  lei  integrale  rappresentato  da 

2;  =  e^.E.e  H-e  fé        .^dx,  essendo  X' = 

— f^dx,  e  X''  =  — f^dx.  Sarà  pertanta 

z  =  e    .E. e  H-e   fé        j^^*  Ora  al  §.  137.  abbia- 

mo   veduto  che  si  può  prendere  (p{y)   per  e    ,  ed  in  conse- 

guenza  Ep^y  ^X")  per  E. e    ^  ,  dunque  l'integrale  cam- 

pleto  sarà 

2;  =  Ee  ^  (j^  H-  X'')  H-  ^  y*^       .-^  cix  • 

La  costante  E  può  considerarsi  contenuta  entro  la  funzione  ar- 
bitraria . 

Sia  ora  da  integrarsi  Y  equazione  del  secondo  ordine 

Paragonata  qnesta  equazione  con  quella  (  F  )  >  avremo  A  = 
—  3»' ,  B  =  a?' ,  B'  =  — -  307 ,  C  =  ic* ,  X  =  o  ,  e  tutti  gli 
altri  coefficienti  saranno  zero .  Si  avrà  pertanto 

3  =  Ee  .  e    ;  ed  integrando 


5  =  E .  e  •  ^    >  cioè 

z,  =>  Ex'e  ^  H-  E .  a?'e  '''  (3  e  quindi 
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^,  144.  Andiamo  adesso  a  yederc  una  forma  generale  d'e- 
qnaziorii  a  coefficienti  variabili,  funzioni  delle  due  variabili  x 
e  y  ì  le  quali  sono  suscettibili  d'una  integrazione  completa.  Noi 
trattereino  una  equazione  del  terzo  ordine ,  avvertendo  chd  il 
n.erodo  che  useremo  per  questa,  sarà  adattabile  ancora  all'equa- 
zione degli  órdini  superiori .  5ia  pertanto  proposta  l' equazione . 


dx^  ^x^  dx 

dz  \      .    .r^'^..  f   d^z  N      ,    TI'    »_    /     d^z 


-f  B>  (  g  )  -*  C'xr  (  ,^  )  ^  DV^  (  ^  ) 


D-y  (4>)  ; 


nella  quale  A  ,  B ,  G  ec.  sono  quantità  costanti  . 


fX    1$ 


Facciamo  2  =  Ea?  j/  y  essendo  E  ,  to  ,  72  quantità  costanti 
da  determinarsi .  Sostituendo  il  valore  di  z  e  delle  sue  difFcren- 


m  n 


^iali  parziali ,  e  dividendo  per  "Ex  y  ^  avremo 


Bm  H-  i^m {m  —  1  )  H-  ^tìi  ( m 
B'/z  H*  Cmn  H*  D'm  (  m 

C'72  (72  —  i  )  H-  D'Vz  (  n 

D'"/2  (  72 


o  : 


la  costante  E  rimane  indeterminata,  e  parimente  riracane  indeter- 
minata una  delle  due  costanti  m ,  n  fra  le  quali  vi  è  nn'  equa- 
zione algebraica  del  terzo  grado . 

Siano  N,N^-,N"  i  tre  valori  di  m  dati  per  72,  ed  avre- 
mo per  z  queste  tre  espressioni 

Ora  la  proposta  equacione  essendo  lineare,   soddisfarà   ad 
essa  anche  la  somaia  di  quelle  tre  espressioni ,  ed  avremo     . . 
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nella  quale  E ,  E' ,  E"  sono  tre  costanti  arbitrarie  ;   la   quantità 
71  è  anche  arbitraria  e  può  prendersi  diversa  in  ciascun  termine. 

Snpponiamo  ora  che  B'  :=  B  i  G'  =  aC  ;  C"  =  C  ;  D'  = 

3D  i  D"  =  3D  ;  D"  =  D  i  r  equazione  da  integrarsi  diverrà 

C(«*(i?-)-<-*«y(^^)-f/(|?)) 

m 

0  r  equazione  algebraica  tra  m  ed  n  sarà 


AH-B(mH-»)-+'C(7n(TO  —  i)h-  2nm^  n{n —  1)) 

Se  quest'  equazione  risoluta  nei  suoi  fattori  è         .  • 
{m  —  gn  ' — 7/.)  (ra  —  gn  —  li)  {m  —  g''n  —  K')  =  o  , 
avremo  per  rappresentare  z ,  V  espressione  seguente 

rr  =z  X  {x y)  .  Ih^  X   {x  y)  .  ^  ^  X    (x  y)  .E  . 

In  questo  caso  però  le  costanti  E ,  K,  E"  possono  sappor- 

?:  funzioni  di  —  .  L'  integrale  allora  è  completato  con  tre  fun-^ 

eìoni  arbitrarie:  infatti  fatta  E  =  ^(^)>  ÌD  sostituiti  i  differen- 
ziali di  z  neir  equazione ,  si  trova  che  i  coefficieoti  delle  diffe- 
renziali di  E  si  elidono  da  se  medesimi ,  e  tutto  passa  come  se 
la  £  £o3SG  costante .  Per  convincersene  >  osserviamo  che  fatts 
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X  y  ^(  — )>  e  supposto 

•r 


dp  («)  =  p'  ^(0)  {{%)dx  H-  0dy} 
si  ba  (  scrivendo  <f>  per  <p{—)  ec.  ) , 

,    di    \  m  —  ln  .  m  »  —  \      , 


(  -j-^  )  =  m{m.  —  1  )x        y  -^-t.  ^mx        y        .  ^'  h-  •  •  • 


X  y         .p^ 

{J^)  —  nxy       .p  —  nx       y       p 

^^^^^^—^^'^y     .?»  — 2(«— i)cc    jr   ^f 

«    ^    'P  t 

{^)=zmnx       y        .p--mxy        ^<f>  ^{n-^  i)x  y      x 

^  —  ^      y      .^  • 

ec.     ec- 

Se  ora  i  valori  di  questi  difFereuziali  si  sostituiscono  nella 
proposta  ,  avremo  la  stessa  equazione  che  iial  caso  di  E  costan- 
te 9  ma  nel  di  lei  primo  membro  vi  saranno  di  piii  i  termini 
seguenti 

\x        y        .p'  —  a?         y        .py^^Li^^^mx       y      -^  H* 

w-^2i»  —  3      //  wH-r»  —  I      ,  w-4-3»  —  a      '/ 

X        y        .p    —  o^mx        y        .<p  —  ^x        y        .  ^    H- 
2\^n  —  i  )  X        y         .  p   ^{*  X         y     ^  -P    —  2  [  n  . — • 


t)x       y       .^}H-D{ec.}, 
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* 

ed   è  evidente  che  questi  termini  s'annullano  da  se  medesimi; 
r  integrale  dunque  completo  della  proposta  sarà 

2^  =  0?  .y  -f  (y)H-a?  .y  .(f>  (y)H-A?  .y  .p  (j), 

essendo  (f>  ^  p'  ^  <p"  tre  funzioni  arbitrarie  diverse  . 

§.  115.  Noi  abbiamo  supposto  nullo  jl  secondo  membro  deir 
equazione  integrata  al  ^.antecedente.  Sia  questo  una  funzione 

di  a?  e  di  j  ,  cioè  ^{x  ^y)  .  Ponendo  —  .y  invece  di  x  j,  essa 

diverrà   una  funzione  di  —  e   di  j,   prenderà  cioè  la   forma 

«ir 

Per  integrare  allora  T  equazione ,  si  faccia 


m    n 


z=^  X  y  ^(-^)H-Y^  essendo  Y  una  funzione  incognita  ^i  y^ 

e  sostituendo  questo  valore  nella  proposta^  avremo  per  deter- 
minare Y  I  quest'  equaziooe 


AYH-B;(^)-f-CyV(-^/)-f-Dy(|f)==F(J,j.): 

» 

per  integrarla  considereremo  la  quantità  — ,  che  sì  trova  in  F, 

come  costante  (  poiché  i  di  lei  differenziali  sostituiti  nell'  equa- 
zione proposta  si  distruggono  da  se  medesimi  ) ,  e  trovato  il  va- 
lore di  Y ,  lo  aggiungeremo  all'  integrale  ottenuto  neir  ante- 
cedente §. 

Se  i  coefficienti  A^B^C  ^ec.    fossero  funzioni  di  —,  gVin- 

tegrali  avrebbero  la  stessa  forma;  poiché  quantunque  T  equazio- 
ne che  allora  determina  ot,  abbia  i  coefficienti  vaxiabilì ,  e  dia 

perciò  VI  eguale  ad  una  funzione  di  ^- ,  pure  questo  valore  di 

m  h  come  se  fosse  costante,  giac-chè  i  di  lui  diff^^renziali  mol- 
tiplicati per  i  coefficienti  tklla  proposta  s'annullano  da  se  stessi. 
.  Sarà  facile  persuadersene  prendendo  le  differenziali  di 
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z  ^=  X         y  'p(  —  )i  i^^  {unzìoùù  f(-^}  esprime  il  valore  di 

772  che  è  dato  dall*  equazione  fra  m  eà  n  )f  imperocché  i  ter- 
mini ,  ove  si  trovano  le  differenziali  di  ^  e  di  p ,  si  annulle- 
ranno da  se  medesime  . 

Quando  il  seconda  membra  diviene  una  funzione  qualun- 
que ù  {x  yjr)  di  X  e  dij^,edi  coefficienti  funzioni  qualunque 

F'(  — ),  F"(  — )  ee. ,  di  —,  T  equazione  del  §.  antecedente  pren- 
de  la  forma 

«(x,jK)  =  F(^)zH-F-(^){«(g)H-:y(g)>-».P-'(i) 
{«'(g)-h^x^(,^;)H-/(^)>H-r"'(^){»=(^:) 

ed  il  sua  integrale  completo  è 

/(y)    ,                    fif)    ,                     f"(~) 
z  =  x         ./^(-)H-»  'yp'i-)'\-x  X 

y 

le  ìotterefyfjf"  indicano  tre  funzioni  di  ^  che  esprimono  i 

tre  valori  di  m^  dati  dall'  equazione  fra  m  ed  n^  che  è  del  ter- 
za grado.  Le  funzioni  (p  j  <f>\  p'\  come  pure  la  /z,  dipendono 
dal  nostro  arbitrio .  La  Y  è  data  da  quest*  equazione 

F(^)Y  ^  F'(|)j.(§)  -1-  F"(i)/(^)  -f  F"'(f)X 


^fd*Y\  Kf  X 


k_ 


siccome  la  quantità  n  che  trovasi  nell*  integrale ,  resta  indeter- 
minata ,  perciò  possiam  semplicizzarlo  col  supporla  nulla  :  facen- 
do allora  «  =  o  ^'  equazione  la  quale  determina  m  >  diverrà 


N 
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Ah- BmH-Cm(»z— I)-^Dztt(OT  — .  i)(772  —  3)  ==0,    * 
ed  il  valore  <K  z  sarà 

f(j) 
2;  r=  a?         .  ^  (  —  )  H-  eo.  'H-  Y . 

E'  chiaro  che  il  metodo  medesimo  si  estende  anche  agli  or- 
dini superiori  :  e  si  può  dunque  concludere  che  sarà  sempre  com- 
pletamente integrabile  una  equazione  a  differenziali  parziali  dell' 
ordine  n  a  coefficienti  '  variabili  ;  purché  questi  segnano  la  leg- 
ge dei  coefficienti  di  quella  di  terzo  ordine  qui  sopra  integra- 
ta ;  cioè  la  fila  delle  differenziali  n"""'  sia 

Per  ferne  una  applicazione ,  abbiasi  da  integrare  1'  equazione 
»^  -  ai  a  -^  (  _  (a  H-  .  )^  H-  .  )  (4:(1')m.^(|)) 

la  quale  è  del  secondo  ordine ,  e  conduce  perciò  alla  risoluzio- 
ne di  una  equazione  del  secondo  grado 

A  H-  Bto  H-  Cm  (  OT  -^  I  )  =  o  .  .Ora  A  =  ^  ^ ,     ^ 

•"  —  '  —  i^r^  ^)ji  C=  i;   avremo'  dunque  per  determi- 
nare m  , 

^j:       (oh-  i)ym^m*  =  o,  dalla  quale  si  ricava  m  = 
-- ,  m  =  a  —  ;  perciò  1*  integrale  completo  satk 

z  =  a;  .  ^(il)  H-  cr  ''  .^'(^)  H-  Y.  La  quantità  Y  è  data  da 
questa  equazione  lineare  %. 
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«,^-YH-(i-(«H-l)f);'(f)H-/(^)  =  ^./,       ■ 

la  quale  «deve  integrarsi  supponendo  r^  .una  quantità   costante. 
L' integrale  di  questa  /equazione  ci  è  data  dalle  formule  del 

Si  tratterebbero  con  i  medesimi  metodi  l'equazioni  ad  nn 
più  gran  numero  di  variabili .  Non  ce  ne  occuperemo  di  più . 

S.  146.  Ancota  T  equazione 

hz  H.  B  {ax  H-  ij')/g)  H-  C  (a*  H-  h)\i:^)  H-  ce 


Cr'(a^^òy)'(-g5.)H..ec.j 


ammette  nn  integrale  >  ma  non  completato  da  una  funzione  ar- 
bitraria ;  almeno  facendo  uso  del  jnetodo  seguente . 


Sia  z  ==  E  (  a«  H-  ^J'  )  ;  sostituendo  il  valore  di  jb  e  delljB 
sue  differenziali  parziali  nella  equazione  proposta ,  e  dividendo- 

é  ___ 

la  per  E  (  ax  -j-  hy  )" ,  avremo 
A  -4-  Boto  h-  Cot  im  — 

•       ■  •     •  •        ^ 

•^  ^Tìih  •4*  C'ot  (to  — 

ovvero 

A  -^  (  Ba  -f.  B'i)j72  -i-  (  CaV-H  C'a6  H-  Ci'  )n2(  to  ?-  O  <->♦ 
ec.  =  o . 

Per  mezzo  di  qnesta  equazione  jdetermineremo  m ,  ed  avre- 
mo per  772  tanti  valori  particolari ,  quanto  è  il  grado  di  queir  e- 
quazione  ;  ciascuno  di  quei  valori  particplari  ci  darà  un'  espresf 
fione  di  z ,  è  la  somma  di  tutte  queste  espressioni  gara  il  va- 

Tom.  Il  Ggg 
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lore  di  z  che  soddisfarà  alla  proposta .  Quest'  equazione  è  sta- 
ta integi'ata  la  prima  volta  dal  Sig.  La -Place  (  Atti  di  Pari- 
se *775  )•     . 

Quando  i  coefficienti  delle  equazioni  lineari  a  differenziali 

parziali  sono  funzioni  qualunque  delle  variabili  x ^y  ^  i  metodi 
spiegati  non  bastano  per  trovarne  gli  integrali  ;  e  siccome  que- 
sta ricerca  dimar.da  delle  nozioni  Sopra  V  integrazione  dell'  e- 
quazioni  non  lineari ,  così  non  possiamo  trattarla  adesso . 

§  147  Terminiamo  questo  Capitolo  con  dir  qualche  cosa  del 
caso  ^  nel  quale  sono  date  piiì  equazioni  lineari  a  differenziali 
parziali^  fra  piii  funzioni  ZyU  ec.  delle  variabili  x^y. 

Si  abbiano  queste  due  equazioni  a  coefficienti  costanti 

A*-|-B(^)M.G(è 


A'«-».F(^) 


az 


a-«-»-6'(5)-H-c'(^)j 

tra  le  funzioni  z^u,  e  le  loro  differenziali  parziaif.. 

Facciamo  a  =  e  ,  tt-=sL.e-  -      ,  esseada  lj,«,p 

costanti  da  determinarsi . 

Sostituendo  e  dividendo  per  e         ''',  abbiamo 


A 

H-  B«  • 

+  c^ 

L(A' 

H-Ba- 

r 

•              • 

a 

-f.6»H-c^    *) 

L(a' 

•^b'aH 

.c'^)f 

o. 


dalle   quali  elimiricrerao  la  L ,  e  troveremo  allora  fra   *  e  p 
un' equazione  !  algebraica  del  secóndo  grado. 

Sia  /3  =  M  una  radice  -di  quell*  equazione ,  la  quale  ci  dia 
h  =  N  :  saranno  M  }  N  due  fuazioni  conosciute  di  a  >  ed  avremo 
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M-^Wy,    ,,_Tcr     **-*■»*> 

Riduciamo  «io  sene  ordinate  per  «  le  9;aaati;tà 

e^'  )  Ne  ^  ,  e  supponiamo 

e**^     =  T  H-  T'»  -4^  TV  H-  T'"«'  h-«g. 

Ne^-^  ==  V  -4.  V:«  H'  VV  ^  V"V'  -*•  ec.: 
avremo  allora 

2;  =  Te     H-Te    «-j-xe    «H-Te    «'H-ec. 
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tt  =x  Ve     -H  Ve   i8  -t-  V  e   ».  •^W  e   *'  -i-  ec. 

01JV  *  • 

ed  introducendo  per  e      ana  funzione  arbitraria  >  sarà 
5;  =  T^(a?) -H  T'(^)H- r(^^)  H-ec. 

«=:V^(a;)H-V'{^)H-V''(^)-4-ea 

Questi  valori  di  z  >  z^  soddisfanno  all'  equazioni  proposte . 

L'  altra  radice  ci  darebbe  dne  simili  espressioni  per  z  e 
per  z^ ,  e  si  potrebbero  anche  prendere  le  somme  di  queste  con 
le  ritrovate ,  per  averne  in  qnesta  guisa  i  valori  di  2  .e  di  z^ 
con  due  funzioni  arbitrarie .  Si  vede  come  dovremmo  fare  per 
le  equazioni  degli  ordini  superiori . 

Quando  i  coefficienti  sono  funzioni  variabili  vii  metodo  che 
abbiamo  insegnato  >  non  basta  :  e  bisogna  allora  eliminare  per 
mezzo  deir  equazioni  proposte  tutte  le  funzioni  z^u  ec. ,  ^^ 
lio  una  9  ed  integrare  infine  V  equazione  a  differenziali  |)arzia« 
li  )  la  quale  contiene  la  funzione  non  eliminata .  Questa  equa- 
zione sarà  di  un  ordine  più  elevato  delle  proposte  ;  imperoc- 
ché 9  generalmente  parlando  >  avrem  bisogno  di  ricavare  da  que- 
ste >  per  mezzo  della  differenziazione  9  altre  equazioni  9  onde  ot« 
tenere  queir  eliminazione  medesima .  Siccome  questo  metodo  è 
comune  anche  air  equazioni  non  lineari  9  per  questo  ne  parle- 
remo nei  Capitoli  seguenti . 
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I 

Delle  Curve-  a  doppia  Curvatura  r 
e  delle  Superficie  Curve . 


P 

N*.  I.  JL  er  quanto*  la  dottrfna-  delle  Cnrve  a  doppia  Cor- 
vatnra  e  delle  Superfìcie  r  in  ciò  che  riguarda  V  applicaznone  ad 
esse  dèir  Algebra  r  apparteuga  direttameote  a  quel  ramo  di  Aoa*^ 
lisi  chiamato  Introduzione'  alla  Matematica  Sublime  y  purc^ 
ha  determinata  di  farne*  parola  ^  e  perchè  queste-  debbooa  for«^ 
mare  una  parte  del  mio  insegnamento  e  perchè  stimo-  utile  per 
i  Lettori_di^  questo*  Libro  presentare  alcune  cognizfoor  cBe  a: 
quelle  appartengono  nell*  aspetta  che  può  ad  essi  in-  seguito-  ab^ 
bisc^nare . 

II  principio  o  Y  assioma  analitico  il  quaTe  serve  come  df 
prima  pietra  air  Edifizio  dell'  applicazione  del  Calcolo  alle  cur- 
ve, è  il  seguente  M  Due  quantità  le  quali  son  costanti  insieme 
jj  e  variabili  insieme,  sona  necessariamente  F  una  funzione  deiral- 
yr  tra  ir  cioè  se-  si  hanno»  due  quantità  tali ,  che  una  è  ih  varia- 
bili$  finché'  Y  altra  non  soffia  alcun  cangiamento  ^  e  varia  allor- 
ché la  seconda  iu  qualche  modo^  si  cambia  y  debbano  essere  di 
ocbessìtà  runa  funzione  dell' altra  ;  infatti  esse  dipendono  allo- 
ti  in  qualche  modo  V  una  dair  altra ,  ed  analiticamente*  parla nda^ 
questa  rapporto  si  esprime  col  dire  V  una  è  funzione  delV  altra. 

Per  poca  che  si  consideri  una  curva  descritta  in  un  pianai 
ad  un  punto  della  quale  siano  condotte  le  due  coordinate  x^y^ 
si  vedrà  che  queste  quantità  x^y  sona  costanti  insieme  e  va- 
riabili insieme  1  che  cioè  rimanendo  sempie  la  stessa  ascissa  ar> 
r  ordinata  anche  rimane  la  stessa,  e  che  variando*  la  Xr  si  va- 
ria anche  subito  la  y  :  ne  concludercma  aHora  che  in  una  cur- 
va qualun((ue,  V  ordinata  è  una  certa  funzione  dell*  ascissa  y  o  vi- 
ceversa r  ascissa  è  una  certa  funzione  delT  ordinata  ;  così  per 
y  =^  q>{x)^  ovvero  a?  =  Y(^)  rappresenteremo  analiticamenta 


qnalanqne  curva  piana  ;  la  natura  poi  dells  finizione  che  egaa* 
glia  r  ordinata  o  V  ascissa,  «ara  determintta  a  dàlia  genesi  stes- 
sa, onde  ve ' formata  la  c«rva,  o  dalla  dipendenza  che  costante- 
mente deve  regnare  tra  le  due  coordinate  corrispondenti  a  qualun- 
que di  lei  puntO' .  Io  non  mi  fermo  a  considerare  le  tìurve  pia- 
ne ;  e  sola  rammenterò  alcune  nozioni  sopra  V  equazioni  alle  li- 
nee rette  situate  in  un  piatio . 

Siano  AG,  AB  due  assi  ad  angolo  retto  in  'A r  sìa  disegna- -p- 
ta  nel  piano  CAB  la  linea  retta  EPr  sia*  AB  l'asse  degli  or,  ^S-^9- 
AC  quello  degli  jy:  se  è  data  il  punta  E  e  i'  angolo  F£B, 
è  data  anche  di  posizione  la  retta  £F,  imperocché  non  vi  può 
essere  un^  altra  retta  ^  la  quale  passi  per  il  punto  K,  faccia  con 
AB  un  angolo  eguale  ad  FEB  f  e  non  cada  sopra  ÈF  ;  se  poi 
fosse  dato  T  angolo  FEB  e  non  il  punto  E ,  ove  essa  deve  se- 
gare r  asse  degli  x ,  allora  non  è  intiei'amente  data  di  posizio- 
ne la  nostra  retta ,  poiché  invece  di  EF  potremmo  prendere  qua- 
lunque altra  F'E'  che  facesse  con  AB  un  angolo  F'E'B  =3  FEB; 
e  sarebbe  questa  F'E'  una  parallela  ad  EF  :  osserviamo  che  di 
queste  parallele  ve  ne  ha  un  numera  infinito;  e  se  fissato  il  pu»- 
ta  E,  non  fosse  stabilito  Y  angolo  FEB  i  sotto  cni  la  retta  EF 
deve  tagliare  Tasse  AB,  non  sarerbbe  anche  in  questo  caso  in- 
tieramente data  di  posizione  la  nostra  retta;  noi  potremmo  inve- 
ce di  EF  prendere  mia  qualunque  altra  linfea  Eli  che  soddisfa- 
rebbe alla  condizione  di  segare  in  E  1'  asse  delle  asetsse  :  osser- 
viamo egualmente  che  di  queste  rette  ve  ne  ha  un  numero  in- 
finita. 

E  quando  non  fosse  determinata  ne  il  luogo  pve  la  retta 
dee  tagliar  V  asse ,  uè  V  angolo  dell'  intersezione ,  non  si  cono*^ 
scerebbe  allora  in  alcun  modo  la  posizione  della  retta . 

Questa  premesso,  facciamo  AE  =  a ,  tangFEB  =  i,  AP  =s 

Xy  PM  =  ^ ,  ed  avremo  ^  =  fa/z^FEB ,  ^  =2  by  y  = 

hx  —  ab  y  e  questa  è  Y  equazione  dellia  retta  riferita  agli  assi 
CA,AB. 

Se  le  quantità  a ,  b  saranno  date ,  questa  equazione  sarà 
quella  della  retta  EF  ;  se  la  quantità  a  sarà  incognita  ,  la  no- 
stra equazione  rappresenterà  qualunque  parallela  É'P^;  e  se  sa- 
rà incognita  b  ,  Y  equazione  sarà  quella  di  una  retta  qualunque 
EL  ;  se  poi  saranno  incognite  amendue ,  da  queir  equazione  sa- 
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rà  rappresentata  quaiiinque  liaea  retta  HG . 
Fig.  29.  Uq»  equazione  lineare  Ay  h*  B^  -^  C  =?=  o  *qQaIanqne  tra 

0?  ed  y.  può  sempre  ridarsi  alla  forma  ^  =;  0^  -j-  |3 ,  «  questa 
paragonata  con   V  equazione  alla  linea  retta  j'  ==  bx —  ab^  ci 

dà  a  =  5  ,  p  =  —  aS  /  e  c^uindi  ft  =  6  ,  —  ^  =»  a  :   dunque 

r  equazione  y  7=  ux  '^  (i  rappresenta  una  linea  retta  disegnata 
in  un  piano  /  e:  riferita  a  due  assi  ortogonali  presi  nello  stesso 
piano  )  per  mèzzo  delle  coordinate  x  ^y  y  la  qnale  /a .  con  l' as- 
se degli  X  no  angolo  di  cui  \i.  tangente  è  «  9  e  sega  quest'  as- 
se in  un  punto  distante  dgll'  prig^nc  dpUe  ascisse  di  pua  quaa« 

tità--^. 

Spiegato  il  «ignifìcato  di  quest'  equazione  y  z=z  ade  ^  fiy  noi 
la  terremo  sempre  per  rappresentare  una;  ret^a  descritta  in  uà 
piano .  Facciamo  alcune  considerazioni  riguardo  alla  medesima  * 
1*.  I  ragionamenti  fatti  qui  sopra  per  a?  ed  ^  gli  avremmo  po^ 
tuti  fare  per  y  e  per  oc  »  e  saremmo  giunti  a  stabilire  che  an- 
che r  equazione  .x:  :?=^fity  H-  ^  ci  rappresenta  una  linea  retta  ; 
che  a  è  la  tangente  dell'  an^lo  da  es£a  fatto  con  V  asse  deg)L 

yì  e  che  —  ^  è  la  distanza  del  punto  d*  intersezione  di  questa 

retta  con  lo  stesso  asse  dall'  origine  delle  ascisse . 

2\  8e  neir  equazione  ^  =  oo?  H*  |3  Scoiamo  p  =  o  9  si  ha 
y  ^i^axi  fi  questa  è  1'  equazione  di  Qua  retta  9  la  quale  passa 
per  r  origine  delle  ascisse  >  e  fa  con  l' asse  degli  a?  un  angolo 
la  cui  taogente  è  p^  . 

^\  Se  nella  stessa  equazione  facciamo  m  =  o 9  si  ha^=0; 
e  quest'  equazione  è  quella  di  una  linea  retta  parallela  all'  as- 
se degli  X  9  o  che  fa  con  quest'  asse  un  angolo  la  ciii  tangente 
è  nulla  :  la  distanza  di  questa  retta  dal  medesimo  asse  è  =  |3  » 
Nella  stessa  maniera  un*  equazione  x  =  /3'  rappresenta  una 
retta  parallela  all'  asse  dpgli  y  9  e  distante  da  ques^'  asse  di  una 
quantità  ^' . 

4*.  Diventi  nulla  la  distanza  fi ,  e  sarà  allora  y  =^  o  T  e- 
quazione  di  una  parallela  all'  asse  degli  x  9  e  distante  da  esso 
di  una  quantità  /3  =  o  :  questa  parallela  coinciderà  con  lo  stes- 
so asse  ;  ed*  in  conseguenza  sarà  ^  =  o  1'  espressione  analitica 
dell'  asse  degli  x . 
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Sarà  così  'x=^o  Y  equazione  che  rappresenta  Y  asse  degli  jy. 
5*.  Supponendo  indetcrminati  i  due  coefficienti  costanti  a ,  |3 
deir  equazione  alla  linea  retta  ^  =  «jc  h-  |3,  proponiamo  di  de- 
terminarli in  modo  che  essa  passi  per  due  dati  punti;  siano  lo 
coordinate  per  il  primo  punto  dato  di  posizione  x  =  m,  y  zzzzn^ 
e  quelle  del  secondo  punto  x  =  fiy  y  =z  p  ^  e  determineremo 
H ,  /3  per  mezzo  di  qqeste  due  equazioni   /z  ==  «ot  ,  h*  i3  ,  V  == 


aiiA  H-  0  ,  dalle  quali  ottiensi  a  ==  - — -  i  /3  =:  !^— -^  e  Y  equa- 


zione  della  retta  che  passa  per  quei  due  punti  diviene 


»     ♦ 

6\  Se  la  retta  fosse  stata  assoggettata  a  passare  per  un  solo 
punto  dato  di  posizione,  sarebbe  bastata*  la  detertìi inazione  di 
uno  dei  due  coefficienti  a  ,  ^  >  e  ne  sarebbe*  restato  uno  per  sod- 
disfare ad  un'  altra  condizione 

Qosì  supponiamo  che  si  cerchi .  Y  equazione  di  una  retta 
che  deve  passare  per  un  punto  fisso 'dato,  e  segare  un'  altra  ret- 
ta data,  sotto- un  dato  angolo.  .>  » 

Sia  ^  =  «a;  H-  |3  Y  equazione  data  di. una  retta >  sia  la  tan- 
gente di  questo  dato  angolo  =  e;  siano  m  ,  n  le  coordinate  del 
punto  parimente  dato  ;  e  sia  j^  =  yx  h-  a,  T  equazione  della  ret- 
ta ricercata  :  tutto  si  ridurrà  alla  determinazione  dei  due  coeffi- 
cienti y  e  ;i .  .   ,  -  .     / 

Per  ottenerla ,  supponiamo  che  sia  ET  la  linea  data ,  M' il  ^. 
punto  jdato,  HÌVI'G  k  linea  cercata, ^e  àira  AP'  =.  ró;  FM'  =^^^S-^9- 

m  tangVEB^ai  AE'==  —  -^ìtaicigBKK^eitangGHB  = 
y;  AH  =  — A:  ora  tangV'EB  =  tang^GEB^EKK)  ^ 

■H^cwS^Jh^  '  e  sostituendo,  -si  avranno  qucst'  equazioni  per 
determinare  y  e  X ,  .     .      / 

*  ^=  j~Yi  '  OT  =  7/2  -f"  X  >  dalle  quali  si  ricava  y  =  ^""^  , 

et  ■*  • 

ftt — :{~ — ^)n-  La  diqiandate  .equazione   sarà   p^r  tanto 
y  =  (rr^)  x^m—-  {^^^=^)  i^r^tfc*^^!  rappresenterà  Iji  ret- 


t 

I 
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ì 


^.    ^     ta  GH ,  la  qnale  pasga  per  il   dato  punto  M' ,  e  taglia  l'altra 
^S'  ^9'  linea  retta  ET'  sotto,  uà  apgolp  HKK  che  ha  per  tangente  e . 

Quando  M  panto  M  dovesse  essere  nella*  retta  ET'  ;  cio^ 
quando  fosse  dato  il  punto  nel  quale  la  retta  icercata  dee  spga^ 
re  la  data  e  V  angolo  d'  intersezione ,  allora  si  farebbe  nella 
qui  ritrovata  equazione  ib  =  a^/z  H*  P  >  pd  avremmo 


I 


y  =  (  *^~*  )x  ^  un^  ^ ^^^  /2>  che  si  riduce  alla  seguente 

•  -  * 

y  =  ì^k"^^  ÌP('  ^,e^)H•>/^(^'>^  i)}:(i  H^  e^^) 

7*.  Se  la  seconda  retta  della  quale  si  è  ricercata  V  equazio* 
ne,  dovesse  esser  parallela  alla  prima  ET%  e  passare  per  ij  pun* 
to  M' ,  la  ^tangente  &  sarebbe  allora,  nulla  »  e  la  sua  equazione 
diverrebbe  j?  =  ^x  -f-^ra  — •  ,«/z  . 

jCo^ì  Je  due  equazioni         ;     '      ' 

y  =1  ax^  fi  j  y:=^  acc^m  —  a?2 ,  ovvero  y  —  m^=^  »{x  —  n) 

rappresenterebbero  due  linee  parallele  tra  di  loro;  è  inutile  av- 
vertire che  oc  ^y  now:  sono  le  steéee'  in  ciascuna  di  quel]'  equa-» 
zionir^esse  sono  però  le  coordinate  della  retta  rappresentata  dall' e* 
quazione  cui  appartengono.  .         -^ 

B*.  Supponiamo  che  la  retta  GH  deva  essere  perpendicolare  aj- 

la  linea  ET':  allora  —  =  cotangW^'  =  o  j  dunque  la  di  lei 

* 

equazione  sarà  j^  =  —  —  0:.-+  ^  -+  —  ^  •  dunque  una  linea 
retta  la  cui  eqnazione  sia^.x^;. — »  Jlx^^  jn ^  Lfi  sarà  perpen- 

dicolare  ad  nn^  altra  che  abbia  per  equazione  j^  =^  «a»  -4*  p ,  p 
passerà  per  un  punto  M'  le  cui  coordinate  sono  a?  =  /z  ,  j^  =  m  j 
così  il  sistenja  di  queste  due  equazioni 

y  tizi  «WT.^H*  jS  ;  j^cr:,.-— .i-ap^  ^  ^FT:|.JLn  ci.  rappresenterà  due  K- 

>  k.      •  * 

nee  perpendicolari  tra  di  loro ,  ed  una  delle  quali  passerà  pep 
un  punto  dato  W- 

9?.  "In  generale  U  .sistema  di  questq  làxte  eqfuazioni  y  =:  ax  ^ 
fi  y  y  =^  ax  ^  \  ci  rappresenterà  dne  parallele  ;  ed  il  sistema  di 

qnest*  altre  due  ^'==  ;é3Ì> 4- 'p,  .y  =£=  ^— -^  x'^.h  cj  rappresenta 
due  .perpendicolari  1;  ^na  ^ir  ^tra.-  .. 
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Se  donque  si  ayranno  dae  qualunque  equazioni  y  r=i  aco  ^^ 
fi;  y  zs=i  yx  *f*  X  9  queste  ci  significheranno  due  parallele  quan- 
do «  =  7  9  e  due  perpendiooiari  quando  my  ^^  i  =  o . 

Avverto  di  nuovo  clie  le  coordinate  di  una  equazione  non 
«Olio  le  stesse  che  quelle  dell*  altra . 

Il  Al^^ffio  «in  ora  considerata  la  vetta  disegnata  in  un  cer* 
to  piano  9  vediamo  adesso  come  possa  analiticamente  determinar* 
si  la  posizione  di  una  retta  condotta  nello  spazio . 

Attesa  la  difficoltà  di  rappresentare  in  vm  piano  ie  cose  che 
hanno  rilievo ,  o  che  sono  staccate  da  quello  9  io  mi  contente- 
xò  il  più  deile  volte  di  descrivere  le  figure  ^  piuttosto  che  disc* 
gnarle  9  e  cosi  mi  dirigerò-  pii^  ailla  immaginazione  che  air  oc^ 
dhio  dei  miei  Lettori  ;  d'  altronde  una  luaga  esperienza  mi  ha 
mostrato  che  sono  talvolta  intese  con  -maggior  facilità  le  descri* 
zìoni  che  i  disegni  y  dei  quali  pure  intendo  servirmi  ^  allorqnan* 
do  lo  reputerò  vantaggioso. 

Come  i  punti  situati  in  un  piano  €i  riportano  a  due  assi 
ortogonali  disegnati  nel  piano  medesimo  9  e  dei  quali  prendiamo 
per  conosciuta  la  posizione  i  poiché  dipende  dal  nostro  arbitrio 
determinarla:  così  quei  punti  i  quali  sono  situati  nello  spazio 
si  riportano  a  tre  piani  perpendicolari  tra  loro«  e  la  cai  posi- 
zione per  Io  stesso  motivo  è  a  noi  cognita  • 

Quando  si  tratti  di  punti  in  un  piano ,  si  assegnano  le  di* 
stanze  di  essi  da  i  due  assi  ortogonali  ;  e  quando  di  punti  nel- 
lo spazio  )  si  assegnano  le  distanze  dai  tre  piani  ortogonali  sud- 
detti .  Queste  distanze  non  sono  altro  che  le  perpendicolari  ^  le 
quali  si  abbassano  da  quei  punti  o  sopra  gli  assi  y  o  sopra  i 
piani  )  ed  assegnate  che  siano  9  determinano  la  posizione  dei  pun^ 
ti  9  poiché,  fissano  i  luoghi  ove  questi  si  travano . 

Così  per  determinare  il  punto  a  situato  nello  spazio  ^  l>i-p;ff  m 
sogna  determinare  le  distanze  di  esso  da  tre  piani  perpendico-  ^'^^" 
lari  tra  loro  dati  di  posizione:  siano  questi  ti-e  piani  CAB  che 
rappresenti  per  esempio  il  piano  orizzontale  della  Tavola  ;  EAB 
che  rappresenti  il  piano  verticale  avanti  agli  occhi  di  chi  guar- 
da ;  ed  EAC  quello  verticale  che  fa  angolo  retto  con  V  altro , 
ed  è^  situato  alla  sinistra  di  chi  gnarda  ia  figura  :  si  intendano 
dal  punto  a  abbassate  le  perpendicolari  aQ  nel  punto  Q  sul 
piano  orizzontale  ì  aR  nel  punto  R  sul  piano  verticale  anteriore  ; 

Tom.  IL  Hhh 
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p.  ed.aS  sul  piano  verticale  laterale:  queste  perpendicolari  sobo  le 

^^*  ^  ■  distanze  determinanti  la  posizione  di  a  di  cui  parliamo  • 

Le  linee  AB  >  AC  y  AE  che  sono  le  intersezioni  del  tre  pia- 
ni >  si  chiamano  gli  assi .  Se  dai  piedi  di  quelle  tre  perpendico- 
lari Q  ,  R  »  S  si  conducono  le  perpendicolari  sopra  i  tre  assi , 
cioè  da  Q  le  due  QP^QN;  da  R  le  due  RJL^  RPj;  da  5  lo  due 
SLtSNj  sarà  compita  un  paralleIepipe4o  rettaogol(>  APRLSaQN, 
di  CUI  il  punto  A  sarà  ViotersiMiooe  comune,  dir qpei, tre  piani  j  ed 
il  di  l}ii^ppqstaa.$arà.4l  punto  situato  nella, .spazio*  del  quale  si 
paria»,.  I  I  9  i   (  »    -  ' 

Il  punta  A  si  dice  Toiigine  delle  cpordinate»  le  distanze  per^ 
peQdit3Qla^*i'<zQfaK)  aS  obiamansi;  ordinate  del  punta  a.  da  esse 
clet^rinin^to  :  AB^AG^AK  chiamansi  gli  assi  delle  coardifl,ate  >  » 
sip<>o^  qiuel^e  tre  coord^q^t^  s^glioap^  indicarsi:  x:on  le  [lettere  x-p 
y.%  2.t  ooàì  quegli  assi  si  chkitian<>  ^U  a^$ì  dellQ  Xy  delle  ji.,  e  del^ 
le  z\  se  r  ordinata  aS  è  indicata  per  a;  9^  Ttas^ecai  è  parallela  t 
cioè.  ABf  ohiainssi  Tasse  d/egli  oe\  oosì  indicando  clR  per  y^  AC  è 
1' ^s$e  degli  y  \  ed  AK  ras3e  dflle  «z  :  il  piano  CAB  che  passa. per 
i..du0  assi  delle  ai?  e  delle  y^  dicesi  ij  piano,  delle  x^y\  il  piana 
CAJi  .dicesi  piano  delle  y^^z^'yO  quello  EÀB  è  cretto  piano  del- 
le OPi  2^.-  • 

Siccome  a5=r  AP  ;  aR  c=:  PQ.;  così  ordiuj\riamente  per  coor- 
dìoatg:  del  puuiO;  a  s*.  intppjiQno  le  ire  rette  AP  ^^Xy  PQ  3=y>. 
oQ  pz?  Zi  Ia.pfìflJ3.delle;quaIi.è,>upa  pw^ione  dell* asse  delle'pc  ta^- 
le  q^e  qoaducendQ  alla  sqa  estremità  P  i^a  perpeudicolare  o  una 
p^r^jlelìf.^afl  ;AC,  incontra  il  piede  Qr  <klla  perpendicolare  aQ: 
abbassata  dunque  1&  perpendicolare.  oQ,  se  dal  punto  Q  si  abbas*. 
sa  una  perpendicolare  sull'asse  AB,  ^1  avranno  le  tre  coordinate 
del  punto  a .  Le  -medesipie  con^iderazioai  si  faqciana  rektivamen*- 
te  (a  ciascuf^o  degji^altri  fissi. 

Osserviamo  >  che  quando  si  prorogassero  quei  tre  piani  in 
tutte  le  direzioni^  si  formerebbero  intorno  al  punto  A  otto  ango- 
li solidi,  eguali  air  angolo  solido  CABAEAG,  die  racchiude  la 
spazio  da  noi  qui  sopra  consideralo.  Avendo  p(^i  convenuta  che 
prendansi  per  positive  le  coordinate,  le  quali  si  estendona nelle 
direzioni  degli  ^ssi  da  A  versa  By  verso  G»  verso  E^  ne  segue 
che  per  quei  punti,  i  quali  si  trovano  io  taluno  degli  altri  sette 
angoli  solidi  fatti  intorno  al  vertice  A  »  alcune  delle  coordinate , 
ó   tutte  saranno  negative  :   saranno  negative  tutte  neir  angolo 


%o\ì6o  opposto  iìirettamente  air  angolo  CABAEAC,  e  che  non  ha  „. 
di  comune  con  questo  che  il  punto  A:  vi  sarà  «n'ordinata  negati-    ^^* S^* 
va  in  quegli  angoli  i  quali  han  di  comune  col  suddetto  uno  dei 
piani;  e  ve  ne  saranno  due  in  quei  che  hanno  di  comune  una  linea. 

Tutto  questo  premesso  »  iiguriamoci  una  linea  retta  descritta 
nello  spazio;  se  da  ciascun  punto  della  medesima  si  abbassano  le 
perpendicolari  e  sul  pianò  delle  x  ^y  supposto  da  noi  orizzontale, 
e  sopra  il  piano  delle  x^z>  supposto  verticale  anteriore^  e  sopra 
quello  delle  ^  >«,  supf«»to  {^^  limitare  le  idee  )  verticale  e  late- 
rale sinistro  ^  tutte  le  perpendicolaii  che  cadono  sopra  ciascuno  di 
questi  piani  vi  segneranno  una  retta  che  si  chiama  la  proiezione 
della  nostra  linea  tirata  nello  spazio  :  questa  linea  dunque  avrà  tre 
proiezioni ,  ciascuna  in  un  di  quei  tre  piani  ^  e  queste  proiezioni 
«ono  tre  linee  rette  ;  di  più  si  ooncepisce  facilmente  che  se  %\  fa- 
cesse passare  un  piano  per  la  nostra  linea  condotta  nello  spazio ,  e 
per  una. sua  proiezione,  questo  sarebbe  perpendicolare  al  piano 
ove  è  regnata  quella  proiezione  . 

Due  di  queste  tre  proiezioni  bastano  a  determinare  la  posizio- 
ne della  linea;  infatti  facendo  passare  per  esse,  due  superficie  pia- 
ne perpendicolai  i  ai  piani  in  cui  quelle  proiezioni  si  trovano ,  si 
segheranno  queste  in  una  sola  linea ,  la  quale  sarà  in  conseguenza 
la  tfctta 'nello 'Spazio,  che  a  tali  projeaoni  appartiene.  Per  questo 
niotivo  noi  diciamo  che  una  linea  condotta  nello  spazio  è  analiti- 
camente determinata  per  il  sistema  delle  due  equazioni,  che  a  due 
delle  di  lei  ptJC^czioni  conveng&no  ;  ci  vogliono  dunque  due  equa- 
zioni per  rappresentare  una  linea-  retta  condotta  nello  spazio.  Ihin- 
que  se  a?  =  iiz  -h*  &  è  1'  equazione  di  una  linea  retta  nel  piano 
verticale  degli  x  è  z,  e  se  3^  =  <iz  -+  ft'  è  quella  di  un'altra  ret- 
ta neir,altro  piano  verticale  degli  y  ^  z^  il  sistema  di  queste  due 
equazioni  a?  =.a2;  H*  & ,  J'  =  dz  H-  h'  rappresenterà  una  linea  ret- 
ta nello  spazio  if  tale  che  essa  abbia  quelle  due  rette  per  proje- 
zionì  4  '  ^    •      .      •  •      '  '• 

IIL  Data  una  linea  retta  nello  spazio,  e  paritnente  dato  un 
pnnto  fuori  di  essa,  proponia;noci  di. condurre  per  quel  punto  n- 
na  retta  a  quella  parallela  ;  ciò  che  per  noi  equivale  a  dire  : 
date  le  equazioni  che  determinano  una  linea  retta  nello  spazio, 
e  le  coor4iqa.te  che  determinano  mi  pnnto,  si  dimandano  le  e- 
quazioni  di  na'  altra  retta  parallela  alla  prima ,  e  cte  passi  per 
quel  puuto . 
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Due  rette  nello  spazio  sono  parallele  quando  lo  sono  le  lo- 
ro respettive  projezioni. 

Rappresentiamo  per  x^y^z  le  tre  coordinate  rettangolari 
tra  le  quali  al  solito  z  h  la,  verticale . 


Siano  <      ,         h'  i    ^^  equazioni  delle  projezioni   della 

retta  data  sopra  i  piani  verticali  9  dalle  quali  eliminando  z ,  si 
ha  la  relazione  tra  le  x  ^y  che  appartiene  alla  stessa  linea  9  cioè 
r  equazione  della  di  lei  prajezione  orizzontale  :  ay  —  ax  = 
aà'  —  a'b. 

Indichiamo  per  x'^y  ^z'  le  coordinate  del  punta  dato. 

Secondo  ciò  che  abbiamo  detto  al  N*.  L  >  V  equazioni  della 
retta  parallela  da  noi  voluta  >  saranno 

«  ■ 

w 

due  qualunque  delle  ^ali  producono  la  terza . 

àe  poi  si  volessero  trovare  V  equazioni  di  una  retta  obbli- 
gata a  passare  per  d«e  punti  dati  nello  spazio  ^-  ecco  come  fa- 
remo. 

Siano  x\y\  2!  le  coordinate  del  primo  punto 7  e  x  ^y\ 
z  quelle  del  secondo ,  e  siano  «  =  as  h-  A  >  j^  =  a'z  h-  &' 
r  equazioni  della  retta  cercata  :  tutta  la  difficoltà  %\  riduce  alla 
determinazione  dei  coefficienti  a^h^d^H . 

La  rett^  dovendo  passare  per  il  primo. punto  9  le  sue 
2Ìoni  saranno  della  forma  x  —  a?'  =  a(j5^—  z  )  ^  y  —  y 
a'  (  z  —  z'):  ma  dovendo  anche  passare  per  il  secondo  9  le  sue 
equazioni  saranno  anche  x  —  a?"*=  a{z —  2')^  ùf  —  y'  = 
a'  {z  —  z')  :  óra  eliminando  a  9  a  tra  queste  quattro  equazio- 
ni 9  avremo  per  determinare  la  retta  voluta  : 

«(s  —  a.)  =  a(a7  —  x  )^x  z  —  xz 

y{z   ~2^   )—z{y   —y   )  ^  zy    --^  z  y  . 

Queste  sono  Y  equazioni  delle  proiezioni  sopra  i  due  piani 
verticali  :   eliminandone  z  9  si  avrebbe  T  equazione  della  pro^e»- 
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zione  sopra  il  piano  orizzontale. 

La  lunghezza  poi  della  retta  che  unisce  quei  due  punti  dati  è 


IV.  Passiamo  alla  considerazione  del  piano  esteso  nello  spazio. 

Per  trovare  Y  equazione  del  piano ,  come  per  altre  *pià  de- 
licate ricerche  che  verranno  in  seguito,  faremo  uso  della  con- 
siderazione del  movimento  j  per  mezzo  del  quale  supporremo 
che  si  generino  le  superficie  ed  i  solidi  ;  e  ciò  non  vuol  dire 
che  si  abbia  bisogno  di  ricorrere  alla.  Meccanica  per  Je  indagi- 
ni Geometriche ,  imperocché  per  quanto  poco  si  voglia  riflette- 
re sopra  i  metodi  a  siffatte  considerazioni  appoggiati ,  vedremo 
non  servire  esse  che  come  un  ripiego ,  onde  instituire  più  facil- 
mente certi  ragionamenti,  i  quali  potrebbero  anche  farsi  senza 
dì  loro;  noi  facciamo  uso  del  moto,  come  si  fa  nella  Geome- 
tria  £Ie£Dentare ,  quando  si  considera  il  circolo  generato  del  rav- 
volgimento del  raggio  circa  nn  centro:' si  aggiunga  a  tótto  que- 
sto ,  che  è  anche  naturale  considerare  il  movimento  nella  gene- 
razione delle  linee,  delle  superficie  e  dei  solidi,  perchè  effetti- 
vamente non, può  esso  escludersi  dalla  loro  vera  descrizione- 

Dcesi  al  Sig.  Mofige  questa  maniera  di  trattare  V  applica- 
zione deir  Algebra  alle  curve  ed  alle  superficie- 

Per  poco  che  riflettiamo  ad  un  piano  condotto  nello  spa- 
zio ,  troveremo  che  egli  è .  detcrminato  ;  i  *.  Se  è  assegnato  in 
qual  punto  esso  sega  V  asse  verticale  :  2"".  Se  sono  dati  gli  an- 
goli,  che  l'intersezioni  di  quel  piano,  con  i  due  verticali .  fan- 
no con  r  orizzonte  >  così  noi  supporremo  che  un  piano  sia  co- 
nosciuto: 1^  Per  mezzo  dell' ordinata  verticale,  all' origine,  or- 
dinata che  noi  rappresenteremo  per  C:  3*.  Per  gli  angoli  òhe 
le  sue  due  traccie  sopra  i  piarti  verticali  formano  con  V  oriz- 
zonte ;  e  che  di  piiì  le  tangenti  di  questi  angoli  siano  A  per 
quello  che  è  nel  piano  degli  x  e  Zi  e  B  per  quello  cfeè  è  nel 
piano  degli  y  e  z .  -  \     -     : 

Per  equazione  poi  del  piano  si  intende  una  relazione  tira  a?, 
y  y  z  tale ,  che  datò  a  piacere  un  valore  qualunque  a  due  di 
queste  coordinate  x  ,y  per  esempio  (  che^  equivale  a  dire  pre- 
so a  piacere  un  qualunque  punto  nel  piano  orizzontale  )  si  ri- 
cavi dall' cquazicme  contenente  quella  relazione,  ruo.ta)  valore 
per  J2ff  che  innalzando  al   piano  orizzontale  stesso,  nel  punto 
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preso  in  lui  una  perpendicolare  eguale  a  z  »  questa  inconrri  per 
r  appunto  con  la  sua  estremità  superiore  'il  piano  da  lei  rap- 
presentato .  .  .   , 

Ecco  come  troveremo  qiiest*  equazione. 

ila  piano  pnò  considerarsi  sempre  come  generato  per  mez- 
zo del  moto  di  una  linea  parallelamente  a  se  stessa  lungo  un'  al- 
tra fissa:  ora  se  delle  dne  intersezioni  di  un  piano  eoo  i  due 
verticali  degli  x  e  Zj  degli  y  e  z  ^  fìngiamo  ohe  una  9  per  esem- 
pio quella  del  piano  verticate  x  ^  z  y  stia  ferma  9  e  che  V  altra 
sì  muova  cou  la  suddetta  legge  luogo  di  lei  9  è  evidente  che  si 
genererà  quel  piano  ^  e  non  è  difficile  a  eoócepire  che  V  ordi- 
nata verticale  z  di  un  punto  preso  sopra  del  piano  generato  e 
corrispondente  alle  coordinate  a:  9  ^  >  sarà  composta  cS  tre  par- 
ti 9  cioè  1*.  deir  ordinata  G  all'  origine  ;  2\  della  qaamità  Ax^ 
della  quale  la  traccia  mobile  si  liiualza  lungo  V  altra  ;  3\  della 
quantità  By,  di  cui  bisógna  innalzarsi  éopra  la  traccia  mobile  ^ 
per  amlare  dalla  traccia  fi;ssa  al  punto  -,  saia  dunque  z  3=  Ax  H* 
By  H-  C  9  la  cercata  equazione  del  piano . 

Se  il  piaoo  si  muove  parallelamente  a  se  medesimo  ^  le  tan- 
genti A9B  restano  costanti /e  la  quantità  G  è  la  sola  che  va- 
ria; per. aver  dunque  l'equazione  di  uu  piano  parallelo  &1  pri- 
mo 9  e  che  passi  per  un  punto  di  cui  le  coordinate  siano  x  ,  y  f 
z  i  bisogna  determinar  G  iu  maniera  che  nell'  equazione  del  pia- 
llo dato  facendosi  a?  =5  a/  »^=y  >  abbiasi  z  ^=^  z  :  Y  equazio^ 
uè  dunque  del  piano  parallelo  jsarà 

In  generale  r  equazióne  lineare  tta  pc i^y  ^  Zm  / 
Aa?  H-  By  «4-  Qs  -t-  D  s=  o    . 

è  quella  di  un  piano ,  nel  qude  '—  B  rappresenta  l'ordinata  del 

pi^no  rU  origine  ;  —  -^  la  tangente  dell'  an^polò  che  1  jntetsezio- 

ne  di  questo  piano  con  q;uelIo  verticale  ideile  x^z'^  fa  con  V  o 
rizzonte;  —  -J  la  tangente  dell'angolo  che  T  intersezione  del 

suddetto  piano  con  T  altro   verticale^  fa  -egualmente  con  V  o- 
rizzonte.. 

Si  .òssetvi  che  delle  quattro  costanti  A  ,  B^G  i  D,  sole  tre 
éonò  n^c/e'ssarie  per  determinare  la  posizione  di  tan  piano . 


Se  B  vuol  trovare  l' eqiiazione  di  un  piano  piie  passa  per' 
tre  punti  dati  nello  spazio,  supponendo  che  quest'eijuazione^ia: 

Aa? -I- By  H- Cj&  H- D  =  o  , 

tutto  si  ridurrà  alla  deterinìuazioné  delle  costanti  A  «  B ,  G ,  D  ; 
siano  X-  ,ry  ,2;'  le*  coordiB^te  del  pfimo  ponto     •  ■ 

x^  iy"  iZ'  .,,..'..,.  .del  secondo-  :   -       - 

a?    yy    iZ     del  terzo  • . 

e  se  il  piano  passa  per  quei  tre  punti,  dovremo  avere       •       ■' 

A»  "  H- By  .4- G&'' H- D  =  o , 

Aa?"' H- B/' H- Ca'" -i- D  =  o  , 


dalle  quali  ricaveremo  i  valori  delle  tre  quantità  A    '  ,  J^  ^  ciò 
che  dà  .  .  .  .  ,     , 


valori  che  dorrem  sostituire  nella  ^oppostft  éqti^lope  del  pìape^^ 
affinchè  ei  possa  passare  per  quei  tre  punti. 

Y.  Suppoùiamo  adesso  ohe  «ia  data  Ja  posiziono  di  un  pia- 
no nello  spazio  ^  che  cioè  sia  data  Ja  di  lui  >  equazione 

Aa?  H*  By  -H  C2;  --f  D  =^  o  ,  e  cerchiamo  gli  angoli  che  egli 
forma  con  i  piani  rettangolari  delle  projezioni . 

Immaginiamoci  i  soliti   tre  piani   rettangolari  ^  e  fingiamo 
che  dair  origine  delle  ascisse  sia  abbassata  una  .perpendicolare . 
sopra  la  superfìcie  piana  corrispondente  alla  data  equa^uone  :  que- 
sta perpendicolare  formerà  con  quei  tre  piani  >  di^li  fapgftli  che* 
saranno  i  complementi  di  quei  ricercati  :  per  cpmpreaderlo  sup- 
poniamo che  PQRS  sia  un  piano  sopra  il  quale  ne  sia  ioclina-p. 
to  irn  altco  £LFM»  di  cui  isri  cerchi  T  inclinaziooc  •  Se  da  un     5-3* 
punto  qualunque  A  del  primo  piano  si  abbassa  una  perpendico- 
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Fis-^1  ^^^  ^^  sopra  il  secoado;  e  dal  suo  piede  B  noa  perpendico- 
'  lare  BD  sopra  la  comune  iaterk'ezìooe  LF  ;  quindi  si  unisca  il 
punto  D  col  punto  A ,  si  vedrà  subito  che  1*  angolo  BAD  fat- 
to dalla  perpendicolare  AB  col  piano  PQ,  è  il  complemento  dell'an* 
golo  BDG  che  misura  la  ricercata  inclinazione  del  piano. 

Rappresentiamo  per  V  la  grandezza  di  quella  perpendicola» 
re  t  6  per  %'  ^y  t?^  le  coordioate^idel  suo  piede  >  e  si  avrà 

(l)....  a?"  H»  y  H- «'*=;=  P' 

(a)  ....  Aa?'  '^  By  -(-  Qt^  -^  J)  ==  p. 

Delle  tre  quantità  x  ^^y^z'^  contenate  pella  prima  eqnaziope 
supponendo  costante  ed  invariabile  la  seconda  y  ,  V  equazione 
si  manterrà  legittima  qualunque  valore  mi  piacérà  dare  ad  o^  ^ 
t  purché  io  prenda  per  z'  un  valore  tale  c)ie  sia  soddisfatta  tuttsi 
quell'  equazione  ;  ed  il  Calcolo  DifFerenziale  mi  d^rà  allora 

(3)....VH.J5'(g)=:p. 

Una  stessa  riflessione  ci  condurrà  a  quest'  altrg  equ^ipqe 

li'  equazione  (  $e  )  poi  ci  d^rà 

(5)....  A-hC<g)  =  Q 

,  (6)....    BH^C(^)a=Q. 

Da  queste  sei  equazioni  eliminando  (^,)i  (rA)  ^^vaQdo  i  va- 
lori di  X  yy  tZ'i  P ,  ricaveremo 

AO 

or  =  -. 


y  —  A»  -*•  B»  •+  e» 

—  CD 


Z 


P- 


A*H-B»-fC»' 

ora  le  quantità  ^ ,  2. ,  ^  sono  i  seni  degli  angoli ,  che  la  'perpea> 
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dicolare  fa  con  i  tre  piani  rettangolari;  dunfjue  esse  saranno  i 
coseni  degli  angoli  dimandati  ;  così 

L*  angolo  che  il  piano  nello  spazio  forma  con  quello  del* 

le  a;,^,  avrà  il  coseno  =  ^^^.^^^^  ^^.  ^: 

L'  angolo  che  il  detto  piano  fa  con  quello  delle  a?  >  a ,  a- 
vrà  il  coseno  =  ^^^.J^.^c^y 

U  angolo  infine  fatto  col  piano  delle  y  ^  z  ha  il  coseno  = 

A 


V  C  A* -h  B» -4- €•  ) 

Cerchiamo  adesso  le  relazioni  che  devono  aversi  tra  i  coef- 
ficienti deir  equazione  di  un  piano  ,  e  quei  dell'  equazioni  di  u- 
fia  retta  ,  affinchè  la  stessa  retta  ed  il  piano  siano  tra  di  loro 
perpendicolari . 

Rappresentiamo  al  solito  per  Ax  H-  By  h-  Cz  h-  D  =  o 
r equazione  di  un  piano  ^  e  per  x=^az^  a  ^  y  =:  bz-^^  le 
due  equazioni  determinanti  la  retta  normale  ad  esso . 

Facciamo  scorrere  la  retta  parallelamente  a  se  stessa  finché 
essa  passi  per  V  origine  :  in  questo  movimento  non  cesserà  mai 
di  esser  perpendicolare  al  piano  >  e  le  sue  equazioni ,  quando 
essa  è  giunta  all'  origine ,  saranno  x  :=^  azy  y  =  bz  . 

Indichiamo  per  x\y\z  le  coordmate  del  punto  in  cui  la  ret- 
ta ed  il  [)iano  si  incontrano,  ed  avremo  per  quel  punto  x  =  az\ 
y  =  bz'ì  ora  sostituendo  per  x\y\z  i  valori  trovati  al  N**.  ante- 
cedente ,  avremo  A  =  aC ,  B  =  bC ,  le  quali  equazioni  esprime- 
ranno le  relazioni  che  devono  avere  tra  loro  le  equazioni  del  pia- 
no e  della  retta ,  acciocché  siano  perpendicolari  tra  loro  ;  con  que- 
ste possiam  determinare  i  coefficienti  a ,  b  quando  9  essendo  dato  il 
piano ,  é  incognita  la  posizione  della  retta ,  e  possiam  trovare  due 
dei  tre  cofficienti  necessarj  neir  equazione  del  piano ,  quando  é  da- 
ta la  posizione  della  retta  e  non  quella  del  piano . 

Siano  dunque  dati  di  posizione  nello  spazio  un  punto  ed  un 
piano ,  e  vogliasi  da  quel  punto  abbassare  una  perpendicolare  so- 
pra il  detto  piano . 

Per  soddisfare  a  questa  ricerca,  converrà  trovare  V  equazioni 
della  retta ,  le  coordinate  del  punto  d' incontro  di  essa  col  piano  , 
e  la  grandezza  di  questa  medesima  retta . 

Tom.  Il  I  i  i 
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Siano  X  ^y  y  z  le  coordinate  del  punto  dato  ;  A»  h-  By 
Cz  H-  D  =  o  r  equazione  del  piano  dato ,  ed  x^^az^  m^  y  =s, 
bz  -F-  ^  quelle  della  linea  voluta  .  La  condizione  che  questa  retta 
deva  passare  per  il  dato  punto  determinerà  le  due  costanti  «^>  p ,  e 
r  equazioni  di  quella  retta  diverranno  allora 

{x  —  X')  —a(z  —  z^)r  (y  ~y')  =  6(z  — z'). 

L'  altra  condizione  che  la  linea  deva  esser  normale  al  piano^ 
determinerà  i  due  coefficienti  a, 6,  e  si  avrà 

a  =  -^ ,  fi  =  ^  ;  così  le  due  equazioni  cercate  di verranncr 

C(x  ~  a?')  =3  A  (2;  ~  z)r  C(y  —  /)  =  B{z  —  z'}. 

Le  due  equazioni  della  perpendicolare  e  quella  del  piano  do- 
vendo per  il  punto  d' intersezione  sussistere  tutte  nello  stesso  tem- 
po? potranno  trovarsi  per  mezzo  di  esse  i  valori  di  x^yyZ  i  qua- 
li saranna  le  coordinate  di  questo  punto  ;  perciò  se  facciamo  per 
semplicità  di  calcolo  Ax  --H  By'  H*  ^z'  H-  D=  L  y  e  diamo^  aire- 
quazione  del  piana  questa  forma 

A  (or  —  X')  H-  B  (j.  —  y  )  H-  C{z  -~  z')  H-  L  =  Q > 

le  coordinate  nel  punto  d'  intersezione  saranno» 

y  =^f  - 


z' 


A* 

H-B*-*-C* 

ffL 

A» 

-i-B*-4-C* 

CL 

Se  infine  chiamiamo  P  la  distanza  dal  punta  data  af  piano  da- 
to ^  si  avrà 

p^  ~  (a?  ^  x')^  H-  (y  —  yy  H-  (z  ~  zfy  e  perciò 
p  _- . t_ ^ 

a/(A*h-B»  h-C*)* 

VI  Bisolviamo  adesso  il  Problema  inverso  i  quello  cioè  in  cui 
si  dimanda  di  condurre  per  un  punto  dato  nello  spazio  un  piano 
perpendicolare  ad  una  retta  parimente  data  nello  spazio . 

Questo  Problema  sarà  intieramente  risoluto  quando  avrem  tro- 
vato r  i^  l'equazione  del  piano:  a'  le  coordinate  del  puntò  d'in- 
contro della  retta  e  del  piano  :  3*.  la  grandezza  della  retta  coa- 
dotta dal  punto  d*  incontro  al  punto  dato  j  e  che  è  perpendicolare 
alla  retta  data  . 
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Siano  x'ìfiZ  le  coordinate  :del  pnnto  dato;  d7  =  <i2JH-a> 
■y  =  fez  H-  /3  le  equazioni  della  jetta  data ,  ,e 

Ax  H-  By  H-  C^  H-  D  =  o  la  ricercata  equazione  idei  piano , 

La  condizione  che  il  piano  deva  passare  per  il  punto  dato  ci 
determinerà  il  coefficiente  D ,  ed  avremo 

A(a7  —  a?')  -h  BCj'  —/)  -^  C(z  —  z)  =  o. 


I  due  coefficienti  ^ ,  —  saranno  .determinati  dalla  'Coodizio^ 
ne  di  dovere  .essere  il  piano  perpendicolare  alla  retta  .data ,  la  qua- 
le ci  darà  ^  =  a,  -2-  =.A,c  quindi  r.equazione -del piano diman- 

,dato  sarà  .a(x  —  x')  ^  b(y  —  y)  H-  z  —  z  =  o . 

Se  per  mezzo  di  quest*  equazione  e  delle  due  appartenenti 
alla  retta  data ,  troviamo  i  valori  di  a?  ,^ ,  z ,  avremo  (  facendo  per 
.abbreviare  il  calcolo  a{^x  —  «)  -{-  6(y — fi)  h-.z'  =  M) 


1  H-tf*.-+ 

M 


se  infine  indichiamo  per  P  la  perpendicolare  abbassata  ,dal  punto 
dato  sopra  la  retta  data  9  la  qnale  è  la  linea  di  unione  di  questo 
punto  dato  con  quello  ,di  incontro  tra  la  retta  ed  il  piano ,  .avremo 

v'  =  (x  -  xY^  (y  —yy-h  (z  -  zy, 

ove  sostituiremo  i  valori  trovati  per  x^y^Zy  e  faremo  Je  opportu- 
ne riduzioni  >  onde  avere 

.PV=  (xV~,a)VH<  (y  -  ^r  H-  z"  -  rr^r- 

VII.  Determiniamo  adesso  le  condizioni  che  danno  V  interse- 
zione di  due  linee  nello  spazio . 

Siano  <  ^  ~  A^  0  f  ^'  equazioni  di  una  prima  retta  con- 
dotta nello  spazio  ;  parimente  siano  \  ZI  A'  am  ^'  equazio- 
ni di  una  seconda  retta .  Se  queste  due  rette  devono  segarsi  9  bi- 
sogna che  le  quattro  equazioni  sussistano  tutte  insieme  nel  punto 
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d'  intersezione  ;  se  dunque  per  mczzcr  di  esse  eliminiamo  le  coordi- 
nate x^y^Zj  avremo  la  relazione  che  devono  aver  tra  loro  quei 
coefficienti  costanti,  acciò  abbia  Inogo  Y  intersezione,  o  perchè  le 
due  linee  siano  in  uno  stesso  piano.  Questa  relazione  è  contenuta 
neir equazione  (a  —  «)(&'  —  b.)  —  O'  —  ^){cl'  —  a)  =  o. 

Immaginiamo  ora  che  per  V  origine  delle  ascisse  si  conducano 
due  rette  parallele  a  quelle  qui  sopra  considerate . 

L'  equazioni  di  queste  due  parallele  saranno 

1    ^  '^      f  X  =  az 
per  la  prima    <      r 

per  la  seconda  \  r, 

i  ly   z=:  bz 

Consideriamo  adesso  un  punto  preso  nella  prima  di  cui  le  coordi- 
nate siano  x^yjZi  ed  un  punto  preso  nella  seconda  riferito  ai  pia- 
ni per  mezzo  delle  coordinate  x\y  ^z  .  La  distanza  F  di  questi 
due  punti ,  sarà 

P  =  (a?  —  x^  H-  {y  — /)*  H-  (2;  —  2;')%  ovvero 

P  =  (az  —  aV)*  H-  {hz  —  6V)^'  —  (z —  z^  • 

ora  se  questa  distanza  è  perpendicolare  alla  prima  retta ,  sarà  al- 
lora la  pili  corta  linea  che  dal  punto  delle  coordinate  x\y  ^z'  sì 

può  condurre  a  quella  prima  retta ,  e  quindi  (  ^  )  =  o ,  ovvero 

{az  —  az')a  h-  {bz  —  b'z')b  ^  z  —  z'  ==  o, 
z{i  H-  a*  H-  6')  =^  z{i  -h  era'  H-  66' )  ;  quest'equazióne  deter- 
minerà in  z'  il  valore  di  z  che  conviensi  al  piede  della  perpendicolare. 

Se  però  la  seconda  retta  fosse  ella  medesima  perpendicolare  al- 
la prima,  il  suo  piede  caderebbe  all' origine:  sarebbe  allora  j5s=o, 
e  r equazione  diventerebbe  z  {i  -^  ad  ^bb')  =^0y  ovvero  i  H* 
aa'  ^\*bb  =  o . 

Questa  esprime  la  relazione  che  devono  avere  i  coefficienti 
deir  equazioni  di  quelle  due  rette;  onde  siano  ad  angoli  retti  tra  loro. 

Dato  un  punto  nello  spazio  ed  una  retta  data ,  cerchiamo  le 
rijuazioni  di  un'  altra  retta,  la  quale  passi  per  quel  punto  e  sia 
perpendicolare  alla  prima  - 

Siano  or'  ,y ,  z  le  coordinate  del  punto  dato  ;  /  ^  H  r^       p 


{ 
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^  — -  A'z  I4I  fl'   quelle  della  retta 

richiesta .  La  condizione  che  la  retta  deva  passare  per  il  punto  da- 
to ,  ci  determinerà  «%  ^' ,  ed  avremo  »  =  :»'  —  dz  >  0'  =  y  —  h'z  . 
Le  due  equazioni  della  retta  diverranno  allora 

X  —  a?'  =  a'  (  z  —  z^  ) 
y  —  y  =^b  {z~  z) 

Converrà  ora  determinare  a!  ^V .  Questi  due  «coefficienti  saranno 
dati  dalle  altre  due  condizioni  ^  dal  dover  cioè  le  due  linee  segar- 
si ad  angoli  retti ,  le  quali  condizioni  sono  espresse  dall'  equazioni 

(«'  —  «)  (6'  —  h)  —  {^  —  ^)  (a  —  a)  ==  o , 
I  H-  ad  -+•  hh  ==  o  • 

Trovati  i  valori  di  d ,  h  si  avrà  tutto  ciò  che  è  necessario  a 
determinare  le  due  equazioni  cercate . 

In  somma  tutto  si  riduce  ad  eliminare  a%&S«S/3'  tra  le  sei  e- 
quazioni  qui  sopra  trovate  9  e  fatta  questa  eliminazione  si  hanno 
(  pongo  per  abbreviare  ) 

a{a(x'  — «)H-6(y— /3)H- 2'}  — (:»'  —  «)  (iH-a'H-6')  =  P 

a{^x  —  tf)  H-  h{y  —  /3)  H-  2;'  —  z  (  l  H*  a*  H-  **)  =  R 

dal  che  ottengo  aP  h*  6Q  H-  R  =  o  )  le  due  equazioni  della 

retta  cercata 

(a?  — a7')R  =  (2;  — 5;')P 

(j^-y)R=(^~2;')Q. 

V^IIL  Immaginiamoci  ora  due  piani  condotti  nello  spazio  e 
rappresentati  dair  equazioni  Ao?  -h  By  h*  C2;  -h  D  =0 

Aa?  H-  B>  ^  ^z  H-  D'  =  o: 

quando  questi  non  siano  paralleli ,  si  segheranno  in  una  linea  retta , 
della  quale  proponiamoci  trovare  le  equazioni . 

La  linea  d'intersezione  appartenendo  ai  due  piani,  devono  le 
due  equazioni  superiori  divenire  eguali  tra  di  loro>  o  sussistere 
nello  stesso  .tempo  per  tutti  i  punti  dei  piani  convenienti  a  queir  in- 
tersezione;  se  dunque,  supponendo  che  x^y^z  siano  le  coordinate 
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deir  intersezione ,  eliminiamo  per  mezzo  di  quelle  due  cquapionr 
una  qualunque  di  queste  coordinate  j  Tecjuazione  risultante  darà  là 
relazione  che  esiste  tra  le  diie  altre  coordinate  residue  appartenen- 
ti air  intersezione;  quest'equazione  sarà  quella  di  una  delle  proje- 
zioni  della  retta  d*  intersezione  dei  piani  ;  così  eliminando  ;c  ^  y  ^z 
fra  le  equazioni  dei  due  piani  >  e  facendo  per  abbreviare 


BC       BC  —  l 

DA- 

-  DA  —  X 

CA'       G'A  —  OT . 

DB'~ 

-DB  —  fi 

AB'       AB  —  n 

pc- 

-  D  C  —  .1- ,  segue 

l\  -h  WZ(*  -fi  raP  ì:^  0  ) 

le  equazioni  delle  tre  projezioni  sopra  i 

piani  rettangolari  saranap 

ly    —  mx  H-  »  —  o , 

mz  —  ny  'h  a       o  , 

1 

nx  —  Iz  -i-  (*  —  o  ^ 

! 

due  delle  quali  danno  la  terza . 

Da  qui  innanzi  terremo  sotto  questa  forma  V  equazioni  cb« 
determinano  la  posizione  di  una  linea  retta  data  nello  spazio .  Si 
ritrovano  sei  coefficienti  costanti  in  queste  tre  equazioni,  cioè  /,ot, 
72 ,  A  ,  jx  ,  V ,  dei  quali  quattro  soltanto  sono  necessarj  :  uno  è  dato 
dair  equazione  di  condizione  Za  h-  mfi  ^  nv  =z  o/un  altro  è  ar- 
bitrario, €  per  mezzo  di  una  idonea  determinazione  possono  seni- 
plicizzarsi  certe  operazioni  di  Analisi . 

Determiniamo  T  angolo  che  fanno  tra  loro  i  due  piani  dei  qua- 
li qui  soprji  assegnata  abbiamo  V  intersezione  . 

Fingiamo  che  dall'  origine  delle  coordinate  si  conducano  due 
piani  paralleli  ai  due  primi  :  è  manifesto  che  essi  faranno  tra  loro 
lo  stesso  angolo  che  quelli,  e  che  le  equazioni  da  cui  sono  rap- 
presentati., saranuo 

Ax  -H  By  s-  Cz  =o 

A'x  H-  B>  ^  Uz  —  o 

p.     ^  I  due  piani  di  .cui  si  parla,  siano  :quei  della  Fig.  31  ;  T3LFM. 

^^     sia  il  piano  rappresentato  dalla  prima  equazione;  QRPS  quello 

della  seconda  •  JDa  un  punto  A  preso  a  piacere  nel  secondo  piano 

si  abbassi  una  perpendicolare  AB  sopra  il  primo,  e  dal  piede  B  si 

abbassi   una  perpendicolare  BG  sopra  lo  stesso  piano  QRPS:  si 
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vede  facilmente  che  |J  =  cos  BDC  =  cos  dell*  angolo  fatto  da 

JlA 

quei  due  piani .  Tutta  dunque  si  riduce  a  trovare  le  grandezze  di 
queste  due  perpendicolari  >  le  quali  prenderema  eoa  segni  contra- 
Tj  poiché  esse  si  misurana  in  sensi  diversi . 

Le  coordinate  del  punto  A  preso  ad  arbitrio  y  siano  x^^y^^z"^ 
e  si  avrà  in  esso  AV  — H  B'^'^  -+  CV  =  o  .  Sia  P  la  grandezza 
della  perpendicolare  AB,  ed  od' iy\z  le  coordinate  del  sua  pie* 
de,  e  si  avrà  (  N*.  V-  ) 

od' 

f 


;  a?'  - 

AL 

•V 

A»H-B*-hC* 

y  - 

BL 

A'-*-B*-+C* 

z  - 

et 

A*-t-B»-4-C» 

L 

-•(A^-fB^H-C») 

Sia  F  la  grandezza  dell'  altra  perpendicolare  BG  ed  L' 

AV  H-  By  -(.  Cz  i  si  avrà 

F  = 


V  (  A'» -+- B'» -4- e»  ) 

//      //■ 


Sostituiamo  per  x  ,y" ,  2"  i  qui  sopra  ritrovati  valori  in  L* , 
ed  osservando  che  A V  -h  By  -f-  CV  =  o ,  troveremo 

L'  =2  -I'(AA^-4-BB^H-CC0 

A*  •+  B»  H-  e»  ' 

e  per  conseguenza 

■tv  _,  —  L ( A A^ H-BB' -» ce ) 


(  A*  H-  B*  H-  C*  )  V  { C'*  H-  B'*  -+•  A'»  )  * 

Sarà  dunque  |^  =  —  y»  e  quindi 
<ro5BDC=eo5  dell'angolo  cercato  r.^^^,  ^b^^^c'^)"'^ ^^f ^  b^^c^' 

Se  i  due  piani  fanno  angolo  retto  tra  loro ,  il  coseno  dell*  an- 
golo d'inclinazione  di  uno  a  riguardo  dell'altro  è  nullo,  e  quindi 
AA'  -i-  BB'  -i-  ce  =  o  esprimerà  qaesta  circostanza . 

Affinchè  dunqae  tre  piani }  di  cui  le  equazioni  sono 
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Ax   -h  By    -f  CI21   -f.  D   =  o 

A'x  H-  B>  H-  C'a  H-  D'  =  o 
A"a7  -4-  B'>  H-  C'z  -ì-  D"  ==  o , 

siano  rettangoli  tra  loro  ,•  dovranno  aversi  le  tre  equazioni  segnenti 

AA'  H-BB'  H-CC  =0 
A  A  H-  B"B  -^  C"C  .=  o 
AA"  H-  B'B"  -4-  G'C"  =  o . 


IX.  Se  consideriamo  due  linee  rette  condotte  nello  spazio , 
può  proporsi  la  questione  di  determinare  l'angolo  che  fanno  tra 
di  esse  se  s*  incontrano  ,  e  ciò  non  succedendo ,  l' angolo  delle  Jor 
proiezioni  sopra  un  piano  a  quelle  due  linee  parallelo . 

Per  risolverla  siano  1*  equazioni  delle  proiezioni  delle  due  rette 

ly    - 

mz  —  ny  h*  ^  =  o  J^  per  la  prima 
nx  — 

Vy  - 

mz  —  72'j^  H-  x'  =  o  J.  per  la  seconda . 
n'x  — 

Se  ci  immaginiamo  che  dall'  origine  delle  coordinate  si  con- 
ducano due  piani  perpendicolari  a  ciascuna  di  queste  rette  >  l' equa- 
zioni (  N°.  IV"  )  di  questi  piani  saranno 

Ix  -^  my  ^\-  nz  ^=  o 

l'x  H-  my  -j-  n'z  =  o 

e  r  angolo  che  questi  piani  formano  tra  loro  sarà  l'angolo  doman- 
dato. Alla  spiegazione  di  questa  costruzione  si  può  applicare  la 
Fig-  Si- 
li coseno  di  questo  angolo  (  N°.  Vili  )  sarà  = 

. W  -h  mm'  -f  »h' 

<•  (  /*  -I-  W*  H-»»  )  V'  (/'*  H^ffl»'*  -»-»'»)' 

Se  queste  due  rette  sono  perpendicolari  a  due  piani  rettango- 
lari tra  loro ,  ciò  che  può  accadere  senza  che  esse  si  taglino , 
avremo  W  h-  mm  -^  jm'  =  0: 


A     J?    P     E     II     P     I     e     E  441; 

Qaest'  eqnazion€  dunque  esprime  "la  relazione  che  debbono 
avere  i  coefficienti  dell'equazioni  di  due  rette»  perchè  siano  ret- 
tangolari tra  di  loro. 

Sg  infiue  r  equazioni  ^  tre  rette  sono 

ly     ^  mx   ^  y    ^  o\ 

mz   —  ny    H-  x   =  o  j-  per  la  prima 


nx 


1^     H-  i*    =  o 


stìi'z  —  n'y   -h  A'  =  o  K  per  la  seconda 


nx  — Ip    H-y  =  o 


r//  _/'_,        .        '^ 


y    . —  m  X  -^  p 
m"z  —  n"y  -i-  a"  =0  ^  per  ^a  ter;za 


TI  X 


Acciò  si?in  queste  linee  ..rettfingolari  tr»  loro  ;CQjiwerrà  che  ab- 
biansi  le. tre  equazioni 

Zi    H*  mm    H-  nn    =;=  p 

X.  Si>ppOQÌaiBo  ora  dati  nello  spazio  tma  retta  ed  iw  pano^ 
e  cerchiamo  T  angolo  d' incidenza  di  questa  retta  col  piagno .  Siana 

hx  -i-  By  -*-  C;?;  -t-  D  5=.o  r  equazione  del  piano 

ly    —  mx 

mz  —  ny  h*  >•  =  o  ^  equazioni  della  retta  • 

nx  —  Iz  H*  ff  =  o 


Se  dall'origine  dejle  coordinate  sì  immagina  nn  piano  perpen- 
dicolare alla  retta,  la  sua  equazione  (N*.  IV"  )  sarà 

Ix  ^  my  ^  nz  =^  o  ^ 


e  r  angolo  che  questo  formerà  col  piano  dato ,  sarà  il  complemento 
deir  angolo  dimandato  i  si  avrà  dunque  il  seno  di'  quest'  angolo 


Tom.  Il  K  k  k 
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.-^^ A/  -+  Bn»  -♦•  C» 

V(  A» -* B* -4- e») V (/•-*■«»•-+»•  ) 

Se  la  retta  sarà  perpeadìcolare  al  piano  »  il  sgo  seno  sarà 
r  ooità  »  e  perciò 

AZ  H-  Bot  H-  Gre  =  v'C A'  H-  B'  ^  C*)v'(r  -f  m  4-  n*)^ 

la  quale  equazione»  si  ridace  a 

(  Aot  —  BZ)*-^  (B«  —  Cm)*  -4.  (C?  ^  Aa)*  =  o, 

che  non  può. essere  soddisfatta  senza  che  sia 

Am  —  BZ  =  o 
B/z  —  Ctjz  =  o 
CI   —  An  =  o , 

delle  qoali  tre  equazioni  due  danno  sempre  la  terza:  queste  cspri- 
mono  le  relazioni  che  debbano  su9sistei*e  tra  i  coefficienti  del r equa- 
zioni di  un  piano  e  di  una  retta  t  acciò  la  retta  ed  il  prano  $i  iircoo* 
trino  ad  angoli  recti y  il  che  combina  eoa  quanto  abbram  detto  soprar 

li  problema  che  ora  ci  proponiamo  appartiene  alfe  Teoiic  dei 
massimi  e  minimi,  ed  ivi  noi  ne  abbiamo  parlato;  noo  ostante  sa- 
rà utile  vedere  come  possa  risolversi  per  mezzo  d»ir  A}{j^*a  Ele- 
mentare . 

XL  Date  due  rette  nello  spazio ,  si  dimanda  la  piii  corta  di-* 
stanza  tra  loro. 
.   :   Siano  l' ecraizifliti  delle  proieaiooi  per  le  dne  mao 


h 

—  tnx   H-/ 

""°ì 

■ 

* 

•        • 

m'z 

m 

nx 

—  ny    M-  xT 

—  l'z     H-  f*' 

—  o  1 
=  o 

.per 

la  prima 

zv 

/    /                    /  / 

KSt  o) 

• 

ly 

77Z  07  H-  » 

=  0\ 

n  X 

5»   0    1 

.  per 

1^  secanda 

• 

ZV 

=  o/ 

Frnrgiamo  che  permaneste  due  rette  sì  conducano  due  piani  paral- 
leli tra  loro;  per  la  condizione  di  questo  parallelismo ,  i  coefficien- 
ti di  x^yyZ  neir  equazioni  dei  piani  ^  saranno  eguali  tra  loro } 
così  tali  equazioni  avran  la  forma 


APPVNOICt  ^^^ 

■  Aa?  H-  By  H-  C«  f4-  O  =  o 
Ax  H-  By  -I-  Cz  -1-  D'  =  o 

Fingiamo  fegnalmente  che  dall' origine  delle  òoordioate^sì  ab- 
bassi nnà  perpeadicolare  sopra  un  piano  ■>  t  qoeita  prolungata  sarà 
anche  perpeadicolare  sull'altro,  e  la  distanza  di  quei  due  piani  mi- 
surata sopra  questa  perpendicolare  ^  sarà  la  più  corta  distanza  cercata . 

Indichiamo  per  P  la  perpendicolare  sopra  il  piano  più  lontano 
:dall'  origine')  e  sia  quello  della  prima  equazione  ;  sia  P'  la  perpendi- 
^lore  sopra  l' altro  pianO)  fi  sarà  P  *—P' quella  pm  piccola  distanza. 

Ora  .abbiam  .trovato 

x=  D 

p w    

'     y  (  A» -♦•  B».-«- e»  )  ' 

dunque ,'  se  indicbiamo  per  Q  la  più  ,corta  distanza,  tn  avxà 

y'(AV-»-B».-+C») 

tutta  la  d  i  fBcoltk  è  ora  ridotta  a  trovare  ì  valori  di  A ,  B ,  C ,  D ,  !> . 
jSe  jl  primo  dei  .due  piani  invece  di  passare  per  la  prima  retta, 
avesse  un  punto  d' intersezione  con  essa  »  .i  valori  delle  coordinate 
convenienti  .a  qniQsto  punto  d'intersezione.)  sarebbero 

Ai' -¥  Bm' -¥  e»' * 

•  ■    ■ 

y  A/'-t-Bw' •*-<>'' 

Af'  —  BX'  —  P»[ . 

Ai'.-t-  B«'  -^  C»'  * 

ma  il  piaao  passando  per  la  retta  9  questo  jpnnto  d' intersezione  non 
può  ^essere  «detenni nato  i  per  questo  in  nn  tal  4?aso  i  trovati  valori 

di  x^y  yZ  .debbono  essere  espressioni  itidetermìnate  >  eguali  a  -2.  : 
dt^nque  i^tel  ;aostro  caso  dobbiamo  avere 

AZ' H- B^' .H- C/z'  =0, 
A/*'  —  Bx'  —  D»'  =  o , 
B/  —  Cf»'  —  DZ'  ==0, 
Ca'  —  Ar'   —  Dw'  =  o , 
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Lo  stesso  ragionamenta  facendosi  per  V  altffo  piano ,  si  avrao-  . 
no  altre  quattro  equazioni 


M'  Hr.  Bm"  - 

4.C/2"      = 

=  0, 

Afi"     Ba:-  - 

-  D'/2':  = 

=  0,. 

■la  /'            g~ì   " 

-D/'  = 

=  or. 

Cx"  —A/'  - 

-  rrra"  = 

=  Oi 

Sì  osservi  che  in  ciascuna  di  qaeste  serie  di  equazioni  rie  prime  due 
.condpcono  alle  altre;  così  sono  qoattio  soltanto  le  equazioni ,  del- 
le quali  possiamo  far  conto  per  la  d^iterminazione  dei  coefficienti 

A,B,c,D,rr. 

Se  per  mezzo  delle  prime  equazioni  delle  due  serie  >  eliminia- 
mo A  e  By  si  trova 

A{tm^  —  rm)  H-  C  (nm'  —  n^m^)  =  ov 
B  (Z'/K^  -^  ìm)  H-  C  (In     —  rd  )  =  o. 

Ora  Y  equazioni  dei  due  piani  tanno  na  coe/Hcientc  di  piur , 
che  non  è  necessario  9  e  del  quale  disporre  possiamo  come  più  ci 
piace  ;  fa'cciuma  dunque  C  =s;=  ZW  —  Z'W,  e  si  avrà 

^Krz:^  mn   —  m  n  s  B  ^^=^  ni   -^  n  l  ^  Lt  =z  im   —  Zot. 

In  segnato  conside^'ando  le  seconde  equazioni  delle  due  serie  r 
si  mokiplicberà  la  prima  per  n"  >  la  seconda  per  tz'  ,  e  si  troverà 

(D  —  D')  nn   =  A(piV  —  /ttV)  —  B(a'/2"  —  xV), 

da  cui  si  ricaverà  (  facendo  per  abbreviatura  m'n"  —  m"n'  =  L; 

tm"  —  l"m*  ^  N ;  /»'/a"  —  fi"/i'  ==  L' j  nT  —  nt  =  M i. p'I"  ~ 

rj>  -J  j}'  ==  LL'  -^  MM*  ^  g^ .  j^  consegnenz» 


»■»  ■  * 


Qf 


LL'  —  MM' 


,  i       >    li 


»:< V  (  L*  •*♦-  M*  -K  N^  > 

Se  le  due  linee  si  segsno  fra  loro^  allora  la  più  corta  dìstamOK 
è  zero  r  si  avrh  in  questo  caso  LL' =  MM' ,  equazione  di  condizio- 
ne tra  i  coefficienti  delle  due  rette,  acciò  Tintersezione  abbia  luogo- 

Se  tra  due  rette  condotte  nello  spazio,  si  tira  una  retta  che 
sia  perpendicolare  ad  ambedue ,  questa  sarà  eguale  a  quella  prii 
corta  distanza  da  noi  qnì  sopra  determinata:  cerchiamo  T equazioai 
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delle  di  lei  projeziooi  •  Riteniamo  li  stessi  dati  posti  qui  sopra . 
Sieno  Ite  ricercate  equazioni 


ly  —  mx  H-  »  =  o 
mz  —  tiy  H-  ^  =  <^ 
nx  —  Iz   '^11^  =  o  f 

e  tutta  la  difEcoltà  sarà  ridotta  a  trovare  i  valori  di  l^myTiyXj/i^f. 
Fra  queste  sei  quantità  abbiara  già  V  equazione 

(  A)  . . . .  Z^  H- A*OT  H- ^«^  =  o  • 

La  retta  domandata  dovendo  esser  perpendicolare  alle  due  al- 
tre >.  si  avranno  (  N**.  IX  )  le  due  equazioni  di  condizione 

(B)  • . . .  IV  H-  mmf  -+-  nn    =  o 

(  G  )  . .  ; .  it'  ^  mm   ^  nn''  =  o  . 

Infine  questa  retta  dovendo  tagliare  le  due  altre  >  si  avranno 
due  altre  equazioni 

(D) (/A72'  — fin  ){m'n  — mn')=^{n^—n\)  {Vn  —  Z/z'); 

\Y,>^  . . .  .{^fin''  —f^'n){n:'n  —  mn'')^^ 

Per  mezzo  di  queste  cinque  equazioni  si  troveranno  i  valori 

dei  cinque  coefficienti  necessar))  e  del  sesto  ne  disporremo  a  piacere. 

Se  tra  le  equazioni  (B)  ^  (G)  eliminiamo  l  ed  m^  troveremo 

/ ( Vm'  —  l'm' )  H*  /2 ( nm'  —  n'yrf  )  =  o , 
m{l'm   —  tm!)  -h  ni^l'n    -7  tn  )  =  o  ; 

Disponendo  di  72  9  e  facendo  • 

n  =  Ini    —  V'm\  si  avranno  per  l  ^m^n  i  valori  seguenti 

l  =  mri'  —  m"h'  j 
m  =^  nù    —  ni 
n  =  ZW  —  l'm  . 

In  seguito  potrebbero  trovarsi  i  valori  degli  altri  coefficienti  ; 
non  vi  eìssendo  altra  difficoltà  che  quella  del  calcolo  ^  la  tralascio 
air  esercizio  dei  Lettori . 

XII.  Veduto  come  possono  esprimersi  analiticamente  le  circo- 
stanze  tutte  dei  piani  e  delle  linee  che  si  conducono  nello  spazio  > 
veniamo  a  parlare  delle  curve  a  doppia-  curvatura . 


w 
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Chiamanst  Curve  a  doppia  Curvatura  %  quelle  linee  curve  le 
quali  non  possono  essere  disegnate  in  aa  piano  ^  o  quelle  per  il 
continuo  tratto  delle  quali  non  si  può  far  passare  un  piauo>  sicché 
debbano  giacere  in  esso . 

Queste  curve  si  determinano  ianalitic^mente  riportaijcJa  tutti  i 
loro  punti  a  tre  piani  ortogonali  icopdotti  nello  spazio . 
Fig.  ^a.  Siano  rappresentati  .dalla  { JPig  3?  )  i  tre  piani  :  sia  XAY  il 
piano  orizzontale  degli  oc  f^y:  sia  XAIZ  il  piano  verticale  anteriore 
degli  a? ,  2;  :  sia  YAZ  il  piano  yfirticale  laterale  degli  y  yZ.  Sia  A 
r origine  delle  coordinata ^  AX  F asse  degli  a:;  AY  T asse  degli  j^  ; 
AZ  quello  degli  2.  iSopponiainp  «condotta  nello  spazio  ima  ppryà  a 
doppia  curvatura  qualunque  EMF^  e  da  ciascun  punto  ]M[  .di  essa 
abbassate  la  perpendicolare  Mxn  sul  piano  orizzontale  ^  e  la  per- 
pendicolare Mot'  sul  piano  verticale  laterale.  Il  punto  M  sarà  jde- 
terminato dalle  due projezioni  m^m  .  Nella  stessa  guisa  tutti  i  pun- 
ti della  CQtya  a  doppia  curvatora  EMF  saranno  determinati  dalle 
respettive  projezioni .. 

Tutti  i  p^nti  di  projezione  sopra  il  piano  oHzzonrale  XAY 
formano  la  curva  piaua  di  projezione  emf\  e  tutti  i  punti  di  proie- 
zione sopra  il  piano  verticale  YAZ  formano  Y  altra  curva  piana  di 
projezione  e'nif .  Queste  due  curve  cbiamansi  le  projezioni  della 
EMF;  così  per  nqa  curva  a  doppiai  curvatura  si  hanno  tre  projezioni 
ciascuna  delle  quali  è  sopra  uno  dei  tre  piani  oitogonali»  Due  sole 
però  di  queste  bastano  a  determinare  Ja  curva  a  doppia  curvatura . 

Per  questo  motivo  noi  intenderemo  phe  sia  ^determinata  anali- 
ticamente una  curva  a  doppia  curvatura,  quandp  sono  analitica- 
mente determinate  dne  delle  ;iue  xxp  projezioni  ;.  e  siccome  una  pro- 
iezione essendo  tutta  situata  in  un  piano,  è  rappresentata  da  un'e- 
quazione tra  le  sue  coordinate,  così  per  rappresentare  una  curva  a 
doppia  curvatura  ci  vorranno  due  equazioni  che  saranno  quelle  le 
quali  rappresentano  due  delle  sue  proiezioni . 

Se  pertanto  considerando  il  punto  M  della  curva  a  doppia  .cnr*- 
vatura  facciamo  My^i  =  5,  e  dal  punto  m  abbassando  una  perpen- 
dicolare sopra  AX,  poniamo  otP  =  J'i  AP  ==  ^,  Ja  projezione 
6/^/' sarà  data  da  una  equazione  in  or^^,  e  sia  jf  =.^(»)i  la  pro- 
iezione éììif  da  un'equazione  in  AQ  e  Q^',  cioè  jy  e  2;,  e  sia 
2  =  y  ( j/  ) .  Il  sistema  poi  delle  due  equazioni 

y  —^(pycc)  \  rappresenti  rà  la  curva  a  doppia  curvatura  EMF. 
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E  qui  si  Tede  facilmente  che  avute  T  equazioni  di  due  proie- 
zioni sopra  due  dei  tre  piani  ortc^onali,  si  può  addirittura  avere  ]a 
proiezione  sopra  il  terzo  piano:  questa  proiezione  infatti  sarà  una 
curva  riferita  alle  coordinate  XjZf  e  per  ottenere  V equazione ,  ba- 
sterà eliminare  y  dalla  secotida  equazione  ^  sostituendo  il  suo  valo- 
re in  *;  avremo  allora  un'equazione  z  =  F(x)  che  sarà  rcqua» 
zione  della  terza  proiezione . 

XIII.  Ancora  le  curve  a  semplice  curvatura  o  come  diconsi 
piane  >  se  si  immaginano  condotte  nello  spazio  9  si  riferiscono  a  tre 
piani  ortogonali  tra  loro^  e  si  rappresentano  con  nn  sistema  di  due 
equazioni ,  che  sono  quelle  di  due  delle  loro  proiezioni  9  e  sotto 
questo  punto  di  vista  possono  considerarsi  come  della  stessa  classe 
(  almeno  riguardo  alla  maniera  dì  esprimersi  analiticamente  )  delle 
curve  a  doppia  curvatura;  la  differenza  però  che  passa  tra  queste 
e  quelle  si  è ,  che  sono  indispensabili  due  equazioni  per  rappresen- 
tare una  curva  a  doppia  curvatura  9  comunque  nello  spazio  siano 
situati  i  tre  piani  cui  si  vuol  riferìre;  mentre  che  per  una  curva  a 
semplice  curvatura  possiamo  immaginare  che  i  tre  piani  di  relazio* 
ne  siano  presi  in  tal  modo  9  che  essa  tutta  sì  ritrovi  in  uno  di  loro^ 
ed  in  conseguenza  sia  rappresentata  da  una  sola  equazione . 

Abbiamo  detto  nel  N^.  antecedente  che  da  due  equazioni  di  due 
curve  descritte  sopra  due  dei  tre  piani  ortogonali ,  è  determinata 
trna  curva  a  doppia  curvatura ,  della  quale  quelle  curve  piane  sono 
le  proiezioni   Non  vi  è  nello  spazio  che  una  sola  curva  a  doppia 
curvatura  che  possa  convenire  a  due  determinate  proiezioni.  Se 
però  iti  una  di  quelle  due  equazioni  si  trovasse  qualche  quantità 
arbitraria. che  ricever  potesse  tutti  i  valori  possibili,  allora  vi  sa- 
rebbero infinite  curve  a  doppia  curvatura  rappresentate  da  quel  si- 
stema di  due  equazioni;  imperocché  per  ogni  valore  dato  all'arbi- 
traria si  avrebbe  un  diverso  sistema,  e  quindi  una  diversa  curva 
nello  spazio .  Questa  osservazione  ci  sarà  interessante  in  altro  luoga. 
Ancora  nelle  curve  a  doppia  curvatura  si  considerano  le  tan- 
genti, e  dicesi  tangante  di  una  curva  a  doppia  curvatura  EMF  inp-^ 
M  una  retta  MT,  che  avendo  di  comune  con  la  curva  il  solo  pun-     ^'  ^ 
to  M  9  ha  due  projezioni  mt  9  mf  9  che  sono  anche  tangenti  delle 
curve  di  proiezione  nei  punti  m^m'\  come  si  determini  questa  tan- 
gente MT>  egualmente  che  le  altre  circostanze  dei  contatti  delle 
carve  a  doppia  curvatura  9  lo  vedremo  a  suo  Inogq . 
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XIV.  Rignardo  alla  maniera  di  rappresentare  sna  cnrva  a 
doppia  curvatura  per  mezzo  di  due  equazioni  ^  diamo  qualche  e^ 
sempio. 

Supponiamo  che  si  voglia  rappresentare  analiticamente  uut 
spirale  circolare  condotta  nello  spazio  >  la  quale  abbia  per  asse  lo 
stesso  asse  verticale  /delje  z.  Immaginiamoci  un  cilindro. che  ahbi^ 
questo  stesso  asse 9  e  sopra  di  lui  fingiamo  disegnata  la  spirale:  è 
evidente  che  se  da  ciascun  punto  della  8[)irale  abbasso  delle  per- 
pendicolari sul  piano  orizzontale  9  queste  cadono  tutte  nella  circonr 
ferenza  della  base  del  cilindro  :  se  dunque  a  è  il  raggio  di  questo 
cilindro  9  sarà  (jp*  h*  j^*  =  a*  V  equazione  delja  proje^^ìpne  della 
spirale  sul  piano  orizzontale. 

P,er  avere  Y  altra  equazione  per  la  proiezione  sopra  il  piano 
degli  ^  e  * ,  si  osservi  che  questa  curva  produce  una  retta  sopra 
lo  sviluppo  della  superficie  del  cilindro;  così  quest'  equazione  sar 
rà  z  =  bare  sen  (y)  '^  e  essendo  b  ,  e  due  costanti. 

La  nostra  spirale  dunque  sarà  rappresentata  dal  siste^ia  di  qucr 
ste  due  équaziónji 

X   ^  y    =  q 

z  ==^  b.  are  sen  (j'  )  H-  <?  • 

La  costante  e  può  servire  a  determinare  il  passaggio  della  spi- 
rale per  un  dato  punto;  e  la  b  per  determinare  T  inclinazione  del- 
la spirale. 

Le  curve  a  doppia  curvatura  possono  ancora  riguardarsi  9  cor 
me  nate  dall'  intersezione  di  due  superficie  curve  ^  anzi  sogliono 
considerarsi  sotto  questo  punto  di  vista:  noi  perciò  tralascieremo 
qui  di  parlarne,  e  passeremo  alle  superficie. 

XV.  Premesso  quanto  al>biam  detto  ai  Numeri  precedenti  j 
immaginiamo  una  sujierlicie  curva  condotta  nello  spazio.  Ciascun 
j.rnnto  di  cjuesta  superficie  è  determinato  di  posizione  per  mezzo 
delle  distanze  di  esso  da  tre  piani  ortogonali ,  o  per  mezzo  delle 
coordinate  x^y^z.  Considerando  al  solito  il  piano  delle  x^y 
come  orizzontale,  sarà  Tasse  delle  z  verticale,  ó  le  coordinate  5 
saranno  tante  verticali  abbiissate  dai  diversi  punti  della  superficie 
sopi'a  il  piano  orizzontale  .^ Le  tre  coordinate  «7,7,  :&>  le  quali 
convengono  ad  un  punto  qualunque  di  una  snperfìaie  curva,  sono 
tali  che  due  di  esse  x  t^y  ^  per  esempio  9  non  variando  la  terza  z 
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neppure  varia  ;  ma  se  akona  di  queste  tre  coordinate  soffre  qual- 
che cangiamento 9  le  altre  due  o  almeno  una  eli  esse»  deve  aoche 
.cangiare  9  se  vuoisi  che  le  tre  coordinate  appartengano  sempre  a 
qualche  punto  della  superficie  curva:  queste  tre  quantità  dunque 
X  ^y  y^%  quando  siano  sempre  obbligal:e  ad  essere  coordinate  dei 
punti -di  una  superficie  curva  ^  hanno  tra 'loro  una  qualche  dipen- 
denza per  la  quale  una  è  funzione. d^lle  altre  jdue;  per  esempio  z 
è  funzione  Aìxjq  dì  y  che  possiamo  .esprimere  per  j5  ==  (f>{x  ^y). 

Dunque  una  superficie  curva  quarlungrie  sarà  in  -generale  rap- 
presentata da  5J  =  P{x^y^)^  essendo  -x  ^  y  ^4S,  le  di  lei  ordinate 
^ortogonali .  Jja  forma  particolare  deUa  funzione  (f>  {^^y),^  «o  la  ma- 
niera particolare  con  la  quale  x^y  entrano  a  comporre  quel.<pcon- 
.do  membro  9  dipenderà  dalla  natuia  particolare  della  superficie  ^jbe 
Tuolsi  rappresentare . 

L\équazione  z=z(p\x^y')  prib  anche  ^ricevere  la  forma 
^{pc\y^z)  ;b=:.o  9  indicando  per  il  primo  membro  una  funzione 
^qualunque  delle  tre  coordinate, a?  9^  9  2;;  così  tanto  Tuna  che  T  altra 
Ai  queste  forme  ci  servirà  per  esprimere  analiticamente  uQa  super- 
ficie  curva  riferita  a. tre  piani  ortogonali. 

Si  >dice  che  una  superficie  curva  è  espressa  dall'  equazione 
^{xyy^z)  ==  o  9  perchè  la  possiamo  immaginare  .come  costruita 
per  mezzo  di  questa  equazione:  infatti  dati  ad  x ^y  due  valori  a^ 
ò)  si  determinerà  un  punto  nel  piano  orizzontale  1  nel  quale  ele- 
vando una  perpendicolare  eguale  al  valor  che  ci  dà  per  z  T^qua^ 
zione  F(a,&9z)  =  09  si  avrà  nello  spazio  un  pnnto  che  appar- 
terrà a  quella  superficie;  e  fingendo  d'aver  fatta  quest'operazione 
.per  tutti  gli  altri  punti  del  piano  orizzontale,  si  avranno  nello  spa*- 
zio  tanti  punti  corrispondenti  peri  quali  passerà  la  i^uperficie  ciirva. 
Rappresentando  per  F{a?>j^v?i)  ==  o  un|i  superficie  curva,  «inchè 
X  ^y  restaao  indeteruiinate  (  per  il  che  tale  anche  resta  ;5  )  quest'  e- 
quaziqne  appairtiene  a  ciascun  punto  di  quella  superficie  ;  ma  se 
diauio  ad  x  un  valore  particolare  e  costante ,  come  per  esempio 
X  ^^  Q  y  z\]ov2i  r  equazione  apparterrà  a  quei  punti  soli  della  su- 
perficie pe'  quali  V  ascissa  a?  è  sempric  la  stessa  ed  eguale  ad  a .  Que- 
sti sonp  i  punti  di  qua  sezione  chp  si  farebbe  in  quella  superficie  9 
condpcendo  un  pì^no  che  Ja  segasse,  distante  perallelamente  dal 
piano  verticale  delle  y  ,  5;  della  quantità  a.  .Si  potrebbe  fare  una 
simile  considerazioup  rapporto  aRli  altri  piani . 

Tom.  IL  L 1 1 
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Supponiamo  ora  che  abbiansi  due  cijoazionL 

F(x,jy  ,2;)  =  o- 

Ciascuna  dt  queste  esprimerà  una  superfìcie  curva  condottai 
cella  spazio .  Queste  due  superficie  possono  essere  situate  in  modo  r 
che  una  non  incontri  T altra,  possono  toccarsi  ,^  a  possono^  interse- 
carsi vicendevolmente.  Lasciando  il  casa  del  contatto r  di  cui  do- 
vrem:  parlare  in  altra  occasione,  se  esse  si  tagliano  tra  di  loro,  V  in- 
tersezione sarà  in  generale  una  curva  a  doppia:  curvatura;  dico  itt 
generale  r  perchè  se  una  delle  due  superiori  equazioni  rappresentas* 
se  UQ  piano,  la  sezione  sarebbe  una  curva  piana:. 

XVI.  Per  avere  V  equazioni  che  rappresentano  questq:  curva:, 
a  doppia  curvatura,  cioè  le  equazioni  delle  di  lei  projezioni ,r  ecco 
come  si  farà .  Nei  punti  dell'  intersezione  le  coordinate  x^y  ^  z  ap- 
partengono nello'  stesso»  tempa  alle  due  superficie  curve  ;  dunque 
per  questi  punti  V  equazioni  F(a?  ,j>'  >  2}  ==  o,^  F'(a">j?  j^;}  =  a 
sussistono  nello  stessa  tempo  ^ 

Se  fra  queste  due  equazioni  eliminiamo  2 ,  avremo  un*  equa- 
zione della  forma  j^'(5C>j?)  =  o  ,  la  quale  conterrà  la.  velazione- 
tra  le  a:  e  le y  appartenente  a  tutti  i  punti  di  quelF intersezione:  es- 
sa né  rappresenterà  dunque  la  projezione  sopra  il  piano  degli  a?, j: 
egualmente  eliminando  y  avremo  un'equazione ^(07,2;)  =  o  che 
sarà  quella  della  proiezione  sul  piano^  verticale  delle  x,z;  ed  eli- 
minando  x,  si  avrà  la  projezione  sopra  il  terza  piano  rappresentata: 
à^f'{y,z)  —  o. 

Siccome  la  sussistenza  simultanea  delle  due  equazioni 

'F{xyy,z)^o^  V(oiyyyz}=20 

rappresenta  necessariamente  T intersezione  di  due  superficie,  o  unx 
curva  a  doppia  curvatura  y  e  ci  dà  per  mezzo  delle  semplici  regole 
dì  eliminazione,  le  projezioni  di  questa  curva  ;  quindi  è  che  pos- 
siamo anche  in  generale  riguardare  una  curva  a  doppia  curvatura  ». 
come  nata  dall' intersezioce  di  due  superficie,  e  rappresentata  dal 
sistema  di  due  equazioni^  ciascuna  delle  quali  sia  quella  di  una  su- 
perficie; anzi  sotto  questa  punta  di  vista  è  esattissima  F  espressio- 
ne a  doppia  curvatura  ^  poiché  una  curva  tale  trovandosi  nella 
stesso  tempo  situata  in  due  superficie  curve ,  gode  anche  nel  tempa 
stesso  della  curvità  di  ciascuna . 
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Abbiamo  detto  ^nì  sopra  che  nèir  equazione  z  =i  p(^x^y) 
^rappresentante  una  superficie  curva ^  la  maniera  con  la  quale  x^y 
.entrano  a  formare  la  funzione  ^(x^y)  dipende  dalla  natura  spe- 
ciale duella  superficie.  Questa  natura  speciale  di  una  superficie  o 
può  ricavarsi  dalla  considerazione  del  moto  con  cui  essa  è  genera- 
ta ,  la  quale  ci  potrà  fare  scoprire  come  le  variazioni  che  risente 
la  Zj  dipendano  da  quelle  che  risentono  le  Xyy;:0  .dalla  considera- 
zione di  alcuna  proprietà  caratteristica  appartenente  a  ciascun  pun- 
to della  curva,  proprietà  che  possa  esprimersi  per  una  .equazione 
tra  le  coordinate  :  in  questo  secondo  caso  non  si  saprà  in  vero  a 
priori  y  come  le  variazioni  delle  coordinate  influiscano  le  une  so- 
pra le  altre,  ma  sarem  certi  che  devono  variare  in  maniera  ,da  dar 
sempre  luogo  a  quella  proprietà.  Per  esempio,  se  ^i  vorrà  ji*,equa- 
zionc  della  ^superficie  sferica  di  ràggio  r  condotta  nello  ^spazio  ,  si 
rifletterà  che  una  proprietà  caratteristica  di  ciascuno  .dei  suoi  pun- 
ti è,  che  la  distanza  di  esso  dal  centro  è  eguale  al  raggio  r:  .se  dun- 
que chiamiamo.a:,jy;«  le  coordinate  di  un  qualunque  punto  della 
superficie  sferica  ,  ed  ^a  ,  ò  ,  e  quelle  .del  suo  .centro  ,5  .avremo 
(  N^  III  )  rappresentata  da  {x  -^,a)*.H-  {y  —,by,^  (a  — -  e)* 
il  quadrato  della  distanza  di  questi  due  punti;. sarà  .dunque 

l'equazione  rappresentante  la  superficie  di  una , sfera  jdi  raggio  ff 
ed  avente  il  centro  in  un  punto  dello  spazio  corrispondente  ;?ille 
coordiuate  a  ^b  yC  * 

S  e  o  L  1  .0. 

f 

-Tutto  ciò  che, concerne  i*.  la  classazìone delle  superficie  in 
diversi  gradi  secondo  le  dimensioni  che  hanno  le  coordinate  ,neire- 


esse:  V-  l'esame  particolare  delle  intersezioni  di  certe  determinar 
te  su (ìcrficie  curve:  5*.  je  permutazioni  delle  coordiuste:  e  6**  1^ 
considerazione  di  Certi  punti  rimarchevoli  sopra  le  supGrjfide,  co- 
me per  esempio  delle  sommità  ec,,  è  da  ine  tralasciato,  pq^chè  ap- 
partiene direttamente  air  introduzione  air  Analisi  Sublime .  Basta 
che  i  miei  Lettori  abbiano  letta  la  Teoria  delle  «uperficie  curve, 
che  Eulero  dà  nella  sua  Introduzione,  o  ciò  che  scrive  qualunque 
altro  Autore  che  tratti  di  questa  materia ,  e  non  avranno  alcuna 
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difficoltà  per  Y  intelligenza  del  restante  di  questa  Appendice . 
Vediamo  ora  come  possano  ricavarsi  le  equazioni  di  varie 
classi  di  anperficie  curve  dalla  considerazione  della  loro  genera^ 
zibncL. 

SuFEREiciE    Cilindriche. 

XVn.  Data  nello  spazio  una  qualunque  linea  retta  >  se  ci  im*- 
maginiaraa  un* altra  retta,,  cui  si  dà  il  norne  di  generatrice,  la  qua*- 
le  si  muova  nello  spazio  ^  restando  però  sempre  parallela  alla  da«^ 
ta ,  e  cfie  lasci  io  questo  movimento  continua  traccia  del  suo  pas^ 
saggio,  vprrà  a  descriversi  una  superficie  curva  i  e  tutte  le  super- 
ficie generate  in  questa  guisa  Banno  il  nome  di  superficie  eilindri- 
clie  .  Si  tratta  di  ritrovare  Y  equazione  generale  che  ci  rappresents 
la  Classe  o  la  famiglia  delle  superficie  cilindriche. 

Supponiamo  che  la  data  retta  passi  per  Torigine ,  e  se  non  vi 
passasse  %  da  quel  punto  gli  si  condurrebbe  una  parallela,  che  poi- 
trebbe  prendersi  invece  di  essa  :  siano  T  equazioni  di  questa-  retta. 

La  retta  Generatrice  dovendo  tsser  parallelà>  allft  datarle  $a» 
equazioni^  saranno^ 

X  :=i  az  »^  a  y  y=z  bz  ^  fir 

nelle  quali  a ,  b  sono  costanti ,  qualunque  sia  fo  pos&ione  della  ge- 
neratrice f  ma  le  quantità  ii,/3  che  sono  costanti  per  una  medesima 
posizione  della  generatrice ,  variano  allorché  la  generatrice  passa 
da  una  posizione  ad  un'  altra  ;  coià  per  ogni  superficie  cilindrica f 
allorché  il  punto  che  si  considera 9  cangia  di  posizione  senza  usci- 
re dalla  medesima  retta  generatrice ,  le  due  quantità  m ,  ^ ,  ovvero» 
i  Ioto»  valori  x  —  az,  y  —  62;,  sono  costanti»  e  se  si  muove  in 
modo  da  andare  da  una  posizione  della  generatrice  ad  uu' altra , 
ijàesre  quantità  variano  ambedue  :  dunque  queste  due  quantità  a  e 
fi  $ono  costanti  insieme  e  variabili  insieme  :  esse  dunque  sono  V  una 
^^pKtPne  delF  altra;  si  avrà  in  conseguenza  ^  =  ^(«)>  ovverà 

''  Que»t^ equazione  y  —  5z  =  ^(a?  —  az)  sarà  V  equazione 
generale  ^Ue  superficie  cilindriche ,  e  la  forma  della  funzione  che 
ne  compone  il  secondo  membro^  dipenderà  dalla  natura  della  cur- 
va, la  quale  dirìge  il  moto  della  generatrice;  se  qnesta  curva  non 
è  sottomessa  alla  leggfr  di  continuità ,  se  cioè  le  sue  proiezioni  non 


possono  esprimersi  ciascuna  per  nna  equazione  ^  la  forma  di  quel- 
la funzione  non  può  esprimersi  analiticamente  • 

L' equazioni  poi  della  retta  generatrice  saranno 

X  —  air  =  » 

m  essendo  la  quantità  che  particolarizza  la  posizione  di  questa  retta. 

Se  fosse  data  ancora  la  cnrva  a  doppia  curvatura ,  la  quale  di- 
rige il  movimento  della  generatrice  ^  allora  si  potrebbe  determina- 
re la  forma  della  funzione  ^(«1)9  che  conviene  a  quella  superfìcie 
individuale  che  si  considera . 

Infatti  siano  F(a?,j',z)  =  o^f^x^y^z)  =  o  le  due  equa- 
zioni date  della  cnrva  a  dc^pia  curvatura  ;  siccome  la  generatrice 
dee  in  tutte  le  sue  posizioni  passare  per  la  data  curva  >  bisognerà 
che  le  quattro  equazioni 

^{oc^y^z)^0yf{x^jjz)=zùyx--az~»f  y^òz=^(p{») 

sussistano  ideilo  stesso  tempo^,  quolnn^tus  «ìa  il  valore  di  ai  dunque 

se  da  queste  quattro  equazioni  si  eliminano  le  tre  quantità  x^y^z^ 
si  avrà  in  «  e  p  (  a  )  un'  equazione  che  rappresenteremo  per  T  (  « , 
^(tf))=:Or  che  determinerà  il  valore  di  ^(a)  in  at>  cioè  la  for« 
ma  della  funzione  f . 

Rimettendo  per  acfi(a)i  rwpettiri  valori  ^  si  avrà  T  equazione 

Y{x  —  »Zj  y  —  bz)à=to 

per  rappresentare  quella  particolare  superfìcie  Cilindrica  . 

Se  per  esempio  la  curva  direttrice  del  movimento  fosse  un  cir- 
colo tracciato  nello  spazio  >  siccome  un  circolo  risulta  sempre  dall' 
intersezione  di  una  superficie  sierica  con  un  piano  j  perciò  le  quat- 
tro equazioni  qui  scipxa  citate  sarebbero 

{x  -ay^(y-^b'y-h{z-^cy^r'=^Oy 
Ax  -i-  By  -4-  Gz  t-h  D  =  o^ 

07  —  az  :s=z  a  y 

y  '--bz^p(ct), 

dalle  quali  dirainando  x^y  y^  ^  si  otterrebbe  V  equazione  in  a  e 
^(«rj,  ed  in  consegiieaza  ci  sarebbe  conosciuta  la  forma  di  p{»)  - 
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Superficie  di  Rivoluzione. 

XVIII.  C^ianjansi  superficie  di  rivoluzione  quelle  generata 
dal  movimento  di  una  curva  qualunque  che  si  ravvolge  intorno  ad 
un'  asse  d^to  di  posizione  .  Ecco  come  può^a versene  r  equazione 
generjEile ..  ^         ^ 

Siano  <  Tj^    !   1. 

le  due  equazioni  date ,  le  quali  rappresentano  Y  asse  di  posizione  . 
Dalla  legge  >  ron  la  quale  si  generano  queste  superficie  y  dipende 
che  se  si  .tagliano  con  un  piano  qualunque  perpendicolare  all'  asso 
di  rivoluzione,  si  ha  per  sezione  la  circonferenza  ài  un  cìrcolo,  il 
centro  del  quale  è  neir  asse ,  e  tutti  i  punti  del  quale  sono  ad  egua* 
li  distanze  da  un  medesimo  punto  preso  nell'asse  medesimo.    ^ 

Ora  essendo  ^  ~  jif  Zu  ^  (  T  equazioni  dell'  asse  di  rivolu- 
zione, r o^inaisioire  ffl  tìn  paiano  ^perpendicolare  all'asse  <è 

ove  la  quantità  a  che  deterroina  la  posizione  ài  questo-  piano ,  è  co- 
stante per  uno  stesso  piano  perpendicolare ,  e  variabile  da  un  piar 
no  air  altro  i  inoltre  Jl'  asse  di  ;rivolnzione  incontra  il  piano  delle 
X  yy  in  im  punto ,  le  cui  coordinate  sono  iG^=:ay  y  =^by  2;  =  o^ 
e  prendendo  questo  punto  come  il  centro  comune  di  una  serie  di 
sfere  concentriche ,  1'  equazione  generale  di  queste  superficie  sfe- 
riche sarà  '  '  ; 

{op-^:ay^iy^P)\^z^=f, 

nella  quale  il  raggio  /3  è  costante  per  una  medesima  sfera ,  e  varia 

da  una  sfera  air  altra . 

Posto  questo,  se  il  punto  che  si  considera  sopra  la  superficie 
di  rivoluzione,,  si  muove  senza  .uscire  dal  medesimo  piano  perpen- 
dicolare air,as5e.,  ei  non  escirà  neppure  dalla  medesima  superficie 
della.sfera,  ed  allora  /8  e  j3  saranno.amendue  costanti:  ma  se  que- 
sto punto  movendosi  esce  dal  piano  perpendicolare  all'asse,  ei  pas- 
serà anche  da  una  sfera  in  un' altra,  .e  le  quantità  a  e  /3  avranno 
tiitte  e  due  variato;  dunque  le  superficie  di  rivoluzione  hanno que- 
sra  proprietà  caratteristica  „  le  due  quantità  «  e  ^\  ovvero  i  loro 
„  respettivi  valori  Aa? -h  B^  H- 2J ,  (  a?  —  a  )*  H*i[j/  —  bf^z^ 
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)>  sono  costanti  insieme  e  variabili  insieme  «  ^^ 

Esse  avranno  dunque  per*  equazione 
{x  —  a/  -h  (jr  —  5)*^  s*  ==  p{Ax^hBy  •^  z)j  nella  qua- 
le il  seconda  membro  rappresenta  una  funzione  qualunque  della 
quantità  contenuta  tra  le  parentesi  ^  e  la  cui  forma  dipende  dalla 
natura  della  curva  generatrice  • 

Se  Tasse  di  rivoluzione  fosse  Io  stesso  asse  verticale  delle  z  » 
le  sue  equazioni  sarebbero  ar  =  o ,  jr  ==  o  >  fed  in  conseguenza 
A^=  o,  B  ==  o,  a  =  o,  5  =  o:  r  equazione  diviene  allora 

«*  -+»  j^*  =  ^(2)>  ovvero 
J2  =  ^  (  jc*  H-  j^*  ) . 

Quest'equazione  è  egualmente  generale  che  la  prima t  perchè 
sì  possono  sempre  permutare  le  coordinate  io  modo  che  Tasse  di 
rivoluzione  sia  uno  dei  tre  assi  ortogonali . 

Quando  è  data  V  equazione  della  curva  a  doppia  curvatura  f 
che  con  la  sua  rivolozione  produce  la  sujierficie ,  allora  si  può  de- 
terminare la  forma  di  quella  funzione,  accio  T equazione  delle  su- 
perficie cilindriche  rappresenti  appunto  la  superficie  descritta  da 
quella  curva  a  doppia  curvatura  .  Siano  infatti 

¥{x,y,z)=2  0,f{x^y^z)=^  o, 

le  equazioni  della  generatrice ,  e  le  equazioni  della  circonferenza 
di  un  circolo  >  descrìtto  da  qualunque  punto  della  generatrice  ,  sa- 
ranno 

Ax  -^*  By  H-  «  =  ^ 

ed  acciò  la  superficie  di  rivoluzione  passi  per  la  curva  data ,  biso» 
gna  che  la  generatrice  sia  tagliata  dalla  circonferenza  del  circolo  > 
qualunque  sia  il  valore  di  c^  ;  bisogna  dunque  che  le  quattro  equa- 
zioni precedenti  possano  aver  luogo  tra  le  quattro  quantità  x^y  ^ 
Zi^^t  eliminando  dunque  le  tre  quantità  x^y  yZ  resterà  una  equa- 
zione tia  «  e  (p(^)r  la  quale  può  esser  rappresentata  da  F'(a, 
p{ct))  ==  o,  e  che  darà  il  valore  di  (p{»)  in  «».  Ora  sostituiamo 
iu  qnest*  equazioni  i  réspettiv j  valori  per  »  e  f  (  a  )  >  ed  avremo 
r  equazione 
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F(Aa7H-By  H-Zs  (a;  —  a)*  h- (j' —  6)*  H- «')  =  o  ^ 

che  rappresentcìà  quella  determinata  superficie  di  rivoluzione  . 

Per  JÈire  jip  jesenipio  :  supponiamo  che  V  asse  pa^si  per  r  origir 
ne. 9  p  che  sia  parallelo  alle  z  ,  e  cerchiamo  Y  equazione  della  pu- 
pefficie  di  rivoluzione  generata  per  il  mptp  d^  una  retta  qualun- 
que data  dì  posizione .  ' 

Diano  S  T^f^       ,     r/ 

r  equazioni  date  della  retta  generatrice  ;  quelle  della  circonferenza 
descritta  da  ciascun  dei  suoi  punti  saranno  2;  =  it,  x^  :^y*  =^ 
p(«)  ;  eliminiamo  oc  ^y  ^  z  tr^  queste  cj|;uattrp  equazioni^  e  sì  avr^ 

(  A'«  H- a  )»  Hr  (B>  H- 5'r  =^  ^(n)  , 

che  ci  dice  come  ^(a)  è  composta  di  ».  Rimettiamo  i  valori  di  «^ 
e  di  (p(fl6),  ed  avremo  r equazione 

per  Rappresentare  quella  superficie. 

>Se  in  quest'  equazione  si  fa  a?  :=  o  .ovvero  ^  ?=  o  »  il  che 
ci  dà  una  sezione  per  Tasse,  J' equazione  risultante  diviene  quel- 
la di  un'  iperbola  ;  dunqu^e  la  superficie  che  si  considera  y  è  quella 
di  un'iperboloide  di  rivoluzione. 

Se  conservando  una  delle  due  equazioni  della  retta  generatri- 
ce ,  si  cambiano  tutti  i  segni  del  secondo  membro  delT  altra ,  V  cr 
q«azione  della  superficie  sarà  ancora  la  medesima  :  questa  superfi- 
cie dunque  può  esser  generata  da  due  rette  differenti  ;  e  siccome 
ciascuna  di  «queste  due  rette  generatrici  passa  per  tQtti  i  punti  de]^ 
la  superficie  1  ne  segue  che  ila  .superficie  pon  ha  alcun  punto  »  per 
il  quale  non  possano  farsi  passare  due  linee  rette  differenti ,  le  qua- 
li riposino  tutte  /t  due  intieramente  sopra  la  superficie  medesima . 

Altra  Famigli^  oi  Superhcee  . 

XIX.  Consideriamo  ora  quelle  superficie  che  sono  generato 
dal  movimento  di  una  linea  che  è  sempre  orizzontale ,  e  che^passa 
sempre  per  una  medesima  verticale . 

Dalla  generi  di  queste  superficie  si  ricava  una  proprietà  ca- 
ratteristica di  esse ,  e  che  loro  appartiene ,  qualunque  d' altronde  sia 
la  legge  con  la  quale  è  diretto  il  mòto  della  linea  generatrice .  liceo 
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in  cosa  consiste  99  se  questa  superficie  si  tàglia  con  na  qualunque 
•^,  piano  che  passi  pe»  fa  verticale ,  la  sezione  è  una  linea  retta  oriz- 
^,  zontale  ,,.  Ora  supponiamo  che  la  data  verticale  passi  per  T origi- 
ne 9  e  sia  Io  stesso  asse  delle  Zy  e  si  vedrà  che  V  equazione  di  un 

piano  qualunque  condotto  per  la  verticali^  è  ^  =  «a? ,  ovvero  ^  = 

a  y  nella  quale  «  è  il  parametro  che  determina  la  posizione  di  que- 
sto piano 9  parametro  che  è  costante  per  un  medesimo  piano,  e  che 
varia  da  un  piano  verticale  ad  un  altro;  di  più  l'equazione  di  una 
linea  orizzontale  è  z  =  fii  se  dnnqu.e  il  punto  che  sì  considera 9  si 
muove  sopra  la  superficie  senza  uscire  dal  medesimo  piano  verti* 
cale  y  il  che  appone  a  costante ,  non  escirà  neppure  dalla  linea  o- 
rizzontale ,  ed  ancor  |3  sarà  costante  ;  ma  se  nel  suo  movimento  egli 
cangierà  di  piano  verticale,  il  che  suppone  m  variabile,  passerà 
anche  in  un'  altra  linea  orizzontale ,  e  perciò  /3  sarà  ancora  esso 
'  variabile  :  dunque  njelle  superficie  che  consideriamo ,  le  quantità 

4K ,  /3  ,  ovvero  z ,  -^  sono  costanti  insième ,  e  variabili  insieme  :  so- 
no dunque  funzioni  una  dell'  altra  ;  sarà  pert^/ito  V  equazione  gè- 
nerale  di  queste  superficie  2;  =  ^  (  1-  )  ;  la  forma  di  p  dipende  dal- 
la natura  della  curva  che  dirige  il  movimento . 

Se  sarà  data  questa  curva  .di^'^ttrice  >  allora  si  determinerà  la 
forma  di  p.  Siano 

r  equazioni  che  rappresentano  .questa  curva  a  doppia  curvatura  ; 
elimìnandio  tra  jqueste  quattro  equazioni 


Z. - 

^^  -rr-   <*  • 

m  " 


le  tre  quantità  x^y  yZy  avremo  un' equazione 

/(«»<&(  «)):5=o  tra  «e^(«),  che  ci  darà  1*  espressione  di  p{m) . 

L*  equazione  poi  di  questa  superficie  individuale  sarà/(  i,  «  )  =  o . 
Tom,  n.  M  m  Hi 


458  APPENDICI 

Faccramo  qualche  esempio. 
1^  Nelle  stanze  a  volta ,  si  incontrano  ordinariamente  delle 
volte,  le  quali  vanna  a  terminare  in  altre  piccole  volte  parziali 
che  sono  ordinariamente  chiamate  Lunette  ^  Le  superficie  di  que- 
ste volte  parziali  sono  della  classe  di  quelle  y  che  qui  si  considerano* 

Data  dunque  T equazione  della  centina,  a  dell'  arco  che  for- 
ma la  base  della  lunetta  >  si  dimanda  V  equazione  della  di  lei  su- 
perficie- 

Sia  ;r  =  a  la  distanza  di  questa  centina  dairorigine  :  ordina- 
riamente r  areiche  forma  questa  centina >  è  un  arco  ellittico  ;  e 
siccome' questo  arcO'  è  in  uu  piana  parallelo  a  quello  delle  y  e-z» 

avremo  z*  =  ^  (  e*  — ^^  ji^'  )  per  Y  equazione  della  sua  pro/ezione 

sopra  il  dettò  piana .  Per  h ,  e  sono»  rappreseittati  i  due  semiassi 

dell'ellisse. 

Dunque  per  avere  V  equazix)rie  della  superficie  della  lunetta  y 

dovremo  eliminare  a? ,  j^ >  ^  P^  mezzo  dì  queste  quattro  equazioni 


T 


cz^  •!-  hy  =  e t> 

X 

e  si  avr^ 

cX  («)  )* -f-  6*a  »*  =  c^lt  ,  e  seetittrend»  per  « >  ^  ( « )  »  ^^  ^' 

lori ,  reqoauotm  dimandata  sarà 

ir.  Cerchiamo  T  eqnazìone  della  snperficfe  inferiore  di  nna  sca- 
la a  Chiocciola^  ovvero  a  Lumaca,  supponendo  che  il  disotto  dei 
suoi  scalini  sia  ridotto  ad  una  superfìcie  continua . 

Si  sa  che  la  curva  a  doppia  curvatura ,  la  quale  dir^e  il  mo- 
vimento della  generatrice,  è  l'Elice  o  la  Spira  di  una  Vite,  di  cui 
r  asse  è  la  verticale  che  passa  per  1*  orìgine .  ,, 

Quest*  Elice  è  rappresentata  (  XIV  )  da  queste  doc  equazioni 

X  ^^  y   '=^  a 

z  =  b. aro seny  ^  €\ 
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idtinque  si  avrà  la  dimandata  .eqnazione  eliminando  x  ìJ/  ^z  per 
mezzo  di  queste  qoattro  jeqaa,2uloni 


=2Ò.^rcseny 

Da  una  tale  eliminazione  sì  ulcara 

^(«)  =  6.arc«e/z(-^T-j~^)H-.c;  e  sostitncndo  per  jt  e  per 

j^(a).i  rcspettìvi  valori,  si  avrà  ^', equazione 

z  =  b  .arcsen  i^^^:^  H-  e  ; 

la  quale  rappresenterà  quella  superficie . 

Questa  superficie  è  una  di  quelle  di  cui  Tarca  è  xìvì  iDinimo; 
vale  a  dire^  se  sopra  .questa  superficie  si  cirgoscfive  jun*;areacCon 
naa  curva  qualunque  dipendente  o  indipendente  dalla  legge  di  cen- 
tinurtà^  di  tutte  le  superficie  curve  ,  le  quali  passano  per  quella 
curva  circoscrivente,  la  ^superficie  che  noi  consideriamo^  ,è  quella 
la  cui  porzione  d' area  circoscritta  è  la  minima  . 

XX.  JSe  una  retta  si  muove  .nello  spazio  in  qualunque  ,modo^ 
, senza  pero  cessar  mai  di  essere  parallela  ad  un  piano  .dato  di  posi- 
zione ,  essa  descriverà  ^una  superficie  .curva  ^  della  quale  yogliì^no 
trovare  V  equazione . 

<Se  ci  immagiriiamo  .nello  :Spazio.due  .curve  qualunque  a  4op- 
,pia  curvatura  ,,€  che  una  retta  costantemente  parallela  ad  un  pia- 
no fisso ,  si  muova  appoggiandosi  sempre  a  quelle  due  curve,  essa 
genererà  una  superficie ,  la  cui  equazione  sarà  determinata  e  dalla 
legge  di  quel  movimento  ^  e  dalla  natura  .delle  due  ,curve  ^che  lo 
^dirigono. 

^  ^Siano  X ,  y  y  z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  ^di  quella 
superficie ,  e  consideriamo  la  retta  generatrice  quando  passa  per 
questo  .punto.  Se  per, questa  retta  generatrice  si  fanno  passare  due 
piani ,  (uno  parallelo ,al  piano  fisso,  l' altro  che  spassi  fter  T, origine^ 
è  evidente  che  quando  il  puntp  della  ^superficie  si  moverà  'Scnza  u- 
scire  4a1;la  ,direttriqe .,  ei  ne  ^anche  uscirà  da  quei  idue  piani  j  poiché 
quella  iè  la  loro  intersezione  :  ora  sia 
Aa;'  -+  By  H*  Vz  =  o,  T equazione  del  piano  fisso  condotto  per 


4^0  APPENDICE 

r  origine ,  al  quale  la  generatrice  è  sempre  parallela ,  e  sarà  Ax  -fc. 
'By  H-  Cz  =  »  l'equazione  di  un  piano  parallelo  a  quello,  e  che 
passa  per  il  punto  preso  in  considerazione  >  ed  in  conseguenza  per 
la  generatrice  considerata  in  quel  punto . 

Sia  z  =^  ax  '^  by  Y  equazione  dell'  altFO  piano  che-  passa 
per  r  origine  e  per  la  generatrice .  Finche  il  punto  movendosi 
sopra  la  superficie ,  non  abbandona  il  piano  A^  H*  Ety  h-  Cz  =  ^, 
non  esce  neppure  dall'  altro  piano  z  =  ax  ^  by\  dunque  a  ^  b 
sono  ambedue  costanti ,  se  è  costante  « ,  e  variabili  se  quella  va- 
ria ;  dunque  a  ,  b  saranno  due  funzioni  diverse  di  «;  V  equazione 
dunque  dimandata  sarà 

z  =  xp{Ax  ^r  By H-  Cz)  ^y^{Ax  h*  By  •^  Cz)r 

nella  quale  le  due  forme  (p  ,  T  sono  arbitrarie . 

Se  poi  saranno  date  due  curve  a  doppia  curvatura  qualunque 
nello  spazio ,  e  si  vorjrà  trovare  l' equazione  della  superficie  indi- 
viduale che  ad  esse  appartiene  >  converrà  determinare  le  forme  del- 
le due  funzioni  ^  >  Y  • 

Per  questo  siano 

(A)  .  ^.  ^Y  {x^y^z)=^o\ 

(B) .  :.  : ¥{x,y,z)  =  ci  ^'  equazioni  per  una  di  quelle  curve; 

(C) /"(^jj^jz)  =  0-) 

(D) . . .  ./'(^,j/,i.)  =  o/ ^' «^^^^^i  P^  1' ^^''^  • 

Se  facciamo 

(  E  )  • , . .  Kx  H-  Bj^  H-  C2;  =  a  >  r  equazione  della  superficie  diverrà 
(F) z  :=ixpu^yYu* 

Ora  la  superficie  dovendo  passare  per  k  prima  curva ,  le 
quattrtr equazioni  (A)i(B),(E),(P)  debbono  sussistere  fra  le 
coordinate  di  ciascun  punto  di  questa  curva,  e  quindi  eliminando 
tra  queste  quattro  equazioni  le  quantità  x^yyZj  si  avrà  in  Uy<pu^ 
"Tu  una  prima  equazione 

(H) . .  *  ,F(tì>^r^,  Ya)  =  o  cui  dovranno  soddisfare  le  due  fun- 
zioni <p,T. 

Nella  stossa  guisa  dovendo  la  superficie  passare  per  V  altra 
curva,  se  elimineremo  x^y^z  per  mezzo  delle  quattro  equazioni 
(G),(D)',  (E),(F)  avremo  un'altra  equazione 
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(  G  ) W  (U}^Uy  Yu  )  ==5  o  a  cui  anche  le  forme  delle  funzioni 

f>u  7  fu  devono  soddisfare  ;  per  mezzo  dunque  delle  due  equazioni 
(G) ,  (H)  troveremo  i  valori  di  (pu^'fu  dati  per  Uy  e  conoscere- 
mo in  conseguenza  le  forme  di  quelle  funzioni. 

Trovate  le  due  equazioni  (H),(G)  si  può  subito  ottenere 
r  equazione  appartenente  alla  superficie  ,  eliminando  m  9  f)U  >  Yr^ 
dalle  quattro  equazioni  (E),(F),(H)>(G);  giacché  allora  si 
otterrà  un'  equazione  in  ce  ^y^z  senza  alcun  segno  di  funzione  in- 
determinata , 

Supponiamo  ora  che  si  voglia  T  equazione  di  una  superficie 
descritta  da  una  retta  che  passa  sempre  per  Y  asse  degli  z .  Introdu- 
ciamo due  curve  a  doppia  curvatura  per  dirigere  il  movimento  di 
questa  retta ,  le  quali  potendo  esser  qualunque ,  non  limitano  in  con- 
seguenza ilproblema;  se  ora  si  concepisce  che  questa  retta  passi 
costantemente  per  Tasse  degli  2,  e  nel  suo  movimento  si  appoggi 
costantemente  a  quelle  due  curve,  la  superficie  così  generata  avrà 
la  seguente  proprietà  . 

Se  per  Y  asse  degli  z  conduciamo  un  piano ,  e  consideriamo 
la  generatrice  quando  si  trova* in  questo  piano;  essa  movendosi,  u- 
scirà  da  questo  piano  e  passerà  in  un  altro,  e  cosi  essendo  costan- 
te la  di  lei  posizione,  sarà  costante  quella  del  piano  in  cui  essa  si 
trova .  La  posizione  del  piano  è  determinata  (  se  per  x  ^y  y  z  rap- 
presentiamo le  coordinate  di  un  punto  della  superficie  curva  )  dalla 

quantità  2.  ;  dunque  essendo  costante  la  posizione  della  retta ,  è  an* 

X 

che  costante  la  quantità  -^,  e  quella  variando,  questa  anche  varierà» 

Ora  siano  j5==ya?H*/3,  z  ^=^  fy  ^  ^ 

r  equazioni  delle  due  projezioni  della  generatrice  sopra  i  due  piani 
delle  X  e  Zy  e  déìYy  e  z .  Bisognerà  che  nelF  una  e  nell*  altra  di 
queste  due  equazioni  le  quantità  p ,  7 ,  ^  siano  costanti  quando 

—  è  costante:  esse  saranno  dunque  funzione  di  quest'ultima  quan- 
tità ;  dunque  una  qualunque  delle  due  equazioni  seguenti 

rappresenta  la  superficie  di  cui  parliamo . 
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Le  forme  di  -queste  fa  azioni  sono  iadeterminate  >  e  per  deter- 
minarle bisogna  che  siano  date  le  due  curve  a  doppia  curvatura 
che  dirigono  iij  moviraento .  Il  tutto  passa  ^me  nei  casi  precedenti. 


tm^fT^"^ 


NOTA  AL  fCAP.  IL  PEL  CAL^COLp  PIFFERENZIALE 


le  totale  dz  z=2[—)dx,-¥  ( j-)  dy  era  composta  delia  «omma  dei  dae  diffc- 


la  questo  Capitolo  allorché  abbiamo  iconsiderato  z  fatizione  di  due  yaria« 
l>ni  X  ^y^  abbiamo  sapposte  queste  variabili  iadipendenti  tra  loro,  e  per  d» ^ 
dy  ne  abbiamo  rappresentati  gli  aumeuti  indeterminati:  allora  la  differenzia- 

ronfiali  parziali  ('^ ) dx ,  {-r  )  dy . 

jSopponiamo  ora. che  .delie  .d'Ile  vaTisbili  x  ^y  che  entrano  nella  composi- 
zione di  z ,  la  y  deva  .riguardarAÌ  come  ,faaziono  di  x^  allora  seguendo  le  ra- 

gole  date  nel iCap. ;I.^  si  avrà  dz .=  \^j  dx  ^  {j- )  {^) dx,  e  sorivctìdo  dy 
sempScemente  per.(j')  dx  y\BÌ  ha  ancora  in  •questo  caso  -rf z  ^  (dx^  ^^  "^ 

Così ,  :sia  che  le  variabili  x  ^y  non  al}biano  alcuna  dipendenza  tra  loro« 
sia  che  y  dipenda  da  ^9  la  differenziale  totale  .della  z  è  dz  zz  (^^)  dx  -^ 

"La  :SOla. differenza  .i^onsiste  nel  significato /de)  ^>^  nel  primo  caso  esso^è 
un  aumento  indeterminato  che  nulla  ha -che  fare  con  le  altre  .quantità  ;  e  nel 
secondo. egli  (è  il  differepziale.della  y  funzione  di  x  . 

Acciò  rdunque  un  a. espressione  P^JiT/H-  Q^^  possa -prendersi  per  una  diffe- 
renziale totale. dz  di  una  funzione  z  composta  di  dne  variabili  x  ,y  indipen- 
denti >  ovvero  perenna  differenziale  ^della  stessa  funzione  quando  y  dipendo 

da  *•,  con  verrà  r  cTie  P;  possa  far  le  Teci  di  {^),,^  Q.di  (  7"). 

Lo  stesso  succede  per  z  funzione  di  nn  qualunque  nomerò  di  variafaVU 
X  .y  ^Urt  ec.  /La  d.ffereoziale /totale  di  x^  ^quando  le  variabili  rsono  indipea* 

denti  j  <ò 

e  quando-esse  conHderansi.fuuzioni  tntte  della  x^sè  ancora 
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La  differenza  consiste  in  questo.*:  nel  primo  caso  dx^dy  ^  duec.y  rappresenta- 
no gli  annienti  indeterminati  ed  indipendenti  di  qoelle  variabili;,  mentre  nel 
secondo  caso  dx  è  ancora  raomepta  indeterminato  di  ^r^  ma  dy^du  ec,,  sono 

i  differenxiali  (•^)dxr  (^)^^  ec, delle  y^u  eo.^  funzioni  di  jt . 
Conclnderemo  di  qnì  che  le  condiaioai  pesche  una  espressione 
?dx  -h  Qdy  H-  Rrfu  -¥  ca 

sia   ana  differenziale  torafe  di  una  qnantitik  z  ,  saranno  ìe  stesse  e  neli*  i-^ 
potesi  delle  variabili  indipendenti  >.  ed  in.  qaella  che  esse  dipendana  tutte  da 
nna  ,  per  esempio  da  jir. 

Non  è  però  cosi  nei  diiFérenziali  degli  ordini  snperieri.  Considerando 
qnei  del  secondo,  noi  abbiamo  veduta  che  la  difFerenziale  totale  del  seconda 
oriiine  di  2,  funrione  di  due  variabili  x  ,y  indipendenti  tra  di  loro^  è 


ève  dXfdy  rappresentano  gti  aumenti  in  decer  sin  a  ti  delle  variabili  x  ,y. 
E  se  consideriamo  y  come  funzione  di  x,  essa  è  allora 

•vvera 

Quivi  dx  rappresenta  V  aumenta  indeterminato  di  x,  il  dy  rappresenta  il 

iiflerenriale  primo  (  ^}rfjr  della  funzione y,  ed  il  d^y  il  differenziale  secon* 
io  della  stessa  funzione.  Si  vede  che  nei  due  can  V  eapressione  di  d*z  ò  di-- 

versa:  nel  seeonda  vi  si  troya  di  pia  il  termine  (x } J*J^* 

Consimifi  riflessioni  hannaluoga  per  le  differenziali  delle  equazioni • 
Se  tra  un  numera  qualunque  di  variabili  x  ^y ,  u^t  ec.»  2^  si  ha  una  qna^ 
luoque  equazione  V  =r  o  >  e  se  riguardando  x^y  ^u^t  ec.  come  indipendenti 
tra  loro,  si  considera  z  come  funzione  di  esse  y  il  differenziale  primo  totale  di 
^uest  equazione  à 

fdV^  ,dV^  .dV^  rdV^  . 

(■5i)^^•+(•;^)rfJr^(;^)rfrr-^ec.^(t^)rf^  =  0. 

in-euÌ£{j^^<{'y^(fueo.^6ano  gli  aumenti  indeterminati  delle  variabili  x^y  ,u  ec.^ 
e  rfz  è  la  differenziale  totale  di  z  conàderata  come  funzione  di  quelle  variabi- 
li »  essa  cioi  è 

Se  poi  neirequazione  V  =0  si  rignardano  tutte  le  variabili  jy,tt  ec. ,  z 
eome  fuuzioni  di  x  per  esempio ,  il  di^renziale  primo  di  quella  equazione  è 


y* 


I» 

r 
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della  stessa  forma  che  T altro,  ma  ia  questa  cqaaziooc  dx  è  V  aumento   inde- 

terminato  di  x\dy ^da  «e.  sono  i  differenziali  {4^)^^ ^  {4^)  ^^  ce,  delle 
quantità  jf ,  a  ec  funzioni  di  a?  ,  ed  ancora 

«sseado  dy  =  {j-)dxt  du  =  {-£)dx  co. 

Data  dunque  un^  equazione  differenziale  del  primo  ordine 
Vdx  H-  Qdy  -4-  Ria  •4- -+  Ti  2  =;:  o 

si  hanno  le  medesime  relazioni  tra  i  coefficienti  P»Q,R| T/aeciò  sia 

essa  una  differenziale  esatta  di  una  equazione  V  :ì=  o  tra  Af  ,3^,11  ec.  2;  sia  che 
fi  riguardi  z  come  funzione  delle  variabili  x^y^u  ec.  indipendenti  tra  loro, 
aia  eho  si  considerino  tutte  queste  variabili  y  ^u  ec.  come  dipendenti  da  x. 

Facilmente  si  potrebbe  vedere  ch,e  la  faccenda  va  diversamente  per  le 
diilerenziali  delle  equazioni  degli  ordini  Sjuperiori  »  mentre  nel  caso  della  di- 
pendenza dello  variabili  9  r  equsizioni  diflCerenziali  contengono  dei  termini  di 
più  ,  ì  quali  non  si  troverebbero  se  le  variabili  fossero  indipendenti.  Non  ^i 
trattengo  in  questo  esame»  essendo  fiteile  ad  inst^uirsi  da  chi  avrà  bea  coni- 
preao  le  cose  contenute  nei  Gap.  j[.  e  I|. 


fine  del  Tomo  Secondo. 


'.  ■«  ^  » 


TOMO  IL 

:      AGGIUNTE 

F^£>  t4'  T.   !•  Invece  Mìe  parole  h  I  primi  termini    di  queste   tre  serie  ec.  „  sino   alle 
parole  „  ed  avremo  „  (r.  la.  )  si  scriva 

Alcuni  o  rotti  i  termini  ponno  aoche  easev  negativi .  Quei  però  che  se 
corrispondono  haono  sempre  il  medesimo  segno.  I  primi  termini  di  queste 
tre  serie  poi  sono  egmalì.  Rapporto  agli  altri  è  facile  vedere»  che  ciascuno 
dei  termini  della  serie  B ,  indipendentemente  dal  segno ,  è  maggiore  del  corri* 

spendente  nella  sef  te  superiore  p^  ^(^H-o),  e  minore  del  corrispondente 
neir  infeciore  ^^*^  (»-♦••)  5  dunque  se  invece  della  quantità  0  prendiamo  nel- 
lo sviluppo  di  ^^^*(«H-6)  una  quantit'à  minore  di  essa ,  tutti  i  termini  dt 
quello  Sviluppo  diverranno  minori ,  e  si  avvicineranno  ad  essere  eguali  ai  rer- 
mini  corrispondenti  nel  valore  di  R  ;  dunque  se  fingiamo  >  che  sia  f  quella  quan* 

In) 
tità  minore  di  4  ,  sark  R  eguale  a  ^^    ^  (  «  -<-  ^  ) ,  supponendo  p  maggiore  di  o , 

e  minore  di  t  ^  avremo  allora  ^  (  x  «•+  9  )  =  ec. 

Pag,  S08.  V.  r2.  Si  faccia  xz=S'^mc$s  — ,  y:izuset$  — ,  e  correggendo  in  conformità  il  calcolo 
che  segue,  si  giungerà  ad  ( pag.  209.  v.  i.  ) 

iieir  applicazione  alla  Spirale  d'  ArchUnede»  si  avrà 

^-_       sf         t   /  t  ^  \     /  ^  *\, 

NT  =  —  se»  —  \  ^  ^^» ^  "^^  — /  •  \^^o^ h  sse»  —  >  .   la   seguito 

(  V.  1 1.  )  si  farà  GG  :  CH  :  :  fang.<iBC  :i,  e  per»  CGzstt  tang.  GHC  :  avremo  poi 

f  f  f 

fsen d  Cut  —  £0s  — 

UMg.  GHN  = j  f  Ung.  CHN  = ^ ,  e  quindi 

fcos Va  ien  —  §€H^^ 

a  s  s 

{t  t  f^       ^  t  t  1 

tsen Jrei —       cw— )       (         c$$ —    tsen— -^acùs-^^ 
-^-— T--^|= {— f  •— : — -;} 
a  é  a  a  a  m^ 


$ 
0 


Si  avverta  »  che  in  tutte  queste  formule  i  trascendenti  si  riferiscono  al  ciQ 
colo,  il  cui  faggio  è  1'  unità. 

Tag.  333,  dopo  il  verso  '14*.  si  aggiunga. 

Un  tal  metodo  però  ci  da  la  dimostrazione  generale  di  questo  Teorema  ,»  Un*  e«> 

9>  quazione  a  differenziali   parziali  dell'  ordine  m  tra  un  numero  n  di  va« 

>»  riabilt  può  sempre  integrarsi  per  serie,  «  può  aversene  l'integrale  compie- 
91  tato  con  iin  numero  m  di  funzioni  arbitrarie ,  ciascuna  delle  quali  contiene 
>»  «  —  2  variabili ,  se  però  ia--que9t'  equazione  si  ritrovi  la  differenziale  parzia** 

f*  le  m  relativamente  ad  una  di  quelle  variabili  »  come  (  -j-^  ^  »  essendo 

>i  esse  ZyX^y^u  cc.|  e  conslderaudosi  «  come  funzione  di  tucte  le  altre  ,>; 


i  ' 


AGGIUNTE 

Si  vede  adttaqae  t  che  la  forma  di  questa  equazione  debb*  eisere  (  ^-^  ^  =  U 

essendo  U  una  funzione  delle  variabili ,  e  delle  differenziali  parziali  di  z  dell'  ot* 
dine  m ,  e  dei  suoi  inferiori  . 

Fag.  401.  Al  §.  142.  Quando  l'equazione  tra  v-jfi^r  non  pub  risolversi  in  fattori  di  pri- 

mo  grado,  dair  integrale  particolare  «  =  <**"** «^  "*"  ^^^ ,  e,  non  se  oc  può 
dedurre  1*  integrale. completo  .  ^ 

Potremo  però  trovare  un  integrale  particolare ,  completato  con  più  funzio- 
ni arbitrarie  composte  di  una  sola  quantità .  Per  questo ,  supponendo  che  la  pto- 
posta  sia  del  secondo  ordine  fiicciamo  C  =  ^((«i)»  e  sostituendo  invece  di   s  e 

CHjf  mJ^m  Ay  ^^  *y^ 

dei  SUOI  differenziali,  la  quantità  e  "^  •  ^((«)»  e  le  sue  differenzia- 

li  parziali .  avremo  per  determinare  (a  indipendentemente  dalla  natura  dì  p , 
vna  equazione  a  differenziali  parziali  del  secondo  ordine  ,  cui  soddisfarà  il  va- 
lore particolare  w  =  a*  H-  A>  -4-  r«  »  essendo  a^è  yC  tre  costanti  »  tra  le  qua- 
li regna  una  certa  equazione  )  così  l' integrale  della  proposta  è 

cLx  *4*  /3y  "*4*  yu 
«  ==  e  -"       '^    ?  { tf *  -f  *jf  -4-  r«  ) ,  regnando  tra  le  di  lei  costanti  le  tre 

seguenti  equazioni 

A-+Bx  -l-Ca.*    H-Fy* 

-4-  B'/S  -+  C'a/3  -*-  F' 
-4-  Ey  H-  C"/3*  -+  P/3y 

Ca*  H-  C*«  -+•  F V»  •+  Cai  -*•  Vnc  ^  Pir  =  • 


y*  1 

V   >  = 

/3y  J 


#  (aCot  H-C/3  -*.  ty  -4-  B  )  •X 
*(2C"/3H-CaH-Py-fB')   >=0. 
r(3F>  -4-F*  H-FpH-E  )  J 


Tre  dunque  di  queste  costanti  tono  arbitrarie  •  Potranno  in  questa  manie- 
ra aversi  una  infinità  d' integrali  particolari ,  ciascuno  dei  quali  conterrà  una 
funzione  di  quella  forma ,  e  la  somma  di  tutti  darà  anche  on  integrale  che  sod* 
disfarà  alla  proposta  • 

Ma  una  osservazione  importante  per  dedurne  da  un  integrale  particolare 
molti  altri ,  è  U  seguente»  e  devesi  a  BioC. 

Se  V  è  una  quantità  che  soddisfa  per  la  variabile  %  »  ad  una  equazione  dit 
ferenziale  parziale  lineare  di  un  ordine  qualunque  fra  un  numero  qualunque  di 
variabili  »  e  che  (•>  indìclii  uoa  quantità,  che  entrando  nella  composizione  ài  v, 
non  entra  punto  nei  coefficienti»  dì   maniera  che  questi  da  essa  sono  indipen- 

denti ,  anche  A  (  j^  )  essendo  A  cQStante  arbitraria ,  soddisfa  alla  proposta  »  qua- 
lunque sia  ni  come  pure  Ay    «^w    egualmente  soddisfarà  « 

Così  data  r  equazione  R(^)-+P(j^)h-Q(j^)h-N»=:o,  essendo 

It  )  P  >  Q  9  N  quantità  costanti ,  vi  si  soddisfarà  facendo  «  =  e  »  tra  « 

ed  m  regnando  ^uest*  equazione  Ras*  -^  Fi»  -h  Q«  H*  N  =  0  »  per  il  che  si  avrà 

Ri»»  -4-  Pi»  -f  N 
^*-^ ^ 

s^  =  e  «  Se  si  prendono  i  coefficienti  differenziali  di  tut* 

ti  gli  ordini  di  quesra  quantità  per  rapporto  ad  x  ^  o  ad  ^«  o  ad  ikt  ,  e  si  mol- 
tiplichino tutti  questi  risultati  per  delle  costanti  arbitrarie ,  si  avranno  altret* 
tanti  integrali  particolari  della  proposta. 

Per  dimostrare  come  ciò  succeda  »  si  osservi ,  che  non  essendo  ea  contenuto 
nei  coefficienti  »  1*  equazione  sarà  soddisfatta  qualunque  esso  sia  .  Se  dunque  è 

soddisfatta  da  «  =  ^i^)^  Io  sarà  ancora  da  «  ==:  ^ ( w  h-  1)  cioè  di  v  =  ^ (») 


I  • 


.td^ 
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(—^^  =  #9  soddisfacendovi  V|  soddlsfark  ancora  v=/  Hi/ci»   » 

Pag.  406,  Al  $•  143-  Se  T equazione  f^tte  era  quattro  variabili  4r»jr»«r,£  ed  l  coefficienti 

contenessero  solojf,»,  si  farebbe  s  =  f       (tf  ^  e   per   determinare   u  si  trova* 
rebbe  un* equazione  del  medesimo  ordine  fra  tre  variàbili  ^  ^y^u  . 

In  generale  se  T  equazione  fosse  tra  i9i  -h  1  variabili ,  e  che  i  coefficienti 
ne  contenessero  un  numero  n  Soltanto ,  T  integrale  'della  proposta  lo  faremmo 
dipendere  da  quello  di  una  equazione  dello  acesso  ordine  a  differense  parziali 
tra  is  -f  I  variabili  • 


Pag.  432.  Osservazione. 


larmente  sul  piano  »  si  dedurranno  più  direttamente  i  valori  di  x' ,  / ,  s' ,  P 
dalla  Teoria  generale  dei  Massimi  e  Minimi. 

Pag.  Ver.                      ERRORI  CORREZIONI 

VII.     6.  di  > iidj 

IO.        IO. -£ ....,, -1 

■«•'■•«•  (^)  (è)". (?)(g)* 

93.      4.  dx  tsHg.  xsfm» tf    •    »     dx  tsxg.  x  tee.  r 

lo.  dx  cot.  X  f9fic.  X „  -  —  rfjr  eot.  x  fosec.  x 

i$>.  2r -f  6^;t -t- 13/** -f  ec M     (ac-l-tfr;rH- i2/**H-ec.)rf** 

41.     9.  «•—(«  —  «)(*-*-*) -f«»  =  o.  „     #•  —  (*  —  «){»-<•#)  —  «*  =  • 
44.     4.  /f /»  :r  =  — „     /f»  jr  =  —  — 

«•-"à)- '-"(£* 

45.  «.»".^(f^) „  »"'>(0) 

55-    15.  H-Pi/y» ....?.'     -i-RJ/ 

56.  3>^.  P«<«^-^Q^jri^*t-Rii>* „     Pdjip»H-*RdJr4f+Qdfji» 

Quivi  si  cangi  R  in  Q ,  e  viceversa    »i 
59.    W.^Cj^iìC^*)  ,.,,._,,     ^{,-*)(|?) 


Pag.  Ver.  ERRORI  CORREZIONI 

68.  1$,  e  seeventi .  Nelle  tre  eqaaeioAt  cke  vi  si  tiwiraao ,  coortene  moltiplictce  la  cix« 

f cuna  pei  (  ^  )  It  quantità  che  è  tra  le  parentesi  /  \  « 

iu    13. 5 «      • 2 

a. 3-4  (!—*•)*  «3.4.(1— «•)* 


D— i5.    ?^-    »*~f 

a        8  4.5 


S3.    13.  (l),(9)  delnam.  35. „  (E),(F)  del  num.  34. 

SI.  ti  Calcolo il  Calcolo 

84.    II.■^.^J5(r»H.X"«.»-^ec.)..    „  ^ .  11^  (  x'«  M- X"»«  H- ec.  )•. 

95.  IO.  che  non  condene  le  poiitÌTe    .    .    .    ^  cbo  contiene  solo  le  positive  « 


ì9. 


(X'wH-X^j*j+ mO^  ( X'ft>  H- r'w*  -♦•  ec.  )* 


»x»  .    .   ,   .  „  jjj^. 


^    .8.H.(£).-.(^t)ÌH.«.    .    .    ..  ■*(g).H.(0)^+«. 

^'~r "       ^o 

l_ I 

**•""   o-.uor  ■  *- "  ~    •*.(/•)• 

94.    a.  =  —  ^    . .,  =  —  54 

8.— S«*    ...   ..    .   ;. — 5« 

—  a<f         —  iJt 

'^    *^*  «/«  —  aix  —  arì-  %xU  —  %xf»  H-  #  '    "  ala  —  si»  —  «  —  ■*/*  •+  3«/*  -*•  9 

96.  a6.V(4'-«*) „  V(«*-«') 

104.  6-r(;r*)-*-T.-i(5p)-^  -r(<te)-*--i:T-(-*r.)  * 

A»Ax//»S%^.,  «»ù»A/<i'Sx^ 

Ila    la.  =c*»(  I  H-Aw-i-B<«*-*-C<«'  -+ec.)*»,  =»»(i-*- A«#H-Bc*'  -fC*»^  -4-ec,) 

128.    "C-— -^j^^^^r---^  .    .    .   t,  ^  -  I— Tx"^  3**  ""  » 


IX-         ' 


3(1—*)  '     ^  3(i-"«) 

20.  P  — AS  — B(j-#-faip)»     .     .     .    .    „  P— AS  — B(tfH-Jjr)S 

135.    24*  :  crescerebbe  sempre  ea     •     .    •   .    ,,  :  polche  gianta  la  funzione  a  quelle  K^* 

to.,  crescerebbe  stmprc  ce. 

132.    24.  F' =  «* A  •+ 2»(B  H- J*C     .    .    .    .    „  2F'=:to»AH-2«6B  H-»'C 

140.  12.  2L"t5 „  2L"«5 

141.  4-  -*-R(^'H-ec.  )» -h« „  -4-R($-+ec.)* -••  ec. 

«  4J* 

28.  il  doppio    •    •    • «    .    ,t  la  metà. 

144.      4.  -^  (Fx-^l^'a)  ^   .   ^ „  -+(Fjr  — F«) 

147.  ?>8.  Invece  di  quelle  due  equazioni ,  scrivasi  „  —  a^x  co,'*"  ^V  ^^  ^ 

148.  S.  $.  64 f    .    »  I.  63, 


143-    12. 


P»g.Ver.  IRRORI  CORREZIONI 

149-  15.  -»•» ••    •    •    ■     *'7 

150-  16.  5.  65,  .  .    • •.»»$•  04- 

(#»-f3A*-*-P)-i •„  •  (*»-f  aA*-i-B),a 

li,     li  =(f*  — «'B)*-*-2A#c  ..    .   .    •    ».     =  ( M  —  «*B ) *  H- a A«tf  - «fB 

3.(5?)  •  ^^dJPf 

fdCx  (49.) 

(57)  .  I^lL 

16.   «  = jIT" "        '  —  /dK'\ 

j:8.    18.  F  =;  0   .    .   -    .    .   .    .    •    •    • .  • .  i«.    )P  =  * 

186.  ao.^(P-Q) 4^'^~^^' 

187.  àz  ài  «    .    ,    .    . )    3»  6 

191.    18.  ET    . E'E' 

ipa.     I.  E'H'O    ...    i    .......    '  E'HQ 

3.  HEB ,...;•>»  HE'B 

14.  «t  =sAM  =:,>  s- »>  .*.=  3'"^ 


\ 


Pag.  Ver.  ERRORI  CORREZINI 

aao.    20.  V  (•*-*-•* /*»^.NSL)   .    .    .    :    i    „  VCS*  H-6*(*«»J.NLS)*) 

33.  jf  >  j  ,  <  0 I»  i  <!  0  .  >  o 

201.        l'^^p{x-¥j) •V(*-*-Ì) 

310.      I.  HRX: „  HR': 

2U.     8.  (5.  80.) .•    »  .  {5:9.) 

*lf!.ZL*X—  *if  — *">* 

29.  My<CP' e    .    *    t.  M'P'<C>' 

31.  M/)  >  CP .    .    •    „  MP  >  C/> 

214-     4.  {$.800     .     • „  (5.  ?9.  ) 

oiarg.  Fig.  I?.     .•••..«•..•    ,9  Fig*  i6« 

915.    13.  negativo    ..••«.••..,,  pcSiCivo 

219.    95-+**>('j)'=o ^  -^«J^(ii/  =  ^     * 

22a     12.  ufx ,^  «/* 

321.     ìo.  fyéfx     •      *     .     , „  ff{9C)^d* 

222.    I&  MOL ;    .    .    „  MON 

224.     ti.  è  proporzionale  alla  superficie   •    .    »»  è  in  una  ragion  costante  con  la  saperCcie. 

232.    26.  cos  TMi»  =  —Tj    ..%....„  ctf^  TMi»  =  jr=|j 

23&     9.  ND' :....,  NN^ 

12,  (AMh-ND')    .    . »»  (AM-+NN') 

339>fiS*22.  sZ ••«!>.  ^^ 

17.  —  ^i^.CHM •    •   •    «  —  j*^GHM 

33. /(?«  NTM  (  r^/ CGF /#i»NIM(fwCGF 

à4o.marg.  Fig.  22 »    .    .    ^    .    .  Fig.  23^ 

18.  itfjiNTM /f»NIM 

254-Mil5*  ^'^^'/^    •    .    .    •    •    i    •    «    «   .    «9  i/ar 

oro      . L:±* —  \  -^X 

-^''    ^•3(l-^*-^*») "  3(i-»-*H-*') 


1   . 


P4g.Ver.  ERRORI  CORREZIONI 

li  —  *  —  X    —2*';  J  ^1  _  jp  _  jp»  —  .2**  )* 


M.  (  5.  9>-  )  ' >f  (  $.  90.  ) 

859.     12.  al  $.  loj. „  al  5.  ic6. 

16.  la  e  istante  C     .....,..„  la  capaci i5t    n 

20.  (*-g«f* „  (i-.g^*)« 


«  =  a 


362.      I.  »=  I „ 

J65.  ai.L^I^^^^^^.^^ .,  L  ^<J^^:±/^i^-^ 

,66.    |8.S  =  ;^4^ ,  S=/-t'^-^-, 

lyi/*  H-  cJp^  dx —  _  _         —  sdx  •+  f  JP^  djr  _  _, 

*Vltf  H-^4p*  H-r**)  ~  jr*Vltf  -+■  yx*  •+  <***> 
^^■g-^  rjf^^*  —  Mdx  :±cxUx 

26Z.     «•  rfS  =  (-p— *y--^ '  ^*-       l^»->;*-4^r 

268.    \6.fx'^^^dx{a-¥lx)*    .     .    .    .    „  /*^^'rf*(^ -+•***)' 

«•  I 
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^    '       '  («i-*-»)twH-»  — a)....  lfl»H-3)  *    *    "  (f» -4-iii)(ffii -t-i»  •— a)....  (MT  H*3  ) 

26.  y  jp   ""    ixsen  X »t  y  a?  dx  siux 

aj.  »  —  f  .    .    *    .    .    • 9,  »  —  a 

S05.  H. ^-T-r-'-^ »»  -— -(i<»^r"'--r-(^<«*r'^ 
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309.  I.  ad  indice  negativo »  «d  indice  fratto 

14.  i6y^x* ► 1S>*«' 

316.    25.  intagrale integrale 

338.     ìi.  y  —  e „  jr  ==  r  —  I 
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355.     2.  A'« ^    .....    .  ^*^ 

363.  19.  (*) '\  ^^^ 

368.  ar.  ($.  126.) ($.125.) 

369.  S.  (»-"»-  O.    •    • >»  (iii-t»-+0 

320-.    14.  §.  131 /......•  $•  »32« 

Sin.    IO.  oi'"  =  D(#-f  J*)  ..   «  *    — u^p-i-y*; 

19.  J.  131 $•  *3^- 

/^  «.  ^ 

38f.    18. f  —  ^ "  B'  ~  ^ 

383.       I.  -h  C'V      ^  •'^ »>  H-C-# 

386.      6.  01  =  -  -p  -  -j; '  *  ~  *'         *' 

21.  Diot B'«>« 

395.  a.«^^^         '^  ''  •^      ?         .       -, 

396.  25.  per  >!•  equazione  (2) »  per  2jr  l  equationo  (2) 

29.  2i3y -+  I .    .    „  2/3.2jf-4-3 
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441.  18.  NMV.    . „  N».  VI. 

444.    23.  »'/"  —  »"/' =  M' »   ;    „  A'»"  —  A"»' s=  M» 

44t.    33.  tangaDte .'  Ungente 

449.    36.  peralieUmente    .    .    .    .    ..    ...  parallelamente 

45r.    19.  rappresentata  da    .......    „'  rapprewntato  da 

455.  17.  taperficie  cilindriche '  •    »  tnperficie  di  riTolotioo* 

456.  14.  (B'«H-*')    ..........  (r.  -*-*')• 

458.   aa.c««((*)r   .    i r»(*>(*))' 
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